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DEVOIR SURVEILLE N°6

Sujet donné le mercredi 12 février 2025, 3h.
L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

PROBLEME - THEOREMES DE BERNSTEIN POUR LES FONCTIONS ABSOLUMENT
MONOTONES

Ce probléme est composé de 3 parties.

Objectifs :

Le but est d’étudier les fonctions absolument monotones. Nous verrons en premiere partie qu’elles sont suffisamment présentes pour ne
pas étre anecdotiques. En seconde partie, nous verrons un premier théoréme de Bernstein qui donne une égalité étendue entre les fonc-
tions absolument monotones et leur développement de Taylor. En troisieme partie, nous étudierons quelques propriétés topologiques
d’un ensemble de fonctions absolument monotones.

Notations :
e Si une fonction f est indéfiniment dérivable sur un intervalle I, pour tout n € N*, sa dérivée n-iéme est notée f(n>. Par
convention, on pose f(*) = f.
e Dans tout le probléeme, I est un intervalle contenant au moins deux points distincts.
o Sauf mention contraire, a et b sont des éléments de la droite numérique achevée R vérifiant a < b.
e On note F(I,R), 'ensemble (espace vectoriel) des fonctions définies sur I et a valeurs dans R.

Définitions :
e Soit f une fonction définie sur I'intervalle ouvert I = Ja, b].
f est absolument monotone sur ]a, b[ si
(¢) f est de classe C* sur |a, b],
(ii) Vz €la,b[,Vn e N, f™(z) >0 .
e On note A(I) I'ensemble des fonctions absolument monotones sur l'intervalle I.

e On dit qu'une partie K de F(I,R) est convexe si elle vérifie :

V)\G[O,l],Vf,QEK, (17A)f+Ag€K

I . Manipulations de fonctions absolument monotones

Dans cette partie, I est un intervalle ouvert que 1’on pourra noter ]a, b[ si nécessaire (avec a,b € R).
I.1. Montrer que x +— e” est absolument monotone sur R.
[.2. Soit f une fonction absolument monotone sur I. Que peut-on dire du signe de f 7 de ses variations ? de sa convexité?
[.3. Justifier qu'une fonction f est absolument monotone sur I si et seulement si elle est positive et dérivable sur I et sa
fonction dérivée est absolument monotone sur I.
I.4. Stabilité de A(I).
(a) Montrer que la somme et le produit de deux fonctions absolument monotones sur un méme intervalle I sont encore
des fonctions absolument monotones sur I.
(b) Mountrer que, si a € Ry et f € A(I), alors a - f est absolument monotone sur 1.
En déduire que A(I) est un ensemble convexe.
(c) Montrer que, si f est absolument monotone sur I =|a, b, alors, pour tout 7 € R, f; : t — f(t — 7) est absolument
monotone sur |a + 7,b + 7].

(d) Soient ¢ : J — R absolument monotone sur J et f: I — R absolument monotone sur I tel que ¢(J) C I.
En exploitant une récurrence bien énoncée, montrer, que pour tout n € N et tout t € J, (f o @)(")(t) > 0.
En déduire que f o ¢ est absolument monotone sur J.



I.5. Quelles sont parmi les fonctions suivantes celles qui sont absolument monotones sur Uintervalle donné ? (On justifiera
1 1
évidemment les réponses) : # + ch(z) sur I =R; I; :x— —sur I =R} et I_:x+— —— sur [ =R,
x x

1.6. Condition nécessaire (et suffisante 7).
(a) Enoncer puis démontrer une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients d’une fonction polynomiale réelle
pour qu’elle soit absolument monotone sur R’ .
(b) Supposons que 0 € I. Montrer que si f est absolument monotone sur I, alors pour tout k € N, f (0) = 0.
La réciproque est-elle vraie ? (on justifiera la réponse).
1.7. Prolongement.
Soit f une fonction absolument monotone sur un intervalle ouvert I = ]a,b[, (a,b) € R?.
(a) Montrer soigneusement que f se prolonge a [a, b[ en une fonction f de classe C* sur [a, b].

(b) Montrer que f est de classe C* sur [a, b.

(¢) Sous quelles hypotheses supplémentaires nécessaires et suffisantes sur f pourrait-on prolonger f de fagon & obtenir
une fonction absolument monotone sur ]a, b[ et de classe C* sur [a,b] ?

II . Théoréeme de Bernstein d’égalité au polynéme de Taylor sur un intervalle

Soient R € RY et f une fonction de classe C* sur [0, R] telle que sa restriction a |0, R[ est une fonction absolument monotone

sur |0, R[ : fio,r[ € A(]0, R[).
Pour tout n € N et pour tout x € [0, R[, on pose

n ) 2 (p_ g
Su) =S 0w Ry = /O %f("“)(t)dt.

IL.1. (a) Montrer que VneN, Vaxe[0,R[, f(z)=S.(x)+ R,(z)
(on pourra effectuer une intégration par parties sur R, (x)).

(b) Montrer, en effectuant un changement de variable & préciser en détail, que

1—s)"

1
Va €]0,R[, R,(x) = x"+1/ ( £ (s2)ds.
0

n!
I1.2. Soit n € N fixé.

(a) En utilisant I1.1(a), montrer que V¢ € [0, R[, R, (t) < f(¢).
Ry (z)

(b) En étudiant la monotonie de f("+1) établir que la fonction z — 1 définie sur ]0, R[ est croissante.
x

(¢c) Soient 0 < & < y < R. Montrer que
n+1
o<r<(2) )

I1.3. Montrer que, pour tout x € [0, R[, la suite (S, (x))nen converge et préciser sa limite.

I1.4. Dans cette question, nous considérons f = tanHO 5[
5

(a) Rappeler I'expression de f’ en fonction de f puis montrer que :  Vn € N*, Ot — Z (n) f(p)f("_p).

p=0 p
(b) Montrer que : VneN, Vaxe [0, g [, f™(z) > 0.
£ (0)
(¢) Pour tout n € N, on note a,, = T Exprimer a,41 en fonction de ay, ..., a,. Calculer a; pour k de 1 a 7.
n!

(d) Montrer que: VpeN, a9, =0.

o0
T
(e) Montrer que: Vz € } 55 [, tanz = Z agpy122 P
p=0




IIT . Etude de A(] — o0, b[). Points extrémaux de Lax

On dit qu'un élément f d’un ensemble K convexe est un point extrémal du convexe K si K \ {f} reste convexe.

III.1. Soit K un ensemble convexe et f € K. Montrer que

f est un point extrémal de K <= VA €]0,1] , Vfi,foe K , [f=0-Nfi+ o= Ff=fi=/f]
Soit b € R. Pour tout h > 0, on consideére K, = {f € A(] — 00, b]) | lirgl f(t) = h}.
t—b—
III.2. Montrer que K} est convexe.
II1.3. Montrer que si f € K}, alors pour tout < b :
@) <t
Sb—z

—o00,b — R
] i bl L peetio) - Montrer que, pour tout o € R, f, appartient & K.

IT1.5. Nous allons montrer que les fonctions f, sont les seuls éléments extrémaux de K}, possibles.
(a) Montrer que sl existe t €] — 0o, b[ tel que f(t) = h, alors f est constante sur | — oo, b[ égale a h.
En déduire que fy est un élément extrémal de Kj,.
(b) Soit ¢ un élément extrémal de Kj, non constant égal & h. D’apres II1.5(a), pour tout ¢ < b, ¢(t) < h.

On fixe arbitrairement 7 €] — 00, b[ tel que 0 < ¢(7) < h (possible car ¢ est continue).
(1) c(t)—ct—b+71) ct—b+7)

Etonnote/\:CTE]O,I[.Soientf:tv—) T—x etg:tHf.

IIT1.4. Pour tout o € Ry, posons f,

i. Montrer que f et g appartiennent a Kp,.
ii. Exprimer c & l’aide de f et g puis en déduire que : V¢ <bet V 7 < b tel que ¢(7) # 0, c(t)c(r) = he(t —b+ 7).
iii. En déduire que pour tout ¢t < b, ¢(t) > 0.
R* — R
In c(u+b) ,ce quia du sens d’apres la question précédente.
Montrer que pour tout u, v Eh]Rf, P(u) + P (v) = P(u+v).

v. En déduire qu’il existe a > 0 tel que ¢ = f,.

iv. On note

(¢) Conclure.
On dit qu'une suite de fonctions (f,)nen € F(I,R)N converge simplement vers f € F(I,R) sur I si, pour tout z € I, la

suite réelle (f,(x))nen converge vers f(x).

IT1.6. Nous allons montrer que, si une suite de fonctions de K} converge simplement sur | — 0o, b, alors la fonction limite
est continue sur | — oo, b.
Considérons une suite (fy,)nen de fonctions K qui converge simplement vers f :] — oo, b[— R sur | — oo, b.

(a) Montrer que f est croissante sur | — oo, b|.
(b) Montrer que f admet une limite & gauche en b inférieure ou égale & h.

(¢) (*) Montrer que f est continue sur | — oo, b[. On pourra exploiter la majoration exploitée en III.3.



DEVOIR SURVEILLE 6 - Correction

PROBLEME - THEOREME DE BERNSTEIN POUR LES FONCTIONS ABSOLUMENT
MONOTONES

I . Manipulations de fonctions absolument monotones

Dans cette partie, I est un intervalle de la forme ]a, .

I.1. Montrer que z +— €® est absolument monotone sur R.

La fonction exp est de classe C* sur R et sa dérivée est elle-méme.
Donc, par récurrence immédiate, V n € N, exp(") =exp = 0 sur R.

Ainsi, exp € A(R). ‘

[.2. Soit f une fonction absolument monotone sur I. Que peut-on dire du signe de f 7 de ses variations ? de sa convexité ?

Soit f € A(I).

e Par hypothese, Vz €]a,b], f(x) > 0 donc f est positive ou nulle sur 1.
e Par hypothese, Vz €]a,b[, f'(z) = 0 donc f est croissante sur I.
e Pour tout z €]a, b, f”(x) > 0 donc f est convexe sur I.

‘Ainsi, si f € A(I), alors f est positive ou nulle sur I, croissante et convexe sur I.

[.3. Justifier qu'une fonction f est absolument monotone sur I ssi elle est positive et dérivable sur I et sa fonction dérivée
est absolument monotone sur I.

e Supposons que f est absolument monotone sur 1.
D’apres la question précédente, f est positive sur 1.
Puis comme f est absolument monotone sur I, elle est de classe C°° sur I, donc dérivable.
et ainsi f’ est également de classe C* sur I et pour tout n € N,

Veel, (f)"(z)=f""(2)=0
Donc f' € A(I).

e Réciproquement, supposons que f est positive, dérivable sur I et de dérivée absolument monotone sur I.
f' est absolument monotone donc de classe C* sur I donc f est aussi de classe C* sur I (comme primitive
d’une fonction C*°).
Soit n € N fixé.
* Sin =0, f est positive, donc pour tout z € I, f(”)(x) = f(z) 2 0.
* Sin > 1, pour tout z € I, f™(z) = (f)™Y(z) > 0, puisque f’ € A(I).

Ainsi, f € A(I).

f est absolument monotone sur I si et seulement si
elle est positive et dérivable sur I et sa fonction dérivée est absolument monotone sur 1.

L4. Stabilité de A(I).

(a) Montrer que la somme et le produit de deux fonctions absolument monotones sur un méme intervalle I sont encore
des fonctions absolument monotones sur I.

Soient (f, g) € A(I)? fixées quelconques.

Cas f+g:

(i) f + g est de classe C* sur I =]a,b[ comme somme de fonctions de classe C*°,
(i) pour tout n € N, par linéarité de la dérivation,

va €la,b], (f +9)™(2) = [T (2) + g™ (2) > 0

car (f,g) € A(I)Z.



Cas f x g :
(1) f x g est de classe C* sur ]a, b comme produit de fonctions de classe C*°,
(#4) pour tout n € N, en utilisant la formule de Leibniz,

—_——
=0 >
car f € A(Ja,b]) carge

T €la (n)x = 3 n (k)x (nfkr)l,
el o =3 (1) O x e s

0
A(Ja, b])

Ainsi

‘Sif,gEA(I),alorstrgetfng.A(I).‘

Montrer que, si a € Ry et f € A(I), alors a - f est absolument monotone sur 1.
En déduire que A(I) est un ensemble convexe.

Toujours par linéarité de la dérivation, a - f est également de classe C* et Vn € N, (a - f)(") =a-fm,
Puisque a > 0, alors Vne N, Vax eI, (a- f)(”)(w) > 0.

’Donca-fEA(I).‘

Soient f,g € A(I) et A € [0,1], donc 1 — A € [0,1].
Par conséquent X - f € A(I) et (1 —A)-g € A(I) d’aprés la premiére partie de cette question.
Puis par addition (question ??) : A+ f 4+ (1 —X) - g € A(]).

’.A(I) est une partie convexe de F(I,R). ‘

Montrer que si f est absolument monotone sur I =]a, b[, alors, pour tout 7 € R, f; : t — f(t — 7) est absolument
monotone sur |a + 7,b+ 7.

p:la+ 71,04 7[>]a, b, t — t — 7 est de classe C*° car c¢’est une fonction polynomiale.
Ainsi, par composition, f, = f o ¢ est de classe C* sur |a + 7,b + 7[.
En outre, par récurrence, pour tout k£ € N, fT(k) =f® o 0,
En effet, c’est le cas pour k = 0 (et également k = 1, puisque ¢’ = 1) - Initialisation.
Et par ailleurs, si pour k € N, fﬁk) = f(k) o, alors fT(kH) =¢' x f(k+1) op= f(kH) o @ - Hérédité.
Et donc, comme f € A(]a,b]), f*) >0 et donc f*) oo > 0.

‘Pour tout 7 € R, fr : ¢t — f(t — 7) est absolument monotone sur |a + 7,b + 7. ‘

Soient ¢ : J — R absolument monotone sur J et f: I — R absolument monotone sur I tel que ¢(J) C I.
En exploitant une récurrence bien énoncée, montrer, que pour tout n € N et tout ¢t € J, (f o @)(")(t) > 0.
En déduire que f o ¢ est absolument monotone sur J.

e Posons pour tout n € N, P, : « Vo € A(J), Vf € A(I) telle que o(J) C I, (f o)™ >0 sur J ».
Tout d’abord, notons que selon les hypotheses de P,,, par composition, f o ¢ est de classe C* sur J.
Nous faisons une récurrence forte.

* Soient ¢ € A(J) et f € A(I) avec p(J) C I fixées quelconques.
fe A(I) donc f > 0sur I, or ¢(J) C I donc fop >0sur I.
Par conséquent, Py est vraie.

* Soit n € N fixé tel que Py, P1, ..., P, sont vraies.

Soient p € A(J), f € A(I) avec p(J) C I fixées quelconques.
Alors f o ¢ est dérivable sur J et (fop) =¢" x f'(¢).
Et donc, d’aprés la formule de Leibniz :

n

(fo@)™ ) = (¢ x fop)™ =3 <Z> ()™ < (7)™

k=0

«* fe A(), donc f' € A(I) d’aprés la question ?7 donc les propositions Py. . .P,, s’appliquent pour ¢ < ¢
et f < f’ ce qui permet d’affirmer

Vi e [0,n] , (f o) >0 sur J.



*x De méme, ¢ € A(J), donc ¢’ € A(J) d’aprés question ?? donc
VE € [0,n] , (¢")*) >0 sur J.

On en déduit que V& € [0, n], (Z) ((p’)(k) X (f’((p))(n_k) > 0 sur J si bien que, par addition (question ?7?),

(f o)™ >0 sur J, donc P, 4 est vraie.

Ainsi, pour toutes ¢ € A(J) et f € A(I) avec (.J) C I, alors pour tout n € N, (f o )™ >0 sur J.

e Soient ¢ : J — R absolument monotone sur J et f : I — R absolument monotone sur I tel que ¢(J) C I.
— D’une part, f o est de classe C* sur J par stabilité du caractére C° par composition.
— D’autre part d’aprés le point précédent, Vn € N, (f o @)(") >0 sur J.

‘Ainsi, f o est absolument monotone sur J.

I.5. Quelles sont parmi les fonctions suivantes celles qui sont absolument monotones sur U'intervalle donné ? (On justifiera

1 1
évidemment les réponses) : x> ch(z) sur I =R; I, :x— —sur I =R} et I_:x+— —— sur [ =R
x x

o La fonction cosinus hyperbolique vérifie : ch’ = sh.

el —el

Or sh(-1) = —5 < 0 donc ch ¢ A(R).
e Notons I : z — S sur I=R;.

-1

11 est bien connu que cette fonction est décroissante (on peut également calculer la dérivée x — < 0).
x

Ainsi I ¢ A(RY).

1
o Considérons la fonction I_ : z — —— sur I = R*.

x
Notons pour commencer que pour z € I, z < 0, donc |z| = —z, donc © = —|z|,. Puis :
(i) est de classe C* sur R*,
N ) o k (—1)k+1g! (—1)F+1g! k!
(#4) vérifie (récurrence immédiate) Vk € N, Vo € R* | 1Y )(3:) = - CDFA[E = PEE >0

donc I_ € ARY).

‘Bilan :ch ¢ AR), Iy ¢ ARY), I_ € A(R*). \

1.6. Condition nécessaire (et suffisante).

(a) Enoncer puis démontrer une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients d’une fonction polynomiale réelle
pour qu’elle soit absolument monotone sur R .

e Soit P une fonction polynomiale fixée quelconque absolument monotone sur RY .
P
Il existe p € N, (ag,...,a,) € RPT' : Vo € RY | P(z) = Zakxk.
k=0

Pour tout z > 0, P(z) > 0. Or P admet une limite en O_égale a ag.
Et donc par conservation de l'inégalité large en passant & la limite x — 0 (théoréme de passage a la
limite dans une inégalité) : ag > 0.

P
h! -
Pour tout h € [[1, p], PM gy E maix“h, donc pour les mémes raisons que précédemment
i—h)!
i=h

hlay = lin}) PM(z)>0 donc ap >0
r—r

Ainsi, tous les coefficients de P sont positifs ou nuls.

P
e Réciproquement soit P : z +> Z apx”® une fonction polynomiale sur R telle que V& € [0, p], ar > 0.
k=0
Pour tout k € N, I'application M, : & — z* est absolument monotone sur R% -

* My € C®(RY),
* Y hel0,k],VeeR:, MM (@)= ———



« pour h >k, V& € R%, M™(0) =0> 0.

Puis, d’apres la question ??, pour tout k € [0,n], ap My € A(R?) par positivité de ay.

Enfin, par récurrence sur le nombre de termes, on a : une somme de p+ 1 éléments de A(R”.) est un élément
de A(RY).

Donc P € A(R?Y).

Ainsi, une fonction polynomiale est absolument monotone sur R’
si et seulement si tous ses coefficients sont positifs ou nuls.

(b) Supposons que 0 € I. Montrer que si f est absolument monotone sur I, alors pour tout k € N, f (0) = 0.
La réciproque est-elle vraie (on justifiera la réponse).

Comme 0 € I, il est nécessaire que -puisque f € A(I)- :

VEkeN, f®0)>0

Reprenons le contre-exemple du ch sur I = R, non absolument monotone,

alors que pour tout k € N, ch(k)(O) = { Z}ﬁggg i (1) : Z i (1)% >0

‘ Donc la réciproque est fausse. ‘

[.7. Prolongement.
Soit f une fonction absolument monotone sur un intervalle ouvert I = ]a,b[, (a,b) € R?.

(a) Montrer soigneusement que f se prolonge a [a, b] en une fonction fde classe C* sur [a, b[.

e Construction du prolongement.
La fonction f est croissante sur |a, b[ (car absolument monotone voir question ?7)
et minorée par 0 (car absolument monotone voir question ??). Donc f admet une limite finie & droite en a.

[a,b] — R
Par conséquent la fonction f se prolonge par continuité en f: f f(x) si z €la, b],
roo= lim f(t) siz=a
t—a

¢ Régularité C° du prolongement.
f est continue en a par construction et continue sur |a, b[ car elle prolonge f qui est continue sur |a,b[ (car
f € A(la,b])) donc f € C°([a, b[, R).
e Régularité C' du prolongement.
* f est continue sur [a, b donc en a.
* f est de classe C! sur Ja, b[ car elle coincide sur cet intervalle ouvert avec la fonction f qui est de classe C'.
* f est absolument monotone sur Ja,b[ donc f’ > 0 sur Ja,b[ et f” > 0 sur Ja,b[, donc f” (qui coincide avec
f' sur Ja, b]) est croissante et minorée (car positive) sur Ja,b[ donc f* admet une limite finie en a,
donc le théoréme de prolongement du caractére C* permet d’affirmer que fe Cl([a, b, R).

Ainsi, f est de classe C' sur [a, b[.

(b) Montrer que f est de classe C* sur [a, b].

Considérons la propriété de récurrence P(-) définie pour tout n € N* par
P(n) : « feC™(a,b[,R) » .

— P(1) est vraie d’apres la question précédente.
— Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) est vraie.
On a donc que f € C"([a, b],R).
* f") est continue sur [a,b] (car f € C"([a,b],R)) donc en a,
* f est de classe C! sur Ja, b] (car elle coincide avec f et f est absolument monotone sur Ja, b[ donc de
classe C*),
* f est absolument monotone sur Ja, b donc £+ > 0 sur Ja,b et fY > 0 sur Ja,b[, done f**Y (qui

coincide avec f"*1) sur Ja, b[) est croissante et positive sur ]a, b[ donc f*1) admet une limite finie en a,



si bien que le théoréme de prolongement du caractére C! permet d’affirmer que f(") eC 1([(1, b[,R) et donc que
fec™([a,b,R).
Ainsi, P(n+ 1) est vraie.

Par conséquent, Vn € N*, f € C"([a,b[, R).

Ainsi, f est de classe C* sur [a, b[.

(¢) Sous quelles hypotheses supplémentaires nécessaires et suffisantes sur f pourrait-on prolonger f de fagon & obtenir
une fonction absolument monotone sur Ja, b[ et de classe C* sur [a, b] ?

e Le prolongement d’une fonction absolument monotone sur Ja, b[ en une fonction de classe C* sur [a,b] a été
automatique (voir question précédente), la propriété clé étant que les dérivées successives sont croissantes et
minorées (car positives) donc elles ont des limites finies & droite en a.

‘si et seulement si f est majorée sur |a, b|. ‘

e En revanche, pour pouvoir développer a gauche en b les mémes arguments que ceux utilisés en a et espérer
prolonger f en une fonction de classe C* sur [a, b], puisque les dérivées successives sont toutes croissantes, une
condition nécessaire et suffisante est que f ainsi que toutes ses dérivées successives soient majorées sur Ja, b :

VneN, IM, eR : Va €la,b], f™(z) < M, .

Attention, 'hypothese ci-dessus est différente de
IMeR, : YneN, Vz€la,b[, f™M(z)<M

qui se lit « toutes les dérivées successives de f sont majorées par une méme constante sur ]a, b[ ». Cette hypotheése
est plus forte que la précédente (car elle implique la précédente), elle est donc suffisante mais peut-étre pas
nécessaire...

II . Théoréeme de Bernstein d’égalité au polynéme de Taylor sur un intervalle

Soient R € R et f € A([0, R[), une fonction absolument monotone sur [0, R|.
f peut alors se prolonger en fonction de classe C* sur [0, R[ d’aprés 1.7. Notons encore (abusivement) f la fonction prolongée.
Pour tout n € N et pour tout z € [0, R[, on pose

p n!

" ) Ty
sn(x);f '(O)xp et Ru(z)= /O =" ) ().

IL.1. (a) Montrer que Vn €N, Vz e [0,R[, f(z)=Sn(z)+ R,(x)
(on pourra effectuer une intégration par parties sur R, (x)).

Considérons la propriété P(-) définie pour tout n € N par
P(n) : «Vxe[0,R], f(z) = Sp(x)+ Ryp(x). »

* Observons que,

0 (p) T (p— 0 x
vo e 0], So(o)+ Row) = - 2 Qv [MEZE f e — 0+ [ 0= 500+ 1) - 10

=0 p' 0' 0

donc
Ve e [0,R], f(x) = So(z)+ Ro(x)

Par conséquent, P(0) est vraie.
* Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) est vraie.



La véracité de P(n) donne

Ve el[0,R[, flx) =

03

()+R()

- Z s [ e

0

—(r — n+1

_ f —(z =" ) m_ ‘
= Z {(n-ﬁ-l)(n)!f . “L /0
)+ / O et

0

)
_ f(p D (.73—0) n+1
= Z l‘ +O+ﬁf(+)( (n+1)!

n

n+1( ) + Rn-&-l(x)

Par conséquent, P(n + 1) est vraie.

‘Ainsi, VneN, Vzxel0,R], f(z)=5u(x)+ Rn(x). ‘
f(p)( ) FtD (1)

n!

On peut aussi dériver H : ¢ — Z

k=0
Et donc, si on intégre ce second membre entre 0 et z, on trouve H(z) — H(0) = f(x) — Sp(x).

(x — t)P. On obtient ¢ — (x—1t)".

(b) Montrer, en effectuant un changement de variable & préciser en détail, que

1 n
Vz €]0,R[, Ru(z) = x"'H/ uf(”ﬂ)(sx)ds.
0 n.

Soit z €]0, R[ fixé quelconque.

Effectuons le changement de variable linéaire ¢ = xs ce qui est autorisé car [0;1] : [?;f] est de classe C! et
xds =dt :
T — " 1 _ n 1 1 — 5"
Ry (x) = / (xi,)f(nﬂ)(t)dt = / wf(nﬂ)(xs)xds = x”“/ (7,S)f("+1)(sx)ds
0 n. 0 n: 0 n:
- n+1 ! (1-s)" (n+1)
Ainsi, Va €]0, R, Ru(z) == —f (sz)ds.
0 n.

I1.2. Soit n € N fixé.
(a) En utilisant II.1(a), montrer que Vt € [0, R[, R, (t) < f(t).

f étant absolument monotone, ses dérivées successives en 0 sont toutes > 0 donc

\

e [0,R], Su(t) = Zf(p” >0

p=0 p'
or, d’aprés la question IL.1(a), S,,(t) = f(t) — Ry (t) donc
Vvt € [0,R[, Ra(t) < f(2).|

R, (x)

(b) En étudiant la monotonie de fY) établir que la fonction z — P
x

définie sur |0, R[ est croissante.

f est absolument monotone sur [0, R[ donc f"*2 > 0 sur [0, R[ donc

M+ est croissante sur [0, RJ.

Soient (z,y) €]0, R[? fixés quelconques tels que z < .

R’I’L Rn 1 - 1 1 — n
) — (2) = Qf("ﬂ)(sy)d Qf("ﬂ)(sm)ds d’apres la question précédente,
yntl ontl 0 n! 0 n!
1
1
= / (1=9)" (f ) (sy) — £ (s2)) ds par linéarité de 'intégrale,
0 n'

>0 2 0= sz <sy
car s € [0,1] donc f("+1)(51/) f(n—H)(SﬂC) 20
par croissance de f (n+1)

> 0 par positivité de l'intégrale.



R, (x)

xn+1

Ainsi, z €]0, R[— € R est croissante.

(c) Soient 0 < z < y < R. Montrer que

* D’une part, par positivité de 'intégrale,

1 _\n
Ry () =™ / % friD(sz)  ds>0
0 . T —
=0

0 car £ € A(0, R])

R, (t
x D’autre part, par croissance de t €]0, R[— t:4(‘1) e R,

R, (x)

n
n+1

0<z<y<R=
X

donc
Rn(x) < Rn(y)
antl = ynJrl

+1 n+1

si bien qu’en multipliant par """ ce qui préserve le sens de I'inégalité car x > 0 et permet de simplifier

car "1 £ 0,
J}"+1 m'rH—l
R.(y) < f(y)
d’aprés la question 77?7

n+1
Ainsi, 0 < Ro(x) < ("”) o

I1.3. Montrer que, pour tout x € [0, R], la suite (S, (z))nen converge et préciser sa limite.

— Siz =0, la suite (Sp(x))nen est la suite constante égale a f(0) donc elle converge vers f(0).
— Soit x €]0, R] fixé quelconque.

R
Tt < R:

Appliquons I’encadrement établit dans la question ?7? pour y « ce qui est autorisé car 0 < = <

n+1
vYneN, 0< f(z)—Su(z)=R,(z) < (er]%) f(x—;R>.
T2

n+1
R
Puisque z €]0, %[, % €] —1,1[ donc lim (%%) =0.

n—r+00
Les deux membres extrémes de ’encadrement ci-dessus convergent vers 0
donc le théoreme d’existence de limite par encadrement permet d’affirmer que la suite (f(x) — Sp(2))nen
converge
et que sa limite est nulle, donc la suite (S, (2))nen = (f(2) — (f(z) — Sn(x))nen converge vers f(x).

Ainsi, pour tout = € [0, R], la suite (S, ())nen converge vers f(x). ‘

I1.4. Dans cette question, nous considérons f = tan‘ 0.5
=

(a) Rappeler l'expression de f’ en fonction de f puis montrer que : Vn € N*, ftD = Z <n> f@) pn=p)
p
p=0

f est de classe C*™ sur [O, g [

Ona f =1+ f%




On applique ensuite la linéarité de la dérivation puis la formule de Leibniz pour dériver le produit f2.
Pour tout n > 1,

P = (0 =10 (20 =04 S () 00
k=0

(b) Montrer que : VneN, Vzxe [O, g [, f(”)(:l:) > 0.

Considérons la propriété Q(-) définie pour tout n € N* par

Q(n) : «Vke[0,n], Va e [Og[ F® (@) = 0.

x f=tan>0et =1+ f2>0sur [0, g [ donc Q(1) est vraie.

* Soit n € N* fixé quelconque tel que Q(n) est vraie.
La véracité de Q(n) donne

Vk € [0,n] , Vz € [og[ FE@) =0

De plus, la formule établie dans la question précédente donne

voe 0,2, f(@) Z @) () fOP @) >0
2 —0 ~—— S——
€N car Q( ) vraie car Q(n) vraie

Par conséquent, Q(n + 1) est vraie.

Ainsi, Vn €N, Vz e [0, g [ F™ () >0

On aurait aussi pu faire une récurrence forte (sans le V k € [0,n] dans la définition de la propriété Q(-).

(n)
(¢) Pour tout n € N, on note a,, = f ( ) . Exprimer a, 1 en fonction de ag, ..., a,. Calculer a; pour k de 1 & 7.
* Pour n =0, ap = tan0 = 0.
_ _ /') _ 20 _
* Pour n =1, al—T—l—i—tan 0=1
* Pour n € N*, en évaluant en 0 la relation de récurrence établie précédemment (qui ne s’applique que pour
n>=1),
Vne N, fOr0) =3 (”) F2©0) 1" P(0)
—\p
p=
donc .
Vn e N*,  (n+1lap = Z (n>p'ap(n p)lan_p = n! Zapan »
p
p=0
si bien que

N 1
Vn € N y Qp41 = mgapan_p.

Cette formule permet de calculer a; pour i > 2. En effet,

._\

*x pour i = 2, ag = pr 0 apa1—p = —(apar + arag) = 0.

\}

Jk pour 1 = 3, az = g apas_p = =(apaz + a? + agag) = -

3
3
1 1
ok pour 1 =4, ag = 1 Zapag,p = Z(ana?’ +2a1a2) =0
p=0

2
2
apay + araz + a3 + asa + agap) = —.

sk pour ¢ = 5, a5 = 5 Zapazl,p = G

5
5
1 1
*x pour i = 6, ag = 6 Zapag,p = 6(2a0a5 + 2asa3 + 2a4a1) =0
p=0



*% pour ¢ =7,

1< 1 )
ar = ?Zapaﬁ_p = ?(aoaﬁ+a1a5+a2a4+a3+a4a2+a5a1+a6a0)
=0
Loagas 4 a2y = L (L L) Z Ax345 7
= —(2a1a a = — [ — — = — =
T TEI T \15 T 9) T Tx15x3 315
0 a1 a1 R T
ap =az = a4 = ag = U, ay =1, a3_37 a5_157 a7_315

(d) Montrer que: VpeN, ag, =0.

e Méthode 1. Utiliser I'imparité de tangente qui impose celle de toutes ses dérivées d’ordre pair et donc la

nullité de tous les coefficients ag, pour p € N.
e Méthode 2. Procéder par récurrence forte a partir de la formule établie dans la question précédente en

considérant la propriété P définie pour tout p € N :
P(p) : «Vke[0,p], asx =0 ».

* P(0) est vraie car ap = tan(0) = 0.
* Soit p € N fixé quelconque tel que P(p) est vraie.
La véracité de P(p) garantit que
Vk € [0,p] , agx =0

ag(pr1) = tan(2p+2)(0)
1 2p+1
= 2+ 2 ];) ArA2p4+1—k

Or pour tout k € [0,2p+ 1], k et 2p + 1 — k sont deux entiers de [0,2p + 1] et ont des parités opposées
donc 'un des indices est pair donc I'un des deux entiers ax ou asp+1— est nul (puisque P(p) est vraie) donc
arazp+1—k = 0 si bien que a(py1) = 0.

Par conséquent, P(p + 1) est vraie.

‘MmLWEN,a%ZO‘

+oo
™
(e) Montrer que : Vz € } ~3'5 [, tanz = Z agpr12°P L.
p=0

Nous venons de prouver que f = tan“o 5 eCc® ([O, g D vérifie pour tout n € N, f™ > 0 sur {0, g{
'

donc tanjg = € A ([0, g D ce qui permet de lui appliquer la conclusion de la question 11.3 :

2

" rk) (o *) (0
pour tout x € [O, g [, la suite <k20 fkl()xk> ) converge et sa limite notée kzo ~/ k( )xk vérifie
= ne

Z f(k) = tanx

Par ailleurs, la convergence de cette suite implique celle de la sous-suite des termes d’indices impairs qui,
par nullité des dérivées d’ordre pair en zéro, est

Intl e on() " (2p+1) n
Z tan'™ (0) . Z tan (0) 2pt1 2p+1
( I ) - ( @l = | 2 oo™
neN = neN p=0 neN

k=0 p=0

si bien que

rr <X

Vo & [0, 5[ DY agy 2Pt = tana.
p=0
. ™
Soit x € }—5, 0 [ Observons que
n
vneN, Z agp12?P T = — Z agpr1|z?Ptt — —tan|z| d’aprés la premiére partie de la question car |z| €
n—-+oo

p=0 p=0

o3l



oy R
Ainsi, Vz € } 503 [ : Z agps17P T = tan .
p=0

IIT . Etude de A(] — o0, b[). Points extrémaux de Lax

On dit qu’un élément f d’un ensemble K convexe est un point extrémal du convexe K si K \ {f} reste convexe.

III.1. Soit K un ensemble convexe et f € K. Montrer que
f est un point extrémal du convexe K <= VA €]0,1] , Vfi,fo €K , [f=1-Nfi+t o= f=fi=/f2]

On fixe h > 0. On consideére Kp, = {f € A(] — o0, b]) | lirgl f() = h}.
b

e Supposons que f est un point extrémal de K.
Soient A €]0,1[ et f1, fo € K tels que f = (1 — X)f1 + A fa.
Or K\ {f} est toujours convexe, donc V u € [0,1], V hi,ha € K\ {f}, (1 — p)h1 + pho € K\ {[f},
x si f1 # f et fo # f, en appliquant ce qui précéde pour (hy, ha, ) < (f1, f2,A), on obtient une contradiction,
* par conséquent, f; ou fo est égale a f, quitte a échanger leurs roles, traitons le cas fi = f : on obtient alors
f=0=XNf+Mfodonc \f = Afa, or A # 0 donc f = fo.
e Supposons que VA €]0,1[ , Vfi,foe K , [f=1-NfitANo=f=fi=f2]
Montrons que K \ {f} est convexe.
Soient (f1, f2) € (K \ {f})? et X € [0,1] fixés.
* SiA=0(resp. A=1), A =N fi+ M Noa=fr e K\{f} (resp. 1 =N fi + A\fa=fa e K\ {f}).
* Sinon, A €]0,1[. Si (1—\) f1+Af2 = f, alors Uhypothese faite sur f s’applique et permet de conclure que f; = f
ce qui contredit 'appartenance de f1 & K\{f}. Par conséquent, (1—\) fi+Afa # f donc (1-X) fi+Af2 € K\{f}.
Ainsi, K\ {f} est convexe ce qui prouve que f est un point extrémal de K.

f un point extrémal de K <= (V)\ €l0,1], Vi, ee K, [f=01-Nfi+ o= f=f1 :fg]).

Soit b € R. Pour tout h > 0, on considére K, = {f € A(] —00,b]) | lim f(¢t) = h}.

t—b—
II1.2. Montrer que K} est convexe.

Soient f1, fo € Kp, et A € [0,1].
* Nous avons que que A(I) est convexe en 1.4.(b) pour tout I.
Donc (1 — A)fi1 + Afa € A(] — o0, b]).
* Puis par addition de fonctions admettant une limite en b, (1 — X) f1 + Afz admet une limite en b,
et tlirgl I =XNf@)+Af2(t) =1 —=XNh+ A= h.
e

Donc (1 — A)f1 + Afe € Kp,.

‘ K, est convexe. ‘

II1.3. Montrer que si f € Kp, alors pour tout < b :

P <

Soit f € Kj. Elle est convexe et dérivable sur son domaine de définition, donc la courbe est au-dessus de toutes ses
tangentes, ce qui s’écrit analytiquement :

V€] —o0,b[, Vel —oo,b[, f(t) = f(z)(t—z)+ f(x)

Or pour tout (x,t) €] — 00, b[%, f(z) =0 et f(t) < h, ce qui donne : h > f'(z)(t — x).
Les deux membres de cette derniere inégalité ont une limite finie lorsque ¢ tend vers b donc en passant a la limite sur
Pinégalité lorsque t vers b (et en exploitant le fait que b — z > 0) :

Vao<b f(r)<

10



] —o0,b] — R

II1.4. Pour tout a € R4, posons f, a(t—b) - Montrer que, pour tout a € Ry, f,, appartient a K.

t —  he
Soit v € R+.
Si =0, alors f, : © — h est une constante positive ou nulle. C’est bien un élément de Kj,.
Sia#0.

o f, est de classe C™ sur | — o0, b].

e Pour tout k € N, £ : 2 — ha*e®@=? (récurrence) et donc f¥) > 0 sur | — oo, b].

Donc f, € A(] — 00, b]).

e En tant que fonction usuelle définie et continue sur R, restreinte & | — 00, b[, fo admet une limite en b égale a

e~ = he® = h.

‘Pour tout & € Ry, fo ;] — 00,b[— R, t = hexp(a x (t — b)) € Kh.‘

II1.5. Nous allons montrer que les fonctions f, sont les seuls éléments extrémaux de K} possibles.
(a) Montrer que sl existe t €] — 00, b[ tel que f(t) = h, alors f est constante sur | — oo, b[ égale a h.
En déduire que fy est un élément extrémal de Kj,.

Supposons qu’il existe ¢ €] — oo, b[ tel que f(t) = h.
Rappelons que, par croissance de f, pour tout u > ¢, on a f(u) = h.
S’il existe ug €]t, b[ tel que f(ug) > h, alors par croissance de f : V © > ug, f(z) = f(ug)(> h).

Et donc en faisant tendre x vers b~ (puisque la limite existe), on aurait : hr? f(x) = f(uo) > h.
T—0"

Ceci est impossible. Donc pour tout u €]t, b[, f(u) < h.
Et par double inégalité : V u € [t,b[, f(u) = h.
Ainsi, f est constante sur [t, b[, qui contient plus de deux points. Donc f"[t}b[ =0.
Or f est absolument monotone sur | — oo, b[, donc f’ est positive et croissante.
Par conséquent, pour tout u <t : 0 < f/(u) < f'(t) =0.
Ainsi, f est constante sur tout | — oo, b] (avec 'égalité des accroissements finis, si besoin).

’ Si il existe t €] — 0o, b[ tel que f(¢) = h, alors f est constante sur | — oo, b] égale a h. ‘

Supposons que fo = Af + (1 — A)g avec f,g € Kp, et A €]0,1].
Pour tout ¢ < b, f(t) < h, g(t) < h, donc puisque A, 1 —A>0:

h=fo&)=Af&)+ (1 =XNgt) <Ah+(1—=XNh=h
On a donc égalités dans ces inégalités i.e. : pour tout t < b, f(t) = h et g(t) = h et donc f = g = fo.

’ fo est donc un élément extrémal de Kj,. ‘

(b) Soit ¢ un élément extrémal de K}, non constant égal & h. D’apres I11.3., pour tout ¢ < b, ¢(t) < h.
On fixe arbitrairement 7 €] — 00, b[ tel que 0 < ¢(7) < h (possible car ¢ est continue).

Et on note A = ? €]0,1[. Soient f : ¢ — <®) _i(i;\b—’—ﬂ et g:t— M

i. Montrer que f et g appartiennent a Kj,.

e Puisque 7 < b, alors pour tout ¢t €] — 00,b[, t —b+ 7 <t < b, donc f et g sont bien définies sur | — oo, b].
cb—b+71) cr)
N
Par addition de fozctic;r(li)adm}elzttaél(t;)lne limite en b, on trouve que f admet également une limite en b,
et tl—lglff(t) T % - h—c(r)h: -
e D’apres 1.4.(c), en notant ¢ : t — t — b+ 7, A\g = c 0 ¢ est absolument monotone sur | — co,b+ b — 7.
On peut restreindre sur | — oo, b[ (les dérivations existent bien et sont toujours positifs).

e g(b) se calcule aisément : g(b) =

= h. Par continuité de ¢, on peut écrire : lim g = h.
pen

Et par produit par 3> 0, on a donc g € A(] — 00, d]).
Pour f c’est plus subtil : il y a une soustraction.
P (t) — P (t —b+7)

f est toujours de classe C* sur |—oo, b[ et on montre (récurrence rapide) que fP)(t) = Tx

P () — Pt —b+7)
1-A

‘fEKhetgeKh.‘

Puis comme Pt > 0, cP) est croissante et donc

= 0.
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ii. Exprimer c a 'aide de A, f et g.
Puis en déduire que : V¢t <bet V 7 < b tel que (1) # 0, c(t)c(r) = he(t —b+ 7).

II suffit de faire le calcul. Pour tout t < b :

(1= NF(t) + Ag(t) = c(t) —clt —b+7) +c(t —b+7) =c(t) |

Or c est point extrémal du compact Kj, donc nécessairement g = ¢ (et f = ¢).
c(t—b+ 1)
c(t)

h
Enfin, 7 a été fixé arbitrairement, mais n’importe quel nombre 7 < b aurait fait 'affaire. La seule condition
¢(7) # 0. Donc

Cela donne donc, pour tout ¢ €] — 0o, b[, ¢(t) = , et donc ¢(t)e(r) = he(t — b+ 7).

‘ Vi<betVrT<btel quec(r)#0, C(t)C(T)ZhC(t—b—l-T)‘

iii. En déduire que pour tout ¢t < b, c(t) > 0.

S’il existe t < b tel que ¢(t) = 0, alors Cy := {s €] — 00,b[ | ¢(s) = 0} est non vide, majoré par b
donc Cjy admet une borne supérieure, notée s.
1l existe une suite d’éléments de Cy qui converge vers s : (s,,) € Cp' — s.
Et pour tout n € N, ¢(s,,) = 0. Par continuité de ¢ (absolument monotone) : 0 = c(s,) — c(s).
Donc s € Cy.
Par ailleurs, c¢ est croissante donc en considérant un nombre 7 comme les questions précédentes : s < 7 < b.
Etdoncs<s+b—7carb—7>0ets+b—7<bcars<r.
Orc(s+b—7)c(r) =he((s+b—7) —b+7) = he(s) = 0. Comme ¢(7) #0, c(s+b—7) =0.
On a trouvé un élément de Cy plus grand que s. Impossible. Donc Cy est vide.

‘Pour tout ¢ < b, ¢(t) > 0. ‘

R* — R

iv. On note 1 c(u+b) ,cequia dusens d’apres la question précédente.

— In
Montrer que pour tout u,v € R* | ¢(u) + 1 (v) = ¥ (u + v).

1) est bien définie sur R* , puisque dans ce cas 1a u+b < b, donc u + b € D,..
On a ensuite, pour tout u,v < 0 :
c(u~+b)e(v+b) he((u+b) —b+ (v+1))

b b
(u;r )Jrlnc(v;r ):111 % =1n W2 =(u+v)

W(u) + (v) = In

ou l'on a utilisé la relation précédente, avec t < u+ b et 7 < v + b.

‘Ainsi, pour tout u,v € R* | ¥(u) + ¢¥(v) = ¢¥(u +v). ‘

v. En déduire qu’il existe o > 0 tel que ¢ = f,.

1. Soit u < 0 fixé. Par récurrence, pour tout entier n € N* : ¢)(nu) = ny(u).

2. Soit u < 0 fixé. Soit p,q € N*. Avec v/ = Bu7
q

p(u)(pu) = (qu') = q(u') = qb(=u

Donc en divisant par g # 0, @/}(gu) = Bq/)(u). Et pour tout r € Q, ¥(ru) = r(u)
q q

3. Soit u < 0 fixé. Soit = € R, Il existe une suite (7, )nen € (Q4)N telle que (r,) — 2.
Par continuité de ¢ (absolument monotone) puis de In, ¢ est continue et donc :

Vu<0, ¢Yzu)=¢(limr,u) =lm(p(r,u) = lim(r,(u)) = lim(r,) x ¢(u) = zp(u)
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()

On a donc en particulier pour a = —¢(—1) > 0, et < 0,

() = P(=z x 1) = (-2)y(-1) = za

Et par conséquent, en composant par exp : pour tout x < 0, ¢(x+b) = hexp(az) et doncent < b (et z < t—b) :

‘Ela>0tel que V t < b, c(t):hexp(a(t—b))zfa(t)‘

Une autre option est de noter que 1 est dérivable sur R , puisque c est dérivable sur R* a valeurs dans R’ et
que In est dérivable sur R .

En fait, toutes ces fonctions sont méme de classe C*.

Si on dérive (par rapport a u) la relation fonctionnelle, on trouve pour tout u,v < 0 : ¥’ (u) = ¢’ (u + v).

On a donc u + 9'(u) est constante, et donc 3 A, B € R tel que ¢ : u — Au + B et on retrouve le résultat
précédent.

Conclure

Pour répondre a la question 5.(a), on a supposé que ¢ est non constant égal a h.
Le cas ¢ = h est également un cas extrémal acceptable, il correspond a f, pour a = 0.

a(t—b) )

Si ¢ est un point extrémal de K, alors il existe av > 0 tel que ¢ = f, ;] —00,b[=> Ry, t — h xe

On dit qu’une suite de fonction f,, € F(I,R) converge (simplement) vers f € F(I,R)siVz eI, fo(x) — f(z).

n—-+oo

II1.6. Nous allons montrer que dans K}, la convergence simple donne pour limite une suite continue.
Considérons une suite (f,,)nen une suite d’éléments de K, convergente (simplement) vers f.

(a)

Montrer que f est croissante sur | — oo, b.

Soient z < y(< b). Pour tout n € N, par croissance de f, : fn(x) < fn(y).
Ces suites convergent et 'inégalité est conservée par passage a la limite, donc

Vo <y(<h), @) <i@)]

Montrer que f admet une limite a gauche en b égale a h.

Pour tout < b, et tout n € N : f,,(x) < m? fn(x) = h, par croissance de f,.
z—b~

Puis en passant a la limite, qui conserve les inégalités larges : f(z) < h.
Par ailleurs, f est croissante (question précédente) et majorée, donc f admet une limite en b~ .

f(z) < f(y)

On notera que 'on ne peut pas espérer obtenir mieux comme le montre l'exemple de la suite de fonctions
(0n : T — ") pen absolument monotones sur |0, 1.
Pour tout n € N, 6,,(x) — 1 alors que § = lim 6, est la fonction identiquement nulle sur ]0, 1].

r—1—

(*) Montrer que f est continue. On pourra exploiter la majoration exploitée en III.3.

Commencgons par un lemme en exploitant I11.3.

3x+b b b—
Pour tout z €] —00,b[, Vt € [ x2—|— ,x_; } =[x —a,z+a], avec a = 2‘%7
2h
pour toute fonction ¢ € Kp, |(x) — ()| < 7 |z —¢t|.
—x
3x+0b b
En effet, d’apres I'inégalité des accroissements finis, pour ¢ € [ x 2+ , x—2|— } :

(@) —v®)| < sup [ (w)]lz —t] <o (m . b) |z —1

u€lx,t] 2
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ou l'on a exploité la croissance de v'.

2
Ensuite, par la majoration en IIL1.3, on a (0 <)y’ (x + b) < ; h f

5 = . Ce qui donne le résultat annoncé.
x

_ztb
2
On note le résultat important : cette majoration est indépendante de la fonction v considérée !

Fixons xy < b et montrons la continuité en xg.
Soit € > 0.

2h
1. Il existe a; > 0 tel que YV t € [z — a1, To + a1, b7|xo —t < % car tlim 5
— Xp —To O — X0

|£E0 7t| =0.

x
Prenons A = min(a;, T)’ on a alors, pour toute fonction ¢ € Ky,

Vite[rg— A zo+ A, |Y(mo) —v(t)| <

Wl m

Et en particulier :

< (1) <vleo) + 3

2. Les applications f,,(z¢), fn(zo+ A) et f,(xo — A) convergent respectivement vers f(xo), f(zo+n) et f(zo—n).
Ainsi, il existe N (qui & prendre un maximum) tel que

Vite [(E() — A7x0 + A], 7/1(550) -

Wl ™

|fn(z0) = f(20)| < & |fn(zo+ A) = flwo + A)| < & |fn(wo—m) — flzo—n)| <

€
3

wl ™

€
3
On a donc en particulier :

flro+A) < fy(zo+A) + % & fn(xo) < flwo) + %

Et
€

flao—A) > fu(eo—A)+ 5 & fnlao) > (o)~ 5

3. Soit t € [xg — A, z0 + A] :
Par croissance de f :

F(0) < fo+ A) < oo+ A) 5 < o) + 5+ 5 < flan) +e

Wl ™

Et de méme,
€

f) 2 flwo = A) > fn(zo = A) = 3 > fv(wo) — 5 =

Donc, pour tout ¢ € [xg — A, z9 + A], |f(t) — f(x)] <e.

> f(wo) — €

Wl ™
Wl ™

‘Ainsi f est continue en tout z < b. ‘
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