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= Matrice d’une application linéaire (dans des bases)

1. Problémes

3.1. Détermination

2. Bases et dimension

3. Ecriture d’'une application linéaire en dimension finie
3.1. Détermination
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Détermination par les bases vectore

Théoréme - Image d'une base

Soient £ un K-e.v de dimension finie n et F' un [K-e.v.
quelconque.
Soit 8 =(e1,...,e,) une base de E et (f1,...,fr) une famille de
n vecteurs de F.
Alors il existe une unique application linéaire u de E dans F telle
que

Viell,nl, ule;)=f;.

On dit que u est entierement déterminée par la donnée des
images des vecteurs d’une base.
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Détermination par les bases vectore

Théoréme - Image d'une base

Soient £ un K-e.v de dimension finie n et F' un [K-e.v.
quelconque.
Soit 8 =(e1,...,e,) une base de E et (f1,...,fr) une famille de
n vecteurs de F.
Alors il existe une unique application linéaire u de E dans F telle
que

Viell,nl, ule;)=f;.

On dit que u est entierement déterminée par la donnée des
images des vecteurs d’une base.

Démonstration




Détermination par les bases

Théoréme - Image d'une base

Soient £ un K-e.v de dimension finie n et F' un [K-e.v.
quelconque.
Soit 8 =(e1,...,e,) une base de E et (f1,...,fr) une famille de
n vecteurs de F.
Alors il existe une unique application linéaire u de E dans F telle
que

Viell,nl, ule;)=f;.

On dit que u est entierement déterminée par la donnée des
images des vecteurs d’une base.

Démonstration
Remarque Dimension infinie
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Corollaire - Egalité d’applications

Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont
égales.

3.1. Détermination
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COI’O”alreS vectoriel

Corollaire - Egalité d’applications

Deux applications linéaires qui coincident sur une base sont
dgales.

égales )

Corollaire - Applications linéaires de K" dans K”

Soit u € L (K™, KP). Alors u est de la forme

3.1. Détermination

u: K" — KP
aiixy1taigxg+---+ainxn

X1
a21x1tagexg+:--+aguXxn ol {

Viell,pl
Vjell,n],

—

Xn
Ap1X1t+ap2Xa+- -+ +apnXn

Réciproquement, toute application de cette forme est linéaire du
K-e.v. K" dans le K-e.v. KP. )
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Coordonnées vectoril

Proposition - Surjection coordonnée

Tout K-e.v de dimension n est isomorphe a K”.
Si & une base de E K-e.v. de dimension finie non nulle n. Alors
u: E—-K"
x+— coordonnées de x dans %
est un isomorphisme de E dans K”.
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Coordonnées vectoril

Proposition - Surjection coordonnée

Tout K-e.v de dimension n est isomorphe a K”.
Si & une base de E K-e.v. de dimension finie non nulle n. Alors
u: E—-K"
x+— coordonnées de x dans %
est un isomorphisme de E dans K”.

Démonstration
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Coordonnées vectoril

Proposition - Surjection coordonnée

Tout K-e.v de dimension n est isomorphe a K”.
Si & une base de E K-e.v. de dimension finie non nulle n. Alors
u: E—-K"
x+— coordonnées de x dans %
est un isomorphisme de E dans K”.

Démonstration

Corollaire - Sans passer par K"

Soient E un K-e.v de dimension finie et F' un K-e.v. a priori
quelconque.

Alors E et F' sont isomorphes si et seulement si F' est de
dimension finie avec dimF' = dim E.
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Coordonnées vectoril

Proposition - Surjection coordonnée

Tout K-e.v de dimension n est isomorphe a K”.
Si & une base de E K-e.v. de dimension finie non nulle n. Alors
u: E—-K"
x+— coordonnées de x dans %
est un isomorphisme de E dans K”.

Démonstration

Corollaire - Sans passer par K"

Soient E un K-e.v de dimension finie et F' un K-e.v. a priori
quelconque.

Alors E et F' sont isomorphes si et seulement si F' est de
dimension finie avec dimF' = dim E.

Démonstration
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L F) vectorel

Théoréme - Dimension de Z(E,F)
Soient E et F' deux K-e.v. de dimension finie. Alors Z(E,F) est
un K-e.v. de dimension finie et

dim Z(E,F)=dimE xdimF'.




g(E 5 F) Legon 73 - Espace

vectoriel

Théoréme - Dimension de Z(E,F)

Soient E et F' deux K-e.v. de dimension finie. Alors Z(E,F) est
un K-e.v. de dimension finie et

dim Z(E,F)=dimE xdimF'.

Démonstration




L F) R

Théoréme - Dimension de Z(E,F)

Soient E et F' deux K-e.v. de dimension finie. Alors Z(E,F) est
un K-e.v. de dimension finie et

dim Z(E,F)=dimE xdimF'.

Démonstration
Remarque Espace dual
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Détermination par la restriction a des vectoril
supplémentaires

E F désignent toujours deux K-espaces vectoriels.

Théoréme

Soient 1 et E9 deux s.e.v. supplémentaires dans E et

ui€ £L(E1,F),use L(E9,F). Alors il existe une unique
application linéaire u € Z(E,F) telle que u|g, = u1 et u|g, = us.
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Détermination par la restriction a des vectoriel
supplémentaires

E F désignent toujours deux K-espaces vectoriels.

Théoréme

Soient 1 et E9 deux s.e.v. supplémentaires dans E et

ui€ £L(E1,F),use L(E9,F). Alors il existe une unique
application linéaire u € Z(E,F) telle que u|g, = u1 et u|g, = us.

Plus généralement :

Théoréme - Description unique sur une famille de
supplémentaires

SiEq,...,E, sontdes s.e.v. de E (de dimension quelconque)
vérifiant E = @%_| E; etsi Vi, u; € Z(E;,F), alors il existe une
et une seule application u € Z(E,F) telle que Vi, u g, = u;
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Détermination par la restriction a des vectoriel
supplémentaires

E F désignent toujours deux K-espaces vectoriels.

Théoréme

Soient 1 et E9 deux s.e.v. supplémentaires dans E et

ui€ £L(E1,F),use L(E9,F). Alors il existe une unique
application linéaire u € Z(E,F) telle que u|g, = u1 et u|g, = us.

Plus généralement :

Théoréme - Description unique sur une famille de
supplémentaires

SiEq,...,E, sontdes s.e.v. de E (de dimension quelconque)
vérifiant E = @%_| E; etsi Vi, u; € Z(E;,F), alors il existe une
et une seule application u € Z(E,F) telle que Vi, u g, = u;

Démonstration
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= Matrice d’une application linéaire (dans des bases)

1. Problémes
2. Bases et dimension

3. Ecriture d’'une application linéaire en dimension finie

3.2. Matrice d’'une application linéaire




Matrice d’'une famille de vecteurs

Soit E un [K-espace vectoriel de dimension n et 8 =(e1,...,e,)
une base de E.

Définition - Matrice d’une famille de p vecteurs

La matrice dans la base 28 d’'une famille (x1,...,x,) de vecteurs
de E est la matrice dont la j-iéme colonne, pour j € [1, p], est
formée des coordonnées de x; dans la base 98. C’est donc la
matrice a n lignes et p colonnes :

ail cee oo alp
a21 .o oo a2p

Mp(x1,...,5p) = | . . . [ @ii<isnisj<p
an1 - e anp

n
telle que, pour tout j, x; = Y_ a; je;.
i=1

Legon 73 - Espace

vectoriel
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Matrice d’'une famille de vecteurs vectoriel

Soit E un [K-espace vectoriel de dimension n et 8 =(e1,...,e,)
une base de E.

Définition - Matrice d’une famille de p vecteurs

La matrice dans la base 28 d’'une famille (x1,...,x,) de vecteurs
de E est la matrice dont la j-iéme colonne, pour j € [1, p], est
formée des coordonnées de x; dans la base 98. C’est donc la
matrice a n lignes et p colonnes :

ail cee oo alp
a21 .o oo a2p

Mp(x1,...,5p) = | . . . [ @ii<isnisj<p
an1 - e anp

n
telle que, pour tout j, x; = Y_ a; je;.
i=1

Exemple Dans R2
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CaS partICU“er p — ]_ vectoriel

Heuristique - Cas particulier p =1 : la « matrice du vecteur
x dans % »

Dans le cas particulier d’'une famille a un vecteur x, la matrice

M z(x) est une matrice colonne, c’est la matrice colonne formée
des coordonnées de x dans la base 98. On parle souvent de la

« matrice du vecteur x dans la base 2 ».

Soit 28 la base canonique de K”. Lapplication

K" — n,l(K)
x o~ Mp(x)

est alors un isomorphisme d’espaces vectoriels. On identifie donc
usuellement matrices colonnes (a n lignes) et vecteurs de K"




Matrice d’une application linéaire

Définition - Matrice d’'un morphisme u
E et F sont deux KKev, de dimension resp. n et p).
B=(e1,,e,) et € =(f1,--,[p) bases de E et de F resp..
Soitu € L(E,F), alors Vjell,nl,u(e;) € F et donc on peut
p
écrire u(ej) = Z aijfi.
i=1
On appelle matrice de u dans les bases 98 et €, la matrice :

aill e cen a1in
a21 N aon

Mpe(u)=Mu,B,€)=| . . .| = (aiji<i<p<y
apl oo o apn

a;; désigne la i-iéme coordonnée de u(e;) dans €.

C’est la matrice dans € de la famille (u(eq),...,u(ey)).

Legon 73 - Espace
vectoriel
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Attention - Taille de la matrice

Il s’agit d’'une matrice a n colonnes (nombre de vecteurs d’'une
base de I'ensemble de départ) et p lignes (dimension de
'ensemble d’arrivée), soit p lignes et n colonnes.
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vectoriel

Attention - Taille de la matrice

Il s’agit d’'une matrice a n colonnes (nombre de vecteurs d’'une
base de I'ensemble de départ) et p lignes (dimension de
'ensemble d’arrivée), soit p lignes et n colonnes.

Exemple Matrice de P — P’ (n=3)
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De la matrice au morphisme vectore

Théoréme - Réciproquement de la matrice au morphisme

Soient E et F deux K-e.v., dimE =n,dimF = p. On suppose
fixées 98 une base de E et € une base de F'. Alors, pour toute
matrice A € ./, ,(K), il existe une unique application linéaire
ue L(E,F)telle que Mgy ¢(u)=A.
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De la matrice au morphisme vectore

Théoréme - Réciproquement de la matrice au morphisme
Soient E et F deux K-e.v., dimE =n,dimF = p. On suppose
fixées 98 une base de E et € une base de F'. Alors, pour toute

matrice A € ./, ,(K), il existe une unique application linéaire
ue L(E,F)telle que Mgy ¢(u)=A.

Démonstration
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De la matrice au morphisme vectore

Proposition - Calcul matriciel de 'opération u(x)

Soient E et F deux K-e.v.,, dimE =n, dimF = p. On suppose
fixées %8 une base de E et € une base de F.

Soientu € ZL(E,F), A = Mz «(u), X la matrice colonne des
coordonnées d’un vecteur x de E dans la base 28, alors la
matrice colonne Y des coordonnées de y = u(x) dans la base €
est donnée par larelation Y = AX.
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De la matrice au morphisme vectore

Proposition - Calcul matriciel de 'opération u(x)

Soient E et F deux K-e.v.,, dimE =n, dimF = p. On suppose
fixées %8 une base de E et € une base de F.

Soientu € ZL(E,F), A = Mz «(u), X la matrice colonne des
coordonnées d’un vecteur x de E dans la base 28, alors la
matrice colonne Y des coordonnées de y = u(x) dans la base €
est donnée par larelation Y = AX.

Démonstration




De la matrice au morphisme

Proposition - Calcul matriciel de 'opération u(x)

Soient E et F deux K-e.v.,, dimE =n, dimF = p. On suppose
fixées %8 une base de E et € une base de F.

Soientu € ZL(E,F), A = Mz «(u), X la matrice colonne des
coordonnées d’un vecteur x de E dans la base 28, alors la
matrice colonne Y des coordonnées de y = u(x) dans la base €
est donnée par larelation Y = AX.

Démonstration

Corollaire - Nouveau critére d’égalité matriciel
Soient A,B € L, »,(IK). Alors :

(VX € My 1(K), AX = BX) —~A=B

Legon 73 - Espace
vectoriel




De la matrice au morphisme

Proposition - Calcul matriciel de 'opération u(x)

Soient E et F deux K-e.v.,, dimE =n, dimF = p. On suppose
fixées %8 une base de E et € une base de F.

Soientu € ZL(E,F), A = Mz «(u), X la matrice colonne des
coordonnées d’un vecteur x de E dans la base 28, alors la
matrice colonne Y des coordonnées de y = u(x) dans la base €
est donnée par larelation Y = AX.

Démonstration

Corollaire - Nouveau critére d’égalité matriciel
Soient A,B € L, »,(IK). Alors :

(VX € My 1(K), AX = BX) —~A=B

Démonstration
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Définition - Matrice d’'un endomorphisme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, 98 une base de
E,ue ZL(E). Alors, pour u € L(E), My gp(u) € My(K)
s’appelle la matrice de u dans la base 98 et se note simplement
Mz(u) (ou M (u,RB)).
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Définition - Matrice d’'un endomorphisme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, 98 une base de
E,ue ZL(E). Alors, pour u € L(E), My gp(u) € My(K)
s’appelle la matrice de u dans la base 98 et se note simplement
Mz(u) (ou M (u,RB)).

Exemple Dans R2
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Définition - Matrice d’'un endomorphisme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, 98 une base de
E,ue ZL(E). Alors, pour u € L(E), My gp(u) € My(K)
s’appelle la matrice de u dans la base 98 et se note simplement
Mz(u) (ou M (u,RB)).

Exemple Dans R2

Exercice

Quelle est la matrice dans la base 98 = € de la symétrie
orthogonale par rapport a la premiere bissectrice ?
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ZL(F,G) & M, ,(K) isomorphes recorl

Théoréme - Lapplication linéaire u — Az «(u)

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels (dimE =n,dimF = p)

de bases respectives B, €, u,v e L(E,F), a,f €K alors
Mz g(au+ pv) = atllyp )+ BMap (V).

Lapplication
x(E,F) _’-/%p,n(K)
u — Mp ¢ u)

est donc un isomorphisme d’espaces vectoriels.




ZL(F,G) & M, ,(K) isomorphes e

Théoréme - Produit matriciel et composition

Soient trois espaces vectoriels E,F,G munis des bases
respectives 8,6 ,9, et deux applications linéaires u € Z(E,F),
veZL(F,G). Alors la matrice de vou € L(E,G) est donnée par

./%gg,g(v o u) = ./%cg,@(v) X M@,%(U)




ZL(F,G) & M, ,(K) isomorphes e

Théoréme - Produit matriciel et composition

Soient trois espaces vectoriels E,F,G munis des bases
respectives 8,6 ,9, et deux applications linéaires u € Z(E,F),
veZL(F,G). Alors la matrice de vou € L(E,G) est donnée par

./%gg,g(v o u) = ./%cg,@(v) X M@,%(U)

Démonstration
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Remarque Nouvelle interprétation du produit matriciel

trice d'une application
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Remarque Nouvelle interprétation du produit matriciel

Corollaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et 98 une base de
E. Lapplication u — #4(u) est un isomorphisme d’algebres de
ZL(E) sur M, (K) (isomorphisme d’espaces vectoriels et
morphisme d’anneaux)
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Bijection et réciproque vectoril

Proposition - Bijection de u et inversibilité de .4

Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n (en
particulier on peut avoir E = F') de bases respectives 28 et €,
Soit u une application linéaire de E dans F' et A = Az «(u).
Alors u est bijective si et seulement si A est inversible.

Etalors A™l=_ e a™)
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Bijection et réciproque vectoril

Proposition - Bijection de u et inversibilité de .4

Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n (en
particulier on peut avoir E = F') de bases respectives 28 et €,
Soit u une application linéaire de E dans F' et A = Az «(u).
Alors u est bijective si et seulement si A est inversible.

Etalors A™l=_ e a™)

Savoir-faire. Exploitation
Ce résultat peut étre utilisé de deux fagons :

» Pour trouver 'isomorphisme réciproque de u, on calcule
l'inverse de la matrice de u (voir plus loin pour les
méthodes).

» Pour trouver I'inverse d’une matrice, on peut parfois la
reconnaitre comme la matrice d’'un isomorphisme dont on
sait facilement exprimer 'endomorphisme réciproque.
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Bijection et réciproque vectoril

Proposition - Bijection de u et inversibilité de .4

Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension n (en
particulier on peut avoir E = F') de bases respectives 28 et €,
Soit u une application linéaire de E dans F' et A = Az «(u).
Alors u est bijective si et seulement si A est inversible.

Etalors A™l=_ e a™)

Savoir-faire. Exploitation
Ce résultat peut étre utilisé de deux fagons :

» Pour trouver 'isomorphisme réciproque de u, on calcule
l'inverse de la matrice de u (voir plus loin pour les
méthodes).

» Pour trouver I'inverse d’une matrice, on peut parfois la
reconnaitre comme la matrice d’'un isomorphisme dont on
sait facilement exprimer 'endomorphisme réciproque.

Démonstration
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Exercices vectorie

Exercice _
Soit A € My+1(R) définie par a;; = ({:i) (avec la convention

(1) =0sij<i)pouri,j€l1,n+1]2 Justifier linversibilté de A
et déterminer A1,
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Réciproqguement, application canoniquement vectorie
associée a une matrice

Heuristique. Identification
Lapplication de K" dans .#,,1(K) qui a x = (x1,...,x,) associe
X1
la matrice colonne X =| : | est un isomorphisme naturel
Xn
("canonique”) entre K" et ., 1(K). Il permet d’identifier un
n-uplet x avec la matrice colonne X.
D’autre part, on sait que si u € L (K", IKP), alors u est de la
forme

u: K" — KP
ai1x1ta12x9+ - +aipXn

X1
a21X1 t+Qag2Xx2 +---+Qa2,Xn ouViell,pl, vy

Xn

Ap1X1+apax2t---taApnXn
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Réciproqguement, application canoniquement vectorie
associée a une matrice

Définition - Application canoniquement associée a A

Soit A € ./, »(K), alors il existe une unique application linéaire
u € Z(K",K?) telle que la matrice de u dans les bases
canoniques respectives de K" et K? soit A. On dit alors que u
est canoniquement associée a A.

u peut alors étre identifiée a I'application

My — Mp1(K)
X —AX
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Noyau, |mage d’Une matrlce vectoriel

Remarque Convention d’'usage
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Noyau, |mage d’Une matrlce vectoriel

Remarque Convention d’'usage

Proposition - Noyau, image

Soit A € 4, »,(K) et u I'application linéaire canoniquement
associée.

On rappelle que :

Ker A={XeK" = 4, 1(K)|AX = Ok»r}

Im A ={Y € K” = .4, 1(K)|3X € K" = M 1(K),Y = AX).

Par les identifications précédentes Ker A = Ker u et
ImA=Imu.
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Réinterprétation du produit par blocs vectoiel

Proposition - Blocs nuls et stabilité

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E [K-e.v.
(dimE =n,dimF = p) et u € £(E) telle que la matrice de u
s’écrive, dans une base adaptée a la décomposition E = F ¢ G,

A B
par blocs (C D) (avec A € A, (K)). Alors :

> F est stable par u si et seulementsi C =0, , ; dans ce
cas A =M (ur)
> G est stable par u si et seulement siB =0, ,_,,; dans ce
casD =M (ug)
v
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Réinterprétation du produit par blocs vectoiel

Proposition - Blocs nuls et stabilité

Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E [K-e.v.
(dimE =n,dimF = p) et u € £(E) telle que la matrice de u
s’écrive, dans une base adaptée a la décomposition E = F ¢ G,
A B
par blocs (C D) (avec A € A, (K)). Alors :
> F est stable par u si et seulementsi C =0, , ; dans ce
cas A =M (ur)
> G est stable par u si et seulement siB =0, ,_,,; dans ce
casD =M (ug)

Démonstration
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Exercice
Montrer que les projecteurs et les symétries ont, dans des bases
bien choisies, des matrices par blocs trés simples.

e dune application
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Exercice
Montrer que les projecteurs et les symétries ont, dans des bases
bien choisies, des matrices par blocs trés simples.

e dune application

Remarque Généralisation




= Matrice d’une application linéaire (dans des bases)

1. Problémes

2. Bases et dimension

3. Ecriture d’'une application linéaire en dimension finie

3.3. Changements de bases

Legon 73 - Espace
vectoriel

ients de bases
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Matrice de passage vectorel

Définition - Matrice de passage (changement de base
vectoriel)
Soient E un [K-e.v. de dimension n,
B =(e1, - ,ey) (ancienne) et B' = (e,--- ,e},) (nouvelle), deux
bases de E.
On appelle matrice de passage de 9 a %', notée ngg/ (ou Pg g
), la matrice de la famille 98’ dans la base % :

PZ = tlzg(e), - e))




Matrice de passage

Définition - Matrice de passage (changement de base
vectoriel)

Soient E un [K-e.v. de dimension n,
B =(e1, - ,ey) (ancienne) et B' = (e,--- ,e},) (nouvelle), deux
bases de E.
On appelle matrice de passage de 9 a %', notée ngg/ (ou Pg g
), la matrice de la famille 98’ dans la base % :

PZ = My, e))

Attention. Ecrire la bonne matrice

On obtient donc la matrice de passage P de 98 a 98’ en écrivant
en colonnes les coordonnées dans la base 98 des vecteurs e; (de
B).

(C’est celle que I'on sait écrire sans probléme car les vecteur e’i
sont toujours donnés par leurs coordonnées dans %)

Legon 73 - Espace

vectoriel
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Théoréme - Inverse d’'une matrice de passage

OnaP% = My ndp).
Une matrice de passage est donc inversible (car Idg est bijectif)
et(PZ)1=PZ%.

Pas de démonstration supplémentaire.

Théoreme - Calcul matriciel du changement de base

Soient E un [K-espace vectoriel, 2 et %’ deux bases de E et P
la matrice de passage de 98 a 98’. Si X est la matrice colonne
des coordonnées dans % de x € E et X' la matrice colonne des
coordonnées dans %’ de x, alors X = PX', c’est-a-dire

Map(x) = Pgru%ggf(x)
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Conclusion vectoriel
Objectifs
= Matrice d’une application linéaire (dans des bases')
> Etant donnée une base de E (dim n),
(®1,...%p) EEP — (X1,...Xp) € My p(K)

> de méme u € L(E,F)— My p(K) (avec n = dimF, et
p =dimE (a partir de la famille des images des vecteurs d’'une
base)

> Réciproquement : pour M € My, ,(K) — ® € L(KP,K").
» Définitions de Im M, Ker M
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Matrice d’une application linéaire (dans des bases')
= Impact d’'un changement de bases

Pour le prochain cours
» Lecture du cours : chapitre 28 : Espace vectoriels de
dimension finie
4. Rang

> Exercice n°519 & 520 8h-10h : N°522, 523, 531, 533
10h-12h : N°524, 527, 530, 533
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