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Matrice d’une application linéaire

Définition - Matrice d’'un morphisme u
E et F sont deux KKev, de dimension resp. n et p).
B=(e1,,e,) et € =(f1,--,[p) bases de E et de F resp..
Soitu € L(E,F), alors Vjell,nl,u(e;) € F et donc on peut
p
écrire u(ej) = Z aijfi.
i=1
On appelle matrice de u dans les bases 98 et €, la matrice :

aill e cen a1in
a21 N aon

Mpe(u)=Mu,B,€)=| . . .| = (aiji<i<p<y
apl oo o apn

a;; désigne la i-iéme coordonnée de u(e;) dans €.

C’est la matrice dans € de la famille (u(eq),...,u(ey)).

Legon 74 - Espace
vectoriel
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Réciproqguement, application canoniquement vectorie
associée a une matrice

Définition - Application canoniquement associée a A

Soit A € ./, »(K), alors il existe une unique application linéaire
u € Z(K",K?) telle que la matrice de u dans les bases
canoniques respectives de K" et K? soit A. On dit alors que u
est canoniquement associée a A.

u peut alors étre identifiée a I'application

My — Mp1(K)
X —AX
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Noyau, |mage d’Une matrlce vectoriel

Remarque Convention d’'usage
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Noyau, |mage d’Une matrlce vectoriel

Remarque Convention d’'usage

Proposition - Noyau, image

Soit A € 4, »,(K) et u I'application linéaire canoniquement
associée.

On rappelle que :

Ker A ={X e K" = M, 1(K)|AX = Ok»r}

Im A ={Y € K” = .4, 1(K)|3X € K" = M 1(K),Y = AX).

Par les identifications précédentes Ker A = Ker u et
ImA=Imu.
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Matrice de passage vectorel

Définition - Matrice de passage (changement de base

vectoriel)

Soient E un K-e.v. de dimension n,

B =(e1, - ,ey) (ancienne) et B' = (e,--- ,e},) (nouvelle), deux

bases de E.

On appelle matrice de passage de % a %', notée Pg/ (ou Pg g

), la matrice de la famille 98’ dans la base % :
PZ = My(e, - e))
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Inverse d’'une matrice de changement de base vectoriel

Théoréme - Inverse d’'une matrice de passage

OnaP% = My ndp).

Une matrice de passage est donc inversible (car Idg est bijectif)
et(PZ)1=PZ%.

3.3. Changements de bases
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Inverse d’'une matrice de changement de base vectorie

Théoréme - Inverse d’'une matrice de passage

OnaP% = My ndp).
Une matrice de passage est donc inversible (car Idg est bijectif)
et(PZ)1=PZ%.

Pas de démonstration supplémentaire.

3.3. Changements de bases
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Inverse d’'une matrice de changement de base vectorie

Théoréme - Inverse d’'une matrice de passage

OnaP% = My ndp).
Une matrice de passage est donc inversible (car Idg est bijectif)
et(PZ)1=PZ%.

Pas de démonstration supplémentaire.

Théoreme - Calcul matriciel du changement de base

3.3. Changements de bases

Soient E un [K-espace vectoriel, 2 et %’ deux bases de E et P
la matrice de passage de 98 a 98’. Si X est la matrice colonne
des coordonnées dans % de x € E et X' la matrice colonne des
coordonnées dans %’ de x, alors X = PX', c’est-a-dire

Map(x) = Pgru%ggf(x)
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Retenlr . vectoriel

Savoir-faire. Petite aide mnémnotechnique

Se souvenir que la formule donne facilement les coordonnées
dans 'ancienne base en fonction des coordonnées dans la
nouvelle base, ce qui est rarement ce dont on a besoin ! Pour
avoir les coordonnées dans la nouvelle base en fonction des
anciennes, il faut calculer P71,

3.3. Changements de bases
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Retenlr . vectoriel

Savoir-faire. Petite aide mnémnotechnique

Se souvenir que la formule donne facilement les coordonnées
dans I'ancienne base en fonction des coordonnées dans la
nouvelle base, ce qui est rarement ce dont on a besoin ! Pour
avoir les coordonnées dans la nouvelle base en fonction des
anciennes, il faut calculer P71

Démonstration
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Matrices équivalentes vectore

Théoreme - Changement de base d’une application de
Z(E,F)

Soient E, F deux [K-e.v., de bases % et %' pour E, € et €’ pour
F.Onpose P :Pg et@ :Pfgl.

Alors, siu € L(E,F), A = Mz <¢(u), A= Map ¢(u)ona

A'=Q AP
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Matrices équivalentes vectore

Théoreme - Changement de base d’une application de
Z(E,F)

Soient E, F deux [K-e.v., de bases % et %' pour E, € et €’ pour
F.Onpose P :Pg et@ :Pfgl.

Alors, siu € L(E,F), A = Mz <¢(u), A= Map ¢(u)ona

/ -1 P
= 3.3. Changements de bases

Démonstration a bien savoir faire, pour retrouver rapidement le
résultat :
Démonstration
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Matrices équivalentes vectore

Remarque Rappel (??)

3.3. Changements de bases
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Matrices équivalentes vectore

Remarque Rappel (??)

Proposition - Nouvelle interprétation de I'équivalence
matricielle
A,B € 4, ,(K) sont équivalentes si et seulement si

elles représentent la méme applications linéaire dans des
bases différentes (a priori au départ et a l'arrivée)

3.3. Changements de bases
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Matrices équivalentes vectore

Remarque Rappel (??)

Proposition - Nouvelle interprétation de I'équivalence
matricielle
A,B € 4, ,(K) sont équivalentes si et seulement si

elles représentent la méme applications linéaire dans des
bases différentes (a priori au départ et a l'arrivée)

3.3. Changements de bases

Démonstration
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Matrices semblables vectoriel

Dans le cas particulier ou E = F' on peut prendre 98 = € et
B =€' dou @ =P eton ale théoréme suivant :

3.3. Changements de bases
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Matrices semblables vectoriel

Dans le cas particulier ou E = F' on peut prendre 98 = € et
B =€' dou @ =P eton ale théoréme suivant :

Théoréme -

Soient E un K-espace vectoriel, 2 et 98’ deux bases de E et P
la matrice de passage de %8 a %'. Alors, si u € Z(E),

A = Mat%(u), A, — Mat%,(u) on a 3.3. Changements de bases

A =P71AP
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Exercice vectorie

Exercice
Soit E = R2. On considére les deux vecteurs f1=01,2) et
fa=(1,3).
1. Montrer que %’ = (f1, fo) est une base de E.
2. Soit 98 la base canonique de E. Ecrire la matrice de
passage Pgl.
3. Soit x =(4,1) € E. Déterminer matriciellement les s o
coordonnées de x dans la base %’
4. Soit u 'endomorphisme de E défini par

u((x,y)) =(2x +y,x — y). Ecrire les matrices de u dans les
bases % et %’.
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Matrices semblables vectoriel

Définition - Matrices semblables

A,B € ,(K) sont dites semblables s'il existe P € GL ,(K) telle
que B=P71AP.

3.3. Changements de bases
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Matrices semblables

Définition - Matrices semblables
A,B € ,(K) sont dites semblables s'il existe P € GL ,(K) telle
que B=P71AP.

3.3. Changements de bases

Remarque Relation d’équivalence
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App'lCatlon vectoriel

On a alors, par récurrence,

Proposition - Calcul de puissance

Si A et B son semblables, précisément : B=P 1AP.
Alors pour tout 2 € N, B* = P~1A*P (car PP~ =1,).

3.3. Changements de bases




Application

On a alors, par récurrence,

Proposition - Calcul de puissance

Si A et B son semblables, précisément : B=P 1AP.
Alors pour tout 2 € N, B* = P~1A*P (car PP~ =1,).

Théoréme - Ré-interprétation de la similitude

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, A,B € .4, (K).
Alors les matrices A et B sont semblables si et seulement si

il existe 2B et %B',basesde E, u€ L(E)tq A = Hxz(u) et
B =Mz (u).
Autrement dit, A et B sont semblables si elles représentent le
méme endomorphisme dans deux bases différentes.

Legon 74 - Espace
vectoriel

3.3. Changements de bases
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TrUC et AStUCG vectoriel

Truc & Astuce. Etant donnée A et B, trouver 28, %' et u

Il N’y a pas unicité du triplet (98, %8’,u). Il faut donc choisir un
représentant. En revanche, on connait A et B puis donc P.

3.3. Changements de bases
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TrUC et AStUCG vectoriel

Truc & Astuce. Etant donnée A et B, trouver 4B, %8’ et u
Classiquement, on considéere (dans I'ordre) :
1. E =, 1(K) (équivalent a K™)
=(X4,...X}), labase canonique de E
3. u:X— A xX. Par construction A = #g(u).
En fait, comme 28 est la base canonique,
n
AX;=Cj(A) =) [A]; ;X
i=1
4. B =P(B)=(Y1,Ys,...Y,)=(PX1,PXs,...PX,), cest
bien une base car P est inversible.
u(Y;)=u(PX;)=APX ;=P 'BX;=P1C(B), car & b.
cano.
Donc

u(Y;) = Plz[BL,X Z[B]” X, = Y [Bl;Y;
i=1
Alnsu%ggr(u) B
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TranSpOSé f) vectoriel

Exercice
1 2 3

SoitA=|3 1 2].Montrer que A est semblable 4 ‘A.
2 3 1

3.3. Changements de bases
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Trace de matrice semblable vectoriel

Proposition - Matrices semblables et trace
Deux matrices semblables ont méme trace.

3.3. Changements de bases
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Trace de matrice semblable vectoriel

Proposition - Matrices semblables et trace
Deux matrices semblables ont méme trace.

Démonstration

3.3. Changements de bases




Trace de matrice semblable

Proposition - Matrices semblables et trace
Deux matrices semblables ont méme trace.

Démonstration

Définition - Trace d’'un endomorphisme

Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit 28 une
base de E.
Soit u € Z(E). On appelle trace de u le scalaire

tru =tr(u) =TrMgz(u).

Legon 74 - Espace
vectoriel

3.3. Changements de bases




Trace de matrice semblable

Proposition - Matrices semblables et trace
Deux matrices semblables ont méme trace.

Démonstration

Définition - Trace d’'un endomorphisme

Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit 28 une
base de E.
Soit u € Z(E). On appelle trace de u le scalaire

tru =tr(u) =TrMgz(u).

Remarque Une démonstration ?

Legon 74 - Espace
vectoriel

3.3. Changements de bases
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Propriété de la trace d’'un endomorphisme vectore

Corollaire - Propriétés simples de tr
Lapplication trace sur £(E) est linéaire et

Vu,ve LE), tr(uov) =tr(vou).

3.3. Changements de bases




Propriété de la trace d’'un endomorphisme

Corollaire - Propriétés simples de tr
Lapplication trace sur £(E) est linéaire et

Vu,ve LE), tr(uov) =tr(vou).

Proposition - Rang=trace d’un projecteur
Soit p € L(E) un projecteur. Alors tr(p) = rg(p).

Legon 74 - Espace
vectoriel

3.3. Changements de bases
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Propriété de la trace d’'un endomorphisme vectore

Corollaire - Propriétés simples de tr
Lapplication trace sur £(E) est linéaire et

Vu,ve LE), tr(uov) =tr(vou).

Proposition - Rang=trace d’un projecteur

3.3. Changements de bases

Soit p € L(E) un projecteur. Alors tr(p) = rg(p).

Démonstration
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4. Théoréme du rang et conséquences
4.1. Théoréme du rang
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Rang(s) vectoril

Définition - Rang d’'une application linéaire

Soient E, F deux K-espaces vectoriels (de dimensions
quelconques) et u € Z(E,F). On dit que u est de rang fini si
Im u est de dimension finie et on appelle alors rang de u la

dimensionde Im u :
rgu =dimIm u




Rang(s)

Définition - Rang d’'une application linéaire
Soient E, F deux K-espaces vectoriels (de dimensions
quelconques) et u € Z(E,F). On dit que u est de rang fini si
Im u est de dimension finie et on appelle alors rang de u la
dimension de Im « :

rgu =dimIm u

Rappels :

Définition - Rang d’une famille de vecteurs

Soit (x1,...,%p) une famille finie de vecteurs d’un K-espace
vectoriel. On appelle rang de la famille (x1,...,x,) la dimension
du sous-espace vectoriel vect(x1,...,xp) :

rg(x1,...,xp) = dimvect(xy,...,xp)

Legon 74 - Espace
vectoriel
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Rang d’'une matrice voctoriel

Définition - Rang d’une matrice

Soit A € ., n(KK) On appelle rang de A (noté rgA) la dimension
deIm A.
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vectoriel

Théoreme du rang - Lemme préparatoire

Proposition - Isomorphisme canonique (de projection)

Soient E et F deux K-e.v. et u € Z(E,F). Si S estun
supplémentaire de Ker u dans E alors I'application

u: S—Imu
x— u(x)

est un isomorphisme de S sur Im u )
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Théoréme du rang - Lemme préparatoire vectoril

Proposition - Isomorphisme canonique (de projection)

Soient E et F deux K-e.v. et u € Z(E,F). Si S estun
supplémentaire de Ker u dans E alors I'application

u: S—Imu
x— u(x)

est un isomorphisme de S sur Im u

Démonstration




Théoreme du rang

Théoreme - Théoreme du rang

Soient E un K-e.v. de dimension finie, F' un K-e.v. (de dimension
guelconque) et u € ZL(E,F). Alors

dimE =dimKer u+dimIm u =dimKer u +rgu

Legon 74 - Espace
vectoriel
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Théoréme du rang vectoril

Théoreme - Théoreme du rang

Soient E un K-e.v. de dimension finie, F' un K-e.v. (de dimension
guelconque) et u € ZL(E,F). Alors

dimE =dimKer u+dimIm u =dimKer u +rgu

Démonstration




= Impact d’'un changement de bases

= Théoréme du rang

1. Problémes
2. Bases et dimension

3. Ecriture d’'une application linéaire en dimension finie

4. Théoréme du rang et conséquences

4.2. Application du théoréme du rang : critéres de bijection

Legon 74 - Espace
vectoriel

4.2. Application




Critéres de bijectivité

Proposition - Critére de surjection/injection
Soit u € Z(E,F).

> Si E est de dimension finie, alors u est de rang fini et
rgu < dimE avec égalité si et seulement u est injective.

» Si F est de dimension finie, alors u est de rang fini et

rgu < dim F' avec égalité si et seulement u est surjective.

Legon 74 - Espace

vectoriel




Critéres de bijectivité

Proposition - Critére de surjection/injection
Soit u € Z(E,F).

> Si E est de dimension finie, alors u est de rang fini et
rgu < dimE avec égalité si et seulement u est injective.

» Si F est de dimension finie, alors u est de rang fini et

rgu < dim F' avec égalité si et seulement u est surjective.

Démonstration

Legon 74 - Espace

vectoriel




Equivalence des caractéristique en dimension finie

Si E et F' sont de dimensions finies on a donc
rgu < min(dimE,dim F)

Théoréme - Equivalences des caracteres de u (cas
dimension finie)

E,F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies égales
(dimF =dimE). Soit u € Z(E,F). On a équivalence de
(rgu =dimE

(i) u est injective

(iii) u est surjective

(iv) u est bijective (donc un isomorphisme)

Legon 74 - Espace
vectoriel




Equivalence des caractéristique en dimension finie

Si E et F' sont de dimensions finies on a donc
rgu < min(dimE,dim F)

Théoréme - Equivalences des caracteres de u (cas
dimension finie)

E,F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies égales
(dimF =dimE). Soit u € Z(E,F). On a équivalence de
(rgu =dimE

(i) u est injective

(iii) u est surjective

(iv) u est bijective (donc un isomorphisme)

Démonstration
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Equivalence des caractéristique en dimension finie

Si E et F' sont de dimensions finies on a donc
rgu < min(dimE,dim F)

Théoréme - Equivalences des caracteres de u (cas
dimension finie)

E,F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies égales
(dimF =dimE). Soit u € Z(E,F). On a équivalence de
(rgu =dimE

(i) u est injective

(iii) u est surjective

(iv) u est bijective (donc un isomorphisme)

Démonstration
Remarque Dans la pratique : © endomorphisme

Legon 74 - Espace
vectoriel
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Conservation du rang vectoril

Proposition - Conservation du rang

E F,G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies,
ue E,F),ve LF,QG).

> si u est un isomorphisme, alors rg(vou) =rgv

> si v est unisomorphisme, alors rg(vou)=rgu
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Conservation du rang vectoril

Proposition - Conservation du rang

E F,G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies,
ue E,F),ve LF,QG).

> si u est un isomorphisme, alors rg(vou) =rgv

> si v est unisomorphisme, alors rg(vou)=rgu

Démonstration
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B | | a n vectoriel

On obtient ainsi la caractérisation des automorphismes en
dimension finie :

Théoreme - Cas des endomorphismes

E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit u € £(E).
On a équivalence de

(Yrgu=n

(i) u est injective

(iii) u est surjective

(iv) u est bijective (donc un automorphisme, soit u € GL(E))

(v) il existe v e L(E) tel que vou = Idg (u admet un inverse a
gauche)

(vi) il existe w € Z(E) tel que uow = Idg (u admet un inverse a
droite)
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COﬂC'USIOn vectoriel

Obijectifs
= Impact d’'un changement de bases
= Théoréme du rang
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Impact d’'un changement de bases

> Méme u : deux bases de E, deux bases de F :
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COﬂC'USIOn vectoriel
Objectifs
= Impact d’'un changement de bases
> Méme u : deux bases de E, deux bases de F :

> '/%%2;%2(1") = P(%Q,%l,id) X '/%@1,(51(”) X P(%Q,%l,id)
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Conclusion vectorel
Objectifs
= Impact d’'un changement de bases
> Méme u : deux bases de E, deux bases de F' :
> Mg, 6, (u) =P(PBa,B1,id) x Mz, ©,(u)x P(PBa,PB1,id)

> Matrices équivalentes, puis cas particulier des matrices
semblables




Legon 74 - Espace

Conclusion vectorel
Objectifs
= Impact d’'un changement de bases
> Méme u : deux bases de E, deux bases de F' :
> Mg, 6, (u) =P(PBa,B1,id) x Mz, ©,(u)x P(PBa,PB1,id)

> Matrices équivalentes, puis cas particulier des matrices
semblables

» Définition d’une trace d’un endomorphisme et propriétés. Cas d’un
projecteur.
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COﬂC'USIOn vectoriel

Obijectifs
= Impact d’'un changement de bases
= Théoréme du rang
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Impact d’'un changement de bases
= Théoréme du rang

> Siue Z(E,F), alors rg(u)+dimKer u =dimE.
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COﬂC'USIOn vectoriel

Objectifs
= Impact d’'un changement de bases
= Théoréme du rang

> Siue Z(E,F), alors rg(u)+dimKer u =dimE.

» Si E ou F est de dimension finie, alors
rg(u) < min(dimE,dim F).
rgu = dim E < u injective
rgu = dim F < u surjective




Conclusion

Obijectifs
= Impact d’'un changement de bases
= Théoréme du rang

Pour le prochain cours

> Lecture du cours : chapitre 28 : Espace vectoriels de
dimension finie
4. Rang et forme linéaire.

» Exercice n°521

Legon 74 - Espace

vectoriel




	 Impact d'un changement de bases
	 Théorème du rang
	 
	1. Problèmes
	2. Bases et dimension
	3. Ecriture d'une application linéaire en dimension finie
	3.1. Détermination
	3.2. Matrice d'une application linéaire
	3.3. Changements de bases

	4. Théorème du rang et conséquences
	4.1. Théorème du rang
	4.2. Application du théorème du rang : critères de bijection

	 

