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Lecon 85 - Le corps

des fractions de
= Construction de K(X) ranneau intégre des

polynémes

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problémes

1. Problemes

2. K(X), corps des fractions de I'anneau intégre K[ X]
2.1. Construction de K(X)
2.2. Représentant irréductible. Degré et pole
2.3. Fonction rationnelle
2.4. Dérivation

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles
3.1. Partie entiére
3.2. Principe de décomposition sur un corps K
3.3. Application de la décomposition sur le corps C
3.4. Application de la décomposition sur le corps R




Legon 85 - Le corps
= Construction de K(X) fanmea, mbgee dos
polynémes

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problemes
1. Problemes

2. K(X), corps des fractions de 'anneau intégre K[ X]

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles




Legon 85 - Le corps

PI’O b|émeS des fractions de

I'anneau integre des
polynémes

Probléme
Z— Qet K[X]—??? 1. Problémes




by Legon 85 - Le corps
PI’O b|emeS des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

Probléme
Z— Qet K[X]—??? 1. Problémes

Probléme
Intégration de fraction

i1 1
Calculer d etf d
aeu fo 1—x2 x 0o 1+x2 *

D=




Lecon 85 - Le corps

PI’O b|émeS des fractions de

I'anneau integre des
polynémes

Probléme
Z— Qet K[X]—??? 1. Problémes

Probleme

Intégration de fraction
1

% 1 2 1
Calculer d etf d
aeu fo 1—x2 x 0o 1+x2 *

Probléme
Paramétrage rationnel de cercle




= Construction de K(X)

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problémes

2. K(X), corps des fractions de 'anneau intégre K[ X]
2.1. Construction de K(X)

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

2.1. Construction




. . Legon 85 - Le corps
PI’I nClpe des fractigns de
I'anneau intégre des

polynémes

Heuristique. Ensemble quotien

On crée I'ensemble K(X) a 'image de I'ensemble Q.

Z était un anneau intégre mais pas un corps, 'ensemble Q est le
plus petit corps contenant Z. De méme on va créer un corps
contenant IK[X].




Principe

Heuristique. Ensemble quotien

On crée I'ensemble K(X) a 'image de I'ensemble Q.

Z était un anneau intégre mais pas un corps, 'ensemble Q est le
plus petit corps contenant Z. De méme on va créer un corps
contenant K[XT.

Définition - Fractions rationnelles (par classe d’équivalence)

La relation binaire définie sur K[X] x (K[X 1\ {0}) par
(A1,B1)%(Ag,Bg) © A1By = AgB;

est une relation d’équivalence.

On note K(X) I'ensemble des classes d’ équivalence un élément

F de K(X) est écrit sous la forme F' = (ou F(X)= 288) ol

(A,B) e KIX]x (KIXT\ {0}).

On a donc 21 = A: o A1By=A9B;

F s’appelle une fraction rationnelle.

Lecon 85 - Le corps

des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




Lecon 85 - Le corps

Corps des fractions des fractions do

I'anneau integre des
polynémes

Proposition - Corps des fractions rationnelles
Muni des lois internes + et x définies par

A1+A2 _AlBg+BlA2 ﬂxé_AlAg
Bi By  BiBy ' By Bs BiBs

B
(K(X), +, x) est un corps contenant K[X] (on identifie B a T)'




. Legon 85 - Le corps
Corps des fractions dos ratons do
I'anneau intégre des
polynémes

Proposition - Corps des fractions rationnelles
Muni des lois internes + et x définies par

A1+A2 _AlBg+BlA2 ﬂxﬂ_AlAg
Bi By  BiBy ' By Bs BiBs

B
(K(X), +, x) est un corps contenant K[X] (on identifie B a T)'

Démonstration




= Construction de K(X)

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problémes

2. K(X), corps des fractions de 'anneau intégre K[ X]

2.2. Représentant irréductible. Degré et pole

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

nt irréductivle.




Lecon 85 - Le corps

Choix d’un (meilleur ?) représentant el

polynémes

Définition - Représentant irréductible

A
SoitF:§etD:A/\B.OnadoncA:DP et B=DQ@ avec

P
PAQ=1, etanrsF:E.

P
On dit que — est un représentant irréductible de F'.




Choix d’'un (meilleur ?) représentant

Définition - Représentant irréductible
A
Soit F' = 3 etD=AAB.Onadonc A=DP et B=DQ avec
P
PAQ=1, etanrsF:E.

P
On dit que 6 est un représentant irréductible de F'.

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

Définition - Degré

Soit F' € K(X). Lélément de Z U {—oc}, deg A —degB, est
indépendant du choix du représentant — de F'. On I'appelle
degré de la fraction rationnelle F', noté degF'.

Il faut démontrer l'indépendance par représentant.
Démonstration




Degré d’une fraction

Proposition - Extension des propriétés sur les degrés
On a les propriétés suivantes :

deg(F'1 + F9) < max(degF',degFs)
degF1Fy =degFi+degFo
degF =—-c0oo F=0

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




Degré d’une fraction

Proposition - Extension des propriétés sur les degrés
On a les propriétés suivantes :

deg(F'1 + F9) < max(degF',degFs)
degF1Fy =degFi+degFo
degF =—-c0oo F=0

Démonstration

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




. A Legon 85 - Le corps
Racines. Pdles s factions de
I'anneau integre des
polynémes

Définition - Racines et pbles

P
Soit F' € K(X), 6 un représentant irréductible de F'. Soit a € K.

On dit que a est une racine (ou un zéro) de F si P(a) =0 (a
racine de P) et que a est un péle de F' si Q(a) =0 (a racine de
Q).

La multiplicité d’une racine (resp. d'un pole) de F' est sa
multiplicité en tant que racine de P (resp. de Q).




. A Legon 85 - Le corps
Racines. Pdles s factions de
I'anneau integre des
polynémes

Définition - Racines et pbles

P
Soit F' € K(X), 6 un représentant irréductible de F'. Soit a € K.

On dit que a est une racine (ou un zéro) de F si P(a) =0 (a
racine de P) et que a est un péle de F' si Q(a) =0 (a racine de
Q).

La multiplicité d’une racine (resp. d'un pole) de F' est sa
multiplicité en tant que racine de P (resp. de Q).

Remarque a pble et racine de F' ?




Racines. Poles

Définition - Racines et pbles

P
Soit F' € K(X), 6 un représentant irréductible de F'. Soit a € K.

On dit que a est une racine (ou un zéro) de F si P(a) =0 (a
racine de P) et que a est un péle de F' si Q(a) =0 (a racine de
Q).

La multiplicité d’une racine (resp. d'un pole) de F' est sa
multiplicité en tant que racine de P (resp. de Q).

Remarque a pble et racine de F' ?
X3+X%2+X-3
X2-X

Exemple Racine et pbles de

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




= Construction de K(X)

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problémes

2. K(X), corps des fractions de 'anneau intégre K[ X]

2.3. Fonction rationnelle

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

2.3. Fonction rationnelle




. Legon 85 - Le corps
FO n Ct | 0 n des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

Définition - Fonction rationnelle

P
Soit F' € K(X), 6 un représentant irréductible de F'. On note Ar

'ensemble des poles de F' et on définit alors la fonction
rationnelle associée a F' par

F: K\Arp —K
P
Qx)




. Legon 85 - Le corps
FO n Ct | 0 n des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

Définition - Fonction rationnelle

P
Soit F' € K(X), 6 un représentant irréductible de F'. On note Ar

'ensemble des poles de F' et on définit alors la fonction
rationnelle associée a F' par

F: K\Arp —K
P
Qx)

Remarque Egalité des fonctions




= Construction de K(X)

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problémes

2. K(X), corps des fractions de 'anneau intégre K[ X]

2.4. Dérivation

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

2.4. Dérivation




L. i Legon 85 - Le corps
Derlvatlon des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

Définition - Dérivée
. , ) A'B-AB’
Soit F' € K(X). La fraction rationnelle — gz est
A
indépendante du représentant choisi 3 de F'. On l'appelle

dérivée de la fraction rationnelle F', notée F'.
Les propriétés vis a vis de la somme, du produit, ou du produit
par un élément de K sont les propriétés usuelles.




Dérivation

Définition - Dérivée
. , ) A'B-AB’
Soit F' € K(X). La fraction rationnelle — gz est
A
indépendante du représentant choisi 3 de F'. On l'appelle

dérivée de la fraction rationnelle F', notée F'.
Les propriétés vis a vis de la somme, du produit, ou du produit
par un élément de K sont les propriétés usuelles.

Il faut démontrer I'indépendance du résultat en rapport au
représentant.
Démonstration

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




Dérivation

Définition - Dérivée
. , ) A'B-AB’
Soit F' € K(X). La fraction rationnelle — gz est
A
indépendante du représentant choisi 3 de F'. On l'appelle

dérivée de la fraction rationnelle F', notée F'.
Les propriétés vis a vis de la somme, du produit, ou du produit
par un élément de K sont les propriétés usuelles.

Il faut démontrer I'indépendance du résultat en rapport au
représentant.

Démonstration

Remarque Dérivation et fonction rationnelle

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




= Construction de K(X)

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problémes

2. K(X), corps des fractions de 'anneau intégre K[ X]

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles
3.1. Partie entiére

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

3.1. Partie entiére




. . Lecon 85 - Le corps
Partie entiere dos fractons de
I'anneau integre des

polynémes

Proposition - partie entiére

P
Soit F' = 6 e K(X) avec P A @ = 1. Alors il existe un unique
couple (E,F) e K[X] x K(X) tel que

F=E+F et degF <0.

E est appelée partie entiere de la fraction F'.




. . Lecon 85 - Le corps
Partie entiere dos fractons de
I'anneau integre des

polynémes

Proposition - partie entiére

P
Soit F' = 6 e K(X) avec P A @ = 1. Alors il existe un unique
couple (E,F) e K[X] x K(X) tel que

F=E+F et degF <0.

E est appelée partie entiere de la fraction F'.

Démonstration




. . Legon 85 - Le corps
Partie entiere s fractions 06
I'anneau integre des
polynémes

Proposition - partie entiére

P
Soit F' = 6 e K(X) avec P A @ = 1. Alors il existe un unique
couple (E,F) e K[X] x K(X) tel que

F=E+F et degF <0.

E est appelée partie entiere de la fraction F'.

Démonstration

Savoir-faire. Comment obtenir la partie entiére ?

SidegF <0 alors E =0, sinon on effectue la division euclidienne
dePpar@ :P=EQ+R etF:E+%.




= Construction de K(X)

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problémes

2. K(X), corps des fractions de 'anneau intégre K[ X]

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

3.2. Principe de décomposition sur un corps K

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




Gros théoreme

Théoréme - Décomposition en éléments simples sur K

P
Soit F' = — € K(X) une fraction irréductible. @ se décompose en

produit de polynédmes irréductibles
Q=1Q1"..Q," =TI, Q"
Alors F' s’écrit de maniére unique, E étant la partie entiére,

- p (P Py, Phi
F_E+Zj:1(Qj+QJ2+ +Q’ff')
J

ou Pij € [K[X],degPij < deng.
Cette décomposition s’appelle la décomposition en éléments
simples sur K (ou dans K(X)) de la fraction F'.

Py Py j 2
SIQj=X-aja;ek, (HL+ g+t =2

Q" Q@2 Qb

) s’appelle la

J
partie polaire de F' relative (ou associée) au polynébme @ (ou
aupblea;siQ;=X—a;).

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




Legon 85 - Le corps

Grosse démonstration des fractions de

I'anneau integre des

polynémes

Heuristique. Principe de démonstration

On exploite une formule de Bézout généralisée pour démontrer
I'existence.

Puis avec la formule de Taylor, on simplifie les fractions, ou mieux
une décomposition en base ;.




Je . Legon 85 - Le corps
Grosse démonstration des fractions de.

I'anneau integre des

polynémes

Heuristique. Principe de démonstration

On exploite une formule de Bézout généralisée pour démontrer
I'existence.

Puis avec la formule de Taylor, on simplifie les fractions, ou mieux
une décomposition en base ;.

Démonstration




Cas des pdles simples

Proposition - Péles simples

P
Si a est un pole simple de F' = 6 degF < 0, pour trouver la

A P(a) Pla)
artie polaire , on peut utiliser A = —— = est
partie polaire w5 °"P @ @@ ™?

telle que @ = (X —a)Q.

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




A . Legon 85 - Le corps
Cas des poles simples dos fracions do
I'anneau intégre des
polynémes

Proposition - Péles simples

P
Si a est un pole simple de F' = 6 degF < 0, pour trouver la

P(a) Pla) P
artie polaire , on peut utiliser A = —— = est
partie polaire w5 °"P @ @@ ™?

telle que @ = (X —a)Q.

Ce second résultat (avec @', facile a obtenir car polynéme) évite
méme la factorisation de .




A . Legon 85 - Le corps
Cas des poles simples dos fracions do
I'anneau intégre des
polynémes

Proposition - Péles simples

P
Si a est un pole simple de F' = 6 degF < 0, pour trouver la

A P(a) P(a) N
artie polaire , on peut utiliser A = —— = est
partie polaire w5 °"P @ @@ ™?

telle que @ = (X —a)Q.

Ce second résultat (avec @', facile a obtenir car polynéme) évite
méme la factorisation de .
Démonstration




. . . Legon 85 - Le corps
Savoir-faire (au pluriel !) des ractons de
I'anneau intégre des
polynémes

Savoir-faire. Obtenir la partie polaire - cas pdle simple

Si a est pole simple de F' = %, la partie polaire ﬁ s’obtient :
1= P@

Q'(a)




Savoir-faire (au pluriel!)

Savoir-faire. Obtenir la partie polaire - cas d’un pble multiple
En isolant la partie polaire de a de multiplicité m, pour

Q=X-a)"Q,

oA Pl
Z(X a)k Q

» En multipliant par (X —a)™ et en substituant a a X on trouve
Am.

¢ On retranche ensuite (X’l—'"a)m a F, on obtient donc aprés
simplification une fraction dont a est pdle de multiplicité m — 1 et
on recommence. Cette méthode est en pratique applicable si m
est petit.

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




. . . Legon 85 - Le corps
Savoir-faire (au pluriel !) des racions de
I'anneau intégre des
polynémes

Savoir-faire. Obtenir la partie polaire - cas d’un pble multiple

D’autres possibilités une fois 1, obtenu :

¢ On multiplie par X puis on prend la limite en +oo de la fonction
rationnelle obtenue : cela permet généralement d’obtenir A1.

e Sim =3, on adonc obtenu A,, et A1. Sil'on veut éviter les
soustractions successives, on substitue des valeurs particulieres
simples a X autres que le pole (0,...)




Legon 85 - Le corps

Exercice d’application s factions de

I'anneau integre des
polynémes

Exercice
1

Décomposer en éléments simples la fraction ¥ = ———.
P P X2(X -1




Legon 85 - Le corps
= Construction de K(X) fanmea, mbgee dos
polynémes

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problémes

2. K(X), corps des fractions de 'anneau intégre K[ X]

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

3.3. Application de la décomposition sur le corps C




Lecon 85 - Le corps

CaS K a|gébl’|quement Clos des fractions de

I'anneau integre des
polynémes

Sur C, on applique le théoréme « Décomposition en éléments
simples sur [K », les facteurs irréductibles sont des polynémes de
degré 1.




Cas K algébriquement clos

Sur C, on applique le théoréme « Décomposition en éléments
simples sur [K », les facteurs irréductibles sont des polynémes de
degré 1.

Théoréme - Décomposition en éléments simples sur C

P
Soit F' = 6 € C(X) une fraction irréductible. @ se décompose en

P
produit de polynémes irréductibles @ = A H(X - (Xj)kj.
J=1
Alors F' s’écrit de maniére unique, E étant la partie entiére et
Aij eC,

A2]‘ AkJ]
F= E+Z(X E T aJ)k)

Lecon 85 - Le corps

des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




Lecon 85 - Le corps

Appl |Cat|on des fractions de

I'anneau integre des
polynémes

Théoréme - Lemme de Gauss-Lucas

P P’ P k
SiP=A][(X-a) alors —=Y —L .
jl:ll ! P SX-a;




Lecon 85 - Le corps

Appl |Cat|on des fractions de

I'anneau integre des
polynémes

Théoréme - Lemme de Gauss-Lucas

P P2k
SiP=A][(X-a) alors —=Y —L .
jl:ll ! P SX-a;

Démonstration




. . Legon 85 - Le corps
Appl |Cat|on des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

Théoréme - Lemme de Gauss-Lucas

SiP= /IH(X a;)ki alors——
Jj=1 J=1

Démonstration

Exercice
n-1

Donner la décomposition de 1 dans C[X]




= Construction de K(X)

= Principe de la décomposition en éléments simples

1. Problémes

2. K(X), corps des fractions de 'anneau intégre K[ X]

3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

3.4. Application de la décomposition sur le corps R

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

34.SurR




Legon 85 - Le corps

Irréductibles de degré 1 ou 2 dos factions do

I'anneau integre des
polynémes

Sur R, on applique le théoreme « Décomposition en éléments
simples sur K », les facteurs irréductibles sont des polynémes de
degré 1 ou 2 avec A<O.




Irréductibles de degré 1 ou 2

Sur R, on applique le théoreme « Décomposition en éléments
simples sur K », les facteurs irréductibles sont des polynémes de
degré 1 ou 2 avec A<O.

Théoréme - Décomposition en éléments simples sur R

P
Soit F' = 6 € R(X) irréductible,

Q=1 ]‘[(X ) ]‘[(X2+5 X +y )
Jj=1 j=1
Alors F' s ecrlt de maniere unique, E étant la partie entiéere,

A Ayt
F= E+Z( b2 2+---+—’,)
X - aj (X -aj) (X_aj)kj
Bk’,’jX+Ck/.’j
J J

Bl X+Cl
+ (# —”),
ZJ 1\ X245, X +y; X0, Xy

tous les coefficients A, B, C étant des réels.

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes




Savoir-faire

Savoir-faire. Décomposition en élément simples de
deuxieme espece
On peut

> décomposer dans C(X) et regrouper les poles
conjugués : cela marche bien quand la multiplicité est 1;

» procéder par identification ;

» quand il ne reste qu’un ou deux coefficients a calculer, on
utilise des valeurs particuliéres : 0,1,—1, +00, —00;

> utiliser une éventuelle parité et l'unicité de la décomposition.

Lecon 85 - Le corps
des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

34.SurR




. Legon 85 - Le corps
COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

Objectifs
= Construction de K(X)
= Principe de la décomposition en éléments simples




Lecon 85 - Le corps

COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
Objectifs polynoémes

= Construction de K(X)

> Classe d’équivalence de %.




Lecon 85 - Le corps

COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
Objectifs polynoémes

= Construction de K(X)
> Classe d’équivalence de %.

> C’est un corps! (tout élément est inversible)




Lecon 85 - Le corps

COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
Objectifs polynoémes

= Construction de K(X)
> Classe d’équivalence de %.
> C’est un corps! (tout élément est inversible)

> Elément représentatif : fraction irréductible.




Lecon 85 - Le corps

COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
Objectifs polynoémes

= Construction de K(X)

> Classe d’équivalence de %.

> C’est un corps! (tout élément est inversible)
> Elément représentatif : fraction irréductible.
>

Extension : degré, valuation, racines, poles, dérivée




Lecon 85 - Le corps

COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
Objectifs polynoémes

= Construction de K(X)
Classe d’équivalence de %.

C’est un corps! (tout élément est inversible)

»

>

> Elément représentatif : fraction irréductible.

> Extension : degré, valuation, racines, pdles, dérivée
>

Fonctions rationnelles




. Legon 85 - Le corps
COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

Objectifs
= Construction de K(X)
= Principe de la décomposition en éléments simples




Lecon 85 - Le corps

COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
Objectifs polynoémes

= Construction de K(X)
= Principe de la décomposition en éléments simples

> Obtenir la partie entiére (quotient de la div. euclidienne).




Lecon 85 - Le corps

COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
Objectifs polynoémes

= Construction de K(X)
= Principe de la décomposition en éléments simples

> Obtenir la partie entiére (quotient de la div. euclidienne).
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. Legon 85 - Le corps
COﬂC'USIOn des fractions de
I'anneau integre des
polynémes

Objectifs
= Construction de K(X)
= Principe de la décomposition en éléments simples

Pour la prochaine fois

» Lecture du cours :
Chapitre : Espace de probabilité

» Exercices : N°703 & 704

» TD Jeudi:
8h-10h : N°692, 697, 698, 705, 706
10h-12h : N° 693, 699, 707, 710
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