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Pr0b|émeS aléatoires

Probléme Variable aléatoire
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Probléme Variable aléatoire

Probléme Lois de probabilités frequemment rencontrées
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Pr0b|émeS aléatoires

Probléme Variable aléatoire
Probléme Lois de probabilités frequemment rencontrées

Probléme Espérance, variance. ..
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Pr0b|émeS aléatoires

Probléme Citation de Poincaré

« Vous me demandez de vous prédire les phénomenes qui vont
se produire. Si, par malheur, je connaissais les lois de ces
phénoménes, je ne pourrais y arriver que par des calculs
inextricables et je devrais renoncer a vous répondre ; mais,
comme j'ai la chance de les ignorer, je vais vous répondre tout de
suite. Et, ce qu'il y a de plus extraordinaire, c’est que ma réponse
sera juste. »
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Probléme Citation de Poincaré

« Vous me demandez de vous prédire les phénomenes qui vont
se produire. Si, par malheur, je connaissais les lois de ces
phénoménes, je ne pourrais y arriver que par des calculs
inextricables et je devrais renoncer a vous répondre ; mais,
comme j'ai la chance de les ignorer, je vais vous répondre tout de
suite. Et, ce qu'il y a de plus extraordinaire, c’est que ma réponse
sera juste. »

Probléeme Deux variables aléatoires
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Pr0b|émeS aléatoires

Probléme Citation de Poincaré

« Vous me demandez de vous prédire les phénomenes qui vont
se produire. Si, par malheur, je connaissais les lois de ces
phénoménes, je ne pourrais y arriver que par des calculs
inextricables et je devrais renoncer a vous répondre ; mais,
comme j'ai la chance de les ignorer, je vais vous répondre tout de
suite. Et, ce qu'il y a de plus extraordinaire, c’est que ma réponse
sera juste. »

Probléeme Deux variables aléatoires

Probléme Produit scalaire
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Défln |t|0n aléatoires

Soit Q un univers fini lié¢ a une expérience aléatoire.

Définition - Variable aléatoire

On appelle variable aléatoire (v.a.) sur £ toute application

X :Q — E,ou E estun ensemble. Dans le cas ou E =R, on
parle de variable aléatoire réelle.

X (Q) désigne donc I'ensemble image, c’est-a-dire les valeurs
gue prend 'application X . Cet ensemble est ici fini (car 2 fini), on
dit alors que X est une v.a. discréte finie.
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Stablllté aléatoires

La stabilité linéaires des applications permet d’affirmer :

Proposition - Stabilité linéaire
Soient X,Y deux variables aléatoires réelles sur 2, A € R. Alors
X +Y,XY et AX sont des variables aléatoires sur €.
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Stablllté aléatoires

La stabilité linéaires des applications permet d’affirmer :

Proposition - Stabilité linéaire
Soient X,Y deux variables aléatoires réelles sur 2, A € R. Alors
X +Y,XY et AX sont des variables aléatoires sur €.

Proposition - Composition
Soit X une v.a. sur Q et g une application définie sur X(Q), a
valeurs dans un ensemble E’, alors go X est une v.a. sur Q,
notée g(X) :
gX): Q —FE
0 —gX(w)




Stabilité

La stabilité linéaires des applications permet d’affirmer :

Proposition - Stabilité linéaire
Soient X,Y deux variables aléatoires réelles sur 2, A € R. Alors
X +Y,XY et AX sont des variables aléatoires sur €.

Proposition - Composition
Soit X une v.a. sur Q et g une application définie sur X(Q), a
valeurs dans un ensemble E’, alors go X est une v.a. sur Q,
notée g(X) :
gX): Q —FE
0 —gX(w)

Démonstration
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NOtatlonS aléatoires

Définition - variable aléatoire constante ou certaine

Si X est une application constante sur €2, on dit que c’est une
variable aléatoire constante ou certaine.




Notations

Définition - variable aléatoire constante ou certaine
Si X est une application constante sur €2, on dit que c’est une
variable aléatoire constante ou certaine.

Définition - Notations
Soit X : Q — E une variable aléatoire sur Q.
Alors, pour A c E, X 1(A) est un événement (car
X1(A) e 2(Q)) noté
XeA)ou{XeAl =X1A)={weQ|X(w)eA).

Dans le cas d’'une variable aléatoire réelle, pour x € R, on note :

(X Sx)ZX_l(]—oo,x]): {weQ| X(w<x},
(X <x)=X"1(1-00,xD),
(X =x)=X"1({x})

de méme pour (X =2 x),(X >x),(a< X <b)...

Legon 89 - Variables
aléatoires




Points de vue sur les v.a.

Heuristique. Deux points de vue sur X1

De maniere générale, ce que I'on a c’est une famille d’événement
paramétrée par une variable réelle et pour laquelle on cherche
des probabilités de réalisation.

Par exemple, on s’intéresse a I'évolution de la température
(moyenne ou sur un point du globe) sur 10 ans. On note H, la
variable qui indique cette évolution. On sait que H € R (méme si
toutes les valeurs réelles ne sont pas réalistes).

Ce que I'on cherche : la probabilité d’'une hausse = a 2°:

P(H = 2).

Il faut donc que 'ensemble H ~1([2, +ool) soit un événement
mesurable en probabilité.

Donc ce qui nous intéresse, dans la pratique, c’est plutét H~1(I),
comme élément de Q) et dont on cherche une probabilité.

On fera bien attention a la maniére de lire les expressions
mathématiques du type P(H = 0)
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Points de vue sur les v.a. alsatoires

Heuristique. Deux points de vue sur X!
On a alors deux points de vue
> H est une application et H~!estune application réciproque,
en regle générale non bijective, donc une application de
'ensemble des parties de E (ou de R pour une var) sur
'ensemble des parties de 2 (ou une tribu de Q).
C’est le point de vue choisi dans le cours.

> H~! fait la partition de Q en classes d’équivalence.
wZpo' < H(w)=H")

De ce point de vue, le théoréme suivant sur le systéme
complet d’événements est trivial.
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Définition de la loi de probabilité aléatires

On se place désormais sur un espace probabilisé fini (Q2,P).
Définition - Loi (de probabilité) d’'une variable aléatoire

Soit X une v.a. sur Q. Alors 'application

Px: X(Q) —1[0,1]
X — P(X =x)

s’appelle la loi (de probabilité) de X.
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Définition de la loi de probabilité aléatires

On se place désormais sur un espace probabilisé fini (Q2,P).

Définition - Loi (de probabilité) d’'une variable aléatoire
Soit X une v.a. sur Q. Alors 'application

Px: X(Q) —1[0,1]
X — P(X =x)

s’appelle la loi (de probabilité) de X.

Savoir-faire. Définir la loi d’'une variable aléatoire

Définir la loi de probabilité d’'une v.a. X finie, c’est donc donner
X (Q) ainsi que les probabilités P(X = x) pour x € X(Q).




Legon 89 - Variables

Définition de la loi de probabilité aléatires

On se place désormais sur un espace probabilisé fini (Q2,P).

Définition - Loi (de probabilité) d’'une variable aléatoire
Soit X une v.a. sur Q. Alors 'application

Px: X(Q) —1[0,1]
X — P(X =x)

s’appelle la loi (de probabilité) de X.

Savoir-faire. Définir la loi d’'une variable aléatoire

Définir la loi de probabilité d’'une v.a. X finie, c’est donc donner
X (Q) ainsi que les probabilités P(X = x) pour x € X(Q).

Remarque Notation
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(X = k) comme systéme complet d’événements aléatoires

Proposition - Variable aléatoire et systeme complet
d’événements
Soit X une variable aléatoire définie sur Q.
Alors la famille ((X = x))xeX(Q) est un systéme complet
d’événements, appelé systéeme complet d’événements associé a
X. En particulier,

Z PX=x)=1.

x€X(Q)




(X = k) comme systéme complet d’événements

Proposition - Variable aléatoire et systeme complet
d’événements

Soit X une variable aléatoire définie sur Q.

Alors la famille ((X = x)) est un systéme complet
x€X(Q)

d’événements, appelé systéeme complet d’événements associé a
X. En particulier,
Z PX=x)=1.
x€X(Q)

Démonstration
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Existence d’'une v.a. sous contrainte aléatoires

Proposition - Existence d’une v.a. a priori

Soient E un ensemble fini, £ = {x1,...,x,} et p1,...,p, des
n

réels positifs tels que ) _ p; =1.
i=1

Alors, si Q2 est un ensemble fini tel que CardQ = n,

il existe une probabilité P sur £ et une v.a. X définie sur Q
vérifiant :

Viell,n], P(X =x;) = p;
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Existence d’'une v.a. sous contrainte aléatoires

Proposition - Existence d’une v.a. a priori

Soient E un ensemble fini, £ = {x1,...,x,} et p1,...,p, des
n

réels positifs tels que ) _ p; =1.
i=1

Alors, si Q2 est un ensemble fini tel que CardQ = n,

il existe une probabilité P sur £ et une v.a. X définie sur Q
vérifiant :

Viell,n], P(X =x;) = p;

Démonstration
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Composition

Proposition - Loi d’'une fonction de X

Soient X v.a. sur Q et g une fonction définie sur X ().
Alors la loi de probabilité de Y = g(X) est donnée par
Y (Q) = g(X(Q)) et

VyeY(Q),PY =y)= ) PX=x)= ) PX-=x)
xeg 1({yD) xlg(x)=y




Composition

Proposition - Loi d’'une fonction de X

Soient X v.a. sur Q et g une fonction définie sur X ().
Alors la loi de probabilité de Y = g(X) est donnée par
Y (Q) = g(X(Q)) et

VyeY(Q),PY =y)= ) PX=x)= ) PX-=x)
xeg 1({yD) xlg(x)=y

Démonstration
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aléatoires

Fonction de répartition

Définition - Fonction de répartition

Soit X une v.a.r sur Q. Lapplication Fx: Ef :E(’;(]s %)
s’appelle la fonction de répartition de X ; si
X Q)= {xl,x2, . ,xn}, alors

Vx € R, Fx(x) = Yy, <o P(X = ;).
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Fonction de répartition aléatores

Définition - Fonction de répartition

Soit X une v.a.r sur Q. Lapplication Fx: Ef :E(’;(]s %)
s’appelle la fonction de répartition de X ; si
X Q)= {xl,x2, . ,xn}, alors

Vx € R, Fx(x) = Yy, <o P(X = ;).

Exemple Fonction de répartition du max
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Fonction de répartition aléatores

Définition - Fonction de répartition

Fx: -
Soit X une v.a.r sur Q. Lapplication X Ef »—»E’)(’)l(]s %)
s’appelle la fonction de répartition de X ; si
X Q)= {xl,x2, . ,xn}, alors

Vx € R, Fx(x) = Yy, <o P(X = ;).

Exemple Fonction de répartition du max

Exercice

On lance deux dés a six faces parfaitement équilibrés. Soit X la
variable aléatoire égale a la somme des points obtenus. Donner la
loi de X, sa fonction de répartition ainsi que la loide Y = |X —7|.
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Loi uniforme aléatcires

(Q2,P) désigne un espace probabilisé fini.
Définition - Loi uniforme
On dit gu’une v.a. X suit une loi uniforme sur X(Q) si

1

VXEX(Q),P(X=X)= m

Dans le cas particulier ou X(Q2) =[1,%], on note X — %, et on
a

1
Veell,n],P(X =k)=—.
n




Loi uniforme

(Q2,P) désigne un espace probabilisé fini.

Définition - Loi uniforme
On dit gu’une v.a. X suit une loi uniforme sur X(Q) si

1

VXEX(Q),P(X=X)= m

Dans le cas particulier ou X(Q2) =[1,%], on note X — %, et on
a

1
Veell,n],P(X =k)=—.
n

Remarque Modele pour la loi uniforme %,
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LOI de Bel’nOUHI aléatoires

Définition - Loi de Bernoulli

Soit p €[0, 1]. On dit qu’une v.a.r. X suit une loi de Bernoulli de
parameétre p si X(Q)=1{0,1} et P(X =1) = p, et donc
PX=0=1-p.

On note X — %(p).
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LOI de Bel’nOUHI aléatoires

Définition - Loi de Bernoulli

Soit p €[0, 1]. On dit qu’une v.a.r. X suit une loi de Bernoulli de
parameétre p si X(Q)=1{0,1} et P(X =1) = p, et donc
PX=0=1-p.

On note X — %(p).

Remarque Modéle pour la loi de Bernoulli 28(p)
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LOI de Bel’nOUHI aléatoires

Définition - Loi de Bernoulli

Soit p €[0, 1]. On dit qu’une v.a.r. X suit une loi de Bernoulli de
parameétre p si X(Q)=1{0,1} et P(X =1) = p, et donc
PX=0=1-p.

On note X — %(p).

Remarque Modéle pour la loi de Bernoulli 28(p)

Savoir-faire. Exploitation d’'indicatrice (1)
Trés souvent, on associera a I'événement A c (), la variable
1 siweA

léatoire X =14 10— .
aléatoire A@ {O A
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Loi binomiale aléatoires

Définition - Loi binomiale
Soient n € N* et p € [0, 1]. On dit qu’'une v.a.r. suit une loi
binomiale de parametres n et p si X(Q) =[0,n] et

VEel0,n],P(X =k)= (Z)pk(l -p)" k.

On note X — %B(n, p). |
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Loi binomiale aléatoires

Définition - Loi binomiale
Soient n € N* et p € [0, 1]. On dit qu’'une v.a.r. suit une loi
binomiale de parametres n et p si X(Q) =[0,n] et

VEel0,n],P(X =k)= (Z)pk(l -p)" k.

On note X — %(n, p).

Remarque Modele pour la loi binomiale %(n, p)
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Définition du couple ou 2-uplet

Soit (Q2,P) un espace probabilisé fini. On a déja rencontré cette
situation dans le cas du lancer de dés.

Définition - Couple de variables aléatoires

Soient X et Y deux variables aléatoires sur 2, a valeurs
respectivement dans les ensembles E et F'.
Lapplication
Z: Q —ExF
0w —Xw),Yw))

est appelée couple de variables aléatoires, c’est donc une v.a. a
valeurs dans E x F'. On note Z = (X,Y).
OnaZ(Q)cX(Q)xY(Q).

Si X et Y sont des v.a.r. on parle de couple de v.a.r.

Legon 89 - Variables
aléatoires
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Loi conjointe, lois marginales aléatorres

Définition - Loi conjointe, lois marginales
On appelle loi conjointe de X et Y la loi du couple Z =(X,Y),
c’est-a-dire I'application

Pxy): Z(Q) —1[0,1]
) —P(X,¥) =) =P(X =0 =y)

On appelle lois marginales du couple (X,Y’) les deux lois de
probabilité, respectivementde X et Y.

OnaPx:x— ) P((X,Y)=(x,y)) (etde méme pour Py).
Y=y




Loi conjointe, lois marginales

Définition - Loi conjointe, lois marginales
On appelle loi conjointe de X et Y la loi du couple Z =(X,Y),
c’est-a-dire I'application

Pxy): Z(Q) —1[0,1]
) —P(X,¥) =) =P(X =0 =y)

On appelle lois marginales du couple (X,Y’) les deux lois de
probabilité, respectivementde X et Y.

OnaPx:x— ) P((X,Y)=(x,y)) (etde méme pour Py).
Y=y

Attention. Lien entre les deux lois
A partir de la loi conjointe d’'un couple de v.a. on peut déterminer
les lois marginales. La réciproque est fausse.

Legon 89 - Variables
aléatoires
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Loi conditionnelle aléatoires

Définition - Loi conditionnelle

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires.

Pour x € X (Q) fixé tel que P(X = x) # 0, on appelle loi
conditionnelle de Y sachant (X =x) laloi de Y pour la
probabilité Px-y), c’est-a-dire I'application :

Y(Q) —1I0,1]
y —P(Y =y|X =x)

De méme on peut définir, pour y € Y(Q) tel que P(Y = y) #0, la
loi conditionnelle de X sachant (Y = y).
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Exercices aléatcires

Exercice

On lance trois fois de suite une piéce équilibrée. Soient X la v.a.
qui vaut 1 si le premier jet donne "pile” et 0 sinon, et X9 la v.a.
égale au nombre de "face” obtenu.

Déterminer la loi conjointe et les lois marginales du couple
(X1,X02).

Déterminer la loi conditionnelle de X1 sachant (Xg = 1).
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Exercices aléatcires

Exercice

Un sac contient 4 boules numérotées de 1 a 4. On tire deux
boules avec remise et on note X1 et Xg les numéros obtenus. On
pose X = X7 et Y = max(X1,X2).

Déterminer la loi conjointe ainsi que les lois marginales du couple
(X1,X2). Déterminer la loi conjointe ainsi que les lois marginales
du couple (X,Y). Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant
(X =2).
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Condition nécessaire et suffisante de loi de couple aléatoires

Proposition - Caractérisation de loi de couple de v.a.

Soient E et F' deux ensembles.
{((xi,yj),pij) € (E x F) x [R| 1<i<ri sjss} est la loi d'un
couple de v.a. si et seulement si

V@i, ell,rlx[1,s],p;;=0et 222125:1})”' =1.
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Condition nécessaire et suffisante de loi de couple aléatores

Proposition - Caractérisation de loi de couple de v.a.
Soient E et F' deux ensembles.
{3, pij) € (B x P x [R| 1<i<r,1<j<s} estlaloidun
couple de v.a. si et seulement si

V@i, ) €l1,rlx[1,s],p;;=0et Xi_ X5 pij=1.

Démonstration




Généralisation a des n-uplets
Les définitions peuvent se généraliser a des n-uplets de v.a.

Proposition - Vecteur aléatoire

Soientn e N*, E1,...,E, des ensembles et X1,...,X, nv.a.
sur Q. La variable aléatoire a valeurs dans E1 x --- x E,

X: QO —-Ex---xE,
0 —Xi(w),...,X,(0))

est appelée n-uplet de variables aléatoires noté

X =Xq,...,X5).

OnaX(Q)cX1(Q)x---x X,(Q).

Siles X; sont des v.a.r. on parle de n-uplet de v.a.r. ou de
vecteur aléatoire a valeur dans R”.

La loi conjointe de X71,...,X,, est la loi du n-uplet

X =(X4,...,X,) Les lois marginales de X =(X4,...,X}) sont
les n lois de probabilité des v.a. X1,...,X,, elles peuvent se
déduire de la loi conjointe.

Legon 89 - Variables
aléatoires
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COﬂC' USIOn aléatoires

Objectifs

= Variables aléatoires

= Exemple classique de loi de variables aléatoires
= Couple de variables aléatoires
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COﬂC'USIOn aléatoires
Objectifs
= Variables aléatoires

> Une variable aléatoire est un « nombre potentiel » !
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Objectifs
= Variables aléatoires

> Une variable aléatoire est un « nombre potentiel » !

> Deux points de vue




Conclusion
Objectifs
= Variables aléatoires
» Une variable aléatoire est un « nombre potentiel » !
> Deux points de vue :

> X :Q — Reton s’intéresse aux événements
[X = k1= X"1({k}) image réciproque de {k} c R par X
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Conclusion
Objectifs
= Variables aléatoires
» Une variable aléatoire est un « nombre potentiel » !
> Deux points de vue :

> X :Q — R eton s'intéresse aux événements
[X = k1= X"1({k}) image réciproque de {k} c R par X
> X crée une partition de Q2
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Conclusion
Objectifs
= Variables aléatoires
» Une variable aléatoire est un « nombre potentiel » !
> Deux points de vue :
> X :Q — R eton s'intéresse aux événements
[X = k1= X"1({k}) image réciproque de {k} c R par X
> X crée une partition de Q2
> Les variables aléatoires peuvent étre composée avec des
fonctions réelles

Legon 89 - Variables
aléatoires
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COﬂC'USIOn aléatoires
Objectifs
= Variables aléatoires

> Une variable aléatoire est un « nombre potentiel » !

v

Deux points de vue

\4

Les variables aléatoires peuvent étre composée avec des
fonctions réelles

La loi de X est la donnée des P(X = k), pour & € X(Q).

v
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COﬂC'USIOn aléatoires
Objectifs
= Variables aléatoires

> Une variable aléatoire est un « nombre potentiel » !
> Deux points de vue

> Les variables aléatoires peuvent étre composée avec des
fonctions réelles

> La loi de X est la donnée des P(X = k&), pour k € X(Q).

> ([X =EkDrex(q) est un systeme complet d’événements
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COﬂC'USIOn aléatoires
Objectifs
= Variables aléatoires

> Une variable aléatoire est un « nombre potentiel » !
> Deux points de vue

> Les variables aléatoires peuvent étre composée avec des
fonctions réelles

> La loi de X est la donnée des P(X = k&), pour k € X(Q).
> ([X =EkDrex(q) est un systeme complet d’événements

> SiY =g(X)alors P(Y =k)= Z PX =h)
h | g(h)=k
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Conclusion aléatores
Objectifs
= Variables aléatoires
> Une variable aléatoire est un « nombre potentiel » !
> Deux points de vue

> Les variables aléatoires peuvent étre composée avec des
fonctions réelles

> La loi de X est la donnée des P(X = k&), pour k € X(Q).
> ([X =EkDrex(q) est un systeme complet d’événements

> SiY =g(X)alors P(Y =k)= Z PX =h)
h | g(h)=k

> Fonctions de répartitions : Fx : t — P(X <t)




Legon 89 - Variables

COﬂC' USIOn aléatoires

Objectifs

= Variables aléatoires

= Exemple classique de loi de variables aléatoires
= Couple de variables aléatoires
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Conclusion aleatoires
Objectifs
= Variables aléatoires
= Exemple classique de loi de variables aléatoires

> Si toutes las valeurs prises par X sont équiprobables,
on dit que X suit une loi uniforme : X — 2 ([1,#(X ().
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Conclusion aleatoires
Objectifs
= Variables aléatoires
= Exemple classique de loi de variables aléatoires
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> Si toutes las valeurs prises par X sont équiprobables,
on dit que X suit une loi uniforme : X — 2 ([1,#(X ().

> Si X(Q)=1{0,1} (seulement deux issues vues par X), en notant
p=PX=1),
on dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p : X — JB(p).

> Si X est la somme de n variables de Bernoulli indépendantes
ou X compte le nombre de succes lorsqu’on répéte n fois de
facon indépendante une méme opération élémentaires de
probabilité de succes p,
on dit que X suit une loi binomiale de parametre (n, p) :
X — B(n,p)
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= Variables aléatoires

= Exemple classique de loi de variables aléatoires
= Couple de variables aléatoires

> Définition : Z(w) = (X(w),Y (w))

> Loi conjointe : loi de Z (représentée dans un tableau).
Lois marginales : lois de X et Y (on exploite souvent la FPT)

> Lois conditionnelles : Px=»)(Y = y)...

> Généralisation a un vecteur de toute taille. . .
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Pour le prochain cours
> Lecture : 3. Indépendance
> Exercice n°770 & 778




