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Formes n-linéaires

K=R ou C.

Définition - Application n-linéaire
Soient E,F deux K-espaces vectoriels.
On dit que Φ : En → F est une application n-linéaire si

∀(X1, . . . , Xn) ∈ En, ∀(X ,Y ) ∈ E2, ∀(λ,µ) ∈K2,∀ i ∈ [[1,n]]
Φ(X1, . . . , X i−1,λX +µY , X i+1, . . . , Xn)

=λΦ(. . . , X i−1, X , X i+1, . . .)+µΦ(. . . , X i−1,Y , X i+1, . . .)

i.e. : ∀i ∈ [[1,n]],Φi : X 7→Φ(X1, . . . , X i−1, X , X i+1, . . . , Xn) est
linéaire.
On note Ln(E,F) l’ensemble des app. n-linéaires de En dans F.

Définition - Forme n-linéaire
Si Φ est une application n-linéaire de En dans K,
on dit que Φ est une forme n-linéaire sur E. (Ln(E,K)=Ln(E))
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Symétrique/antisymétrique

Définition -Forme n-linéaire symétrique ou antisymétrique
On dit que Φ, forme n-linéaire sur E, est :

Ï symétrique si
∀σ ∈ Sn, ∀(X1, . . . , Xn) ∈ En,
Φ(Xσ(1), . . . , Xσ(n))=Φ(X1, . . . , Xn)

Ï antisymétrique si
∀σ ∈ Sn, ∀(X1, . . . , Xn) ∈ En,
Φ(Xσ(1), . . . , Xσ(n))= ϵ(σ)Φ(X1, . . . , Xn)
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Symétrique/antisymétrique

Proposition - Caractérisation et permutation
Φ est symétrique si et seulement si, lorsque l’on échange deux
vecteurs quelconques, le résultat est inchangé.
Φ est antisymétrique si et seulement si, lorsque l’on échange
deux vecteurs quelconques, le résultat est transformé en son
opposé.

Démonstration
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Forme alternée

Définition - Forme n-linéaire alternée
Une forme n-linéaire Φ sur E est dite alternée si

∀i ̸= j ∈ [[1,n]], X i = X j ⇒Φ(X1, . . . , X i, . . . , X j, . . . , Xn)= 0.
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Forme alternée et antisymétrie

Théorème - Equivalence : alternée et antisymétrique
Soit Φ une forme n-linéaire sur E. Alors on a

Φ antisymétrique ⇐⇒Φ alternée

Démonstration
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Image d’une base

On sait qu’une application linéaire est parfaitement définie par
l’image d’une base. Qu’en est-il d’une forme n-linéaire
(antisymétrique)?

Analyse Ecriture sur une base pour une forme alternée
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Image d’une base

Cette analyse donne la démonstration de la proposition suivante :

Proposition - Ecriture selon une base
Soient E un K-e.v. de dim. n Ê 2, E = (e1, . . . , en) une base de E.
On considère Φ ∈An(E) (forme n-linéaire alternée).
Soit (X1, . . . , Xn) ∈ En. Alors

Φ(X1, . . . , Xn)= ∑
σ∈Sn

xσ(1),1xσ(2),2 . . . xσ(n)nϵ(σ)Φ(e1, . . . , en)
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Définition

Définition - Déterminant de n vecteurs
Soient E un Kev de dimension n, E = (e1, . . . , en) une base de E.

Soient X1, . . . , Xn n vecteurs de E, X j =

x1 j
...

xn j


E

.

On appelle déterminant de (X1, . . . , Xn) dans la base E le
scalaire

det
E

(X1, . . . , Xn)= ∑
σ∈Sn

ϵ(σ)xσ(1),1 . . . xσ(n),n.

On note detE (X1, . . . , Xn)=

∣∣∣∣∣∣∣
x11 . . . x1n

...
...

xn1 . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣ .

Remarque Pour n = 2 ou n = 3 on a
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Forme alternée

Théorème - Propriété (essentielle) du déterminant
Soient E un K-e.v. de dimension n, E = (e1, . . . , en) une base de
E. Alors

detE : En →K

(X1, . . . , Xn) 7→ detE (X1, . . . , Xn)

est une forme n-linéaire alternée telle que detE (e1, . . . , en)= 1.

Démonstration
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Structure algébrique de An(E)

Théorème - Structure algébrique de An(E)
Soient E un K-e.v. de dimension n, E = (e1, . . . , en) une base de
E.
Alors l’ensemble An(E) des formes n-linéaires alternées est une
droite vectorielle, engendrée par detE .
detE est l’unique forme n-linéaire alternée Φ telle que
Φ(e1, . . . , en)= 1, les autres formes n-linéaires alternées lui sont
proportionnelles.

Démonstration
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Lien avec les bases

Théorème - Changement de base

Soient E un K-e-v. de dimension n, E = (e1, . . . , en) et
E ′ = (e′1, . . . , e′n) des bases de E. Soit (X1, . . . , Xn) ∈ En. Alors
detE ′(X1, . . . , Xn)= detE ′(e1, . . . , en)×detE (X1, . . . , Xn)
c’est-à-dire detE ′ = detE ′(E )×detE

Démonstration
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Lien avec les bases

Théorème - Caractérisation des bases
Soient E un K-e-v. de dimension n, E une base de E,
B = (X1, . . . , Xn) une famille de n vecteurs de E. Alors

B base de E ⇐⇒ det
E

(B) ̸= 0

Démonstration
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Orientation

Définition - Orientation d’un espace
Soit B0 une base donnée de E et B une autre base. On sait que
detB0(B) ̸= 0.
Les bases de E se classent donc en deux ensembles : celles
telles que detB0(B)> 0 et celles telles que detB0(B)< 0.
On oriente donc E en choisissant une base B0 de référence qui
sera dite directe,
les bases B telles que detB0(B)> 0 sont dites directes,
les bases B telles que detB0(B)< 0 sont dites indirectes.
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