ITVF LAVERGNE

PO OV Y! B A A A A A A A A b i &
» Fad
[ ] g ¢
’ 3
» I
’ g «
» 2
’ «
» «
» «
» «
’ «
’ «
] e +yn_:zﬂ - 4
s ma pas'de solution pour des entiers n f
’ «
[ ] L]

Lecon 93 - Déterminants

7 mai 2025

Lecon 93 -
Déterminants




7 - . Lecon 93 -
= Quelques résultats complémentaires pour le calcul de Déterminants

déterminant

1. Problemes
2. Applications multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs
3.2. Déterminant d’'un endomorphisme
3.3. Déterminant d’'une matrice
3.4. Conséquences pratiques pour le calcul des déterminants

4. Calculs et applications des déterminants
4.1. Formule de Cramer pour inverser un systeme
4.2. Déterminant de matrices par blocs
4.3. Développement suivant une ligne ou une colonne
4.4. Calcul de I'inverse
4.5. Déterminant comme fonction polynomiale




= Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
déterminant

1. Problémes
2. Applications multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs

4. Calculs et applications des déterminants

Lecon 93 -
Déterminants




Définition

Définition - Déterminant de n vecteurs

Soient E un Kev de dimension n, & =(e1,...,e,) une base de E.
x1j

Soient X1,...,X, nvecteursde E, X; =

On appelle déterminant de (X71,...,X,) dans la base & le

scalaire

det(X, ..., X,) = Y e(0)xe)1-- - Xo(n)n-

€S,

X11 ... Xin
On note detg(X1,...,X,) =

Xpl ... Xnn
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Structure algébrique de <7, (E) Deéterminaris

Théoreme - Structure algébrique de <7, (E)

Soient E' un K-e.v. de dimension n, & = (eq,...,e;) une base de
E.

Alors I'ensemble <7, (E) des formes n-linéaires alternées est une
droite vectorielle, engendrée par dets.

dete est I'unique forme n-linéaire alternée @ telle que
D(eq,...,e,) =1, les autres formes n-linéaires alternées lui sont
proportionnelles.
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Lien avec les bases Déterminants

Théoreme - Changement de base

Soient E' un K-e-v. de dimension n, & = (eq,...,ey) et

&' =(e,...,e,) des bases de E. Soit (X1,...,X,) € E". Alors
dete(X1,...,X,) =dete(eq,...,e,) xdete(X1,...,X,)
c’est-a-dire deter = dete(&) x dete
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Lien avec les bases Déterminants

Théoreme - Changement de base

Soient E' un K-e-v. de dimension n, & = (eq,...,ey) et

&' =(e,...,e,) des bases de E. Soit (X1,...,X,) € E". Alors
dete(X1,...,X,) =dete(eq,...,e,) xdete(X1,...,X,)
c’est-a-dire deter = dete(&) x dete

Démonstration
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Lien avec les bases Déterminants

Théoréme - Caractérisation des bases

Soient E un [K-e-v. de dimension n, & une base de E,
B =(X1,...,X,) une famille de n vecteurs de E. Alors

9B base de E <— dgt(@) #0
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Lien avec les bases Déterminants

Théoréme - Caractérisation des bases

Soient E un [K-e-v. de dimension n, & une base de E,
B =(X1,...,X,) une famille de n vecteurs de E. Alors

9B base de E <— dgt(@) #0

Démonstration
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Orlentatlon Déterminants

Définition - Orientation d’un espace

Soit BB une base donnée de E et 8 une autre base. On sait que
detgz, (2) # 0.

Les bases de E se classent donc en deux ensembles : celles
telles que detgz,(98) > 0 et celles telles que detgz,(28) < 0.

On oriente donc E en choisissant une base %, de référence qui
sera dite directe,

les bases 28 telles que detg,(28) > 0 sont dites directes,

les bases 2 telles que detg,(98) < 0 sont dites indirectes.
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Déflnt”on Déterminants

Définition - Déterminant d’'un endomorphisme

Soient E un K-ev de dimension n, & =(eq,...,e,) une base de
E.

Soit u € L(E).

Le scalaire detg(u(eq),...,uley,)) est indépendant de &. On le
note det(u) ou det u (déterminant de 'endomorphisme u) et

V(Xq,...,X5) EE”,dégt(u(Xl),...,u(Xn)) = det(u)nget(Xl,...,A

V.
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Déflnt”on Déterminants

Définition - Déterminant d’'un endomorphisme

Soient E un K-ev de dimension n, & =(eq,...,e,) une base de
E.

Soit u € L(E).

Le scalaire detg(u(eq),...,uley,)) est indépendant de &. On le
note det(u) ou det u (déterminant de 'endomorphisme u) et

V(Xq,...,X5) EE”,dégt(u(Xl),...,u(Xn)) = det(u)nget(Xl,...,A

V.

Il faut faire une démonstration, bien que ce soit une définition :
indépendance selon la base.
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Déflnt”on Déterminants

Définition - Déterminant d’'un endomorphisme

Soient E un K-ev de dimension n, & =(eq,...,e,) une base de
E.

Soit u € L(E).

Le scalaire detg(u(eq),...,uley,)) est indépendant de &. On le
note det(u) ou det u (déterminant de 'endomorphisme u) et

V(Xq,...,X5) EE”,dégt(u(Xl),...,u(Xn)) = det(u)nget(Xl,...,A

V.

Il faut faire une démonstration, bien que ce soit une définition :
indépendance selon la base.

Démonstration

On montre que @, : (X71,...X,) — dete(u(X1),... u(X,)) est
forme n-linéaire alternée.




Propriétés

Proposition - Premiers résultats

Soient u,v € ZL(E), LK ou E est un K-e.v. de dimension n.

Alors
— det IdE =1

— det(Au)=21"det u
— det(uov)=detu xdetv
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Déterminants




Lecon 93 -
Déterminants

Propriétés

Proposition - Premiers résultats
Soient u,v € ZL(E), LK ou E est un K-e.v. de dimension n.

Alors
— det IdE =1

— det(Au)=21"det u
— det(uov)=detu xdetv

Démonstration
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Inverse d’'un endomorphisme Déterminants

Théoreme - Déterminant et inverse d’endomorphisme
Soient E un K-e.v. de dimension n, u € £(E).
OnaueGL(E)< detu #0.

1
De plus, si u € GL(E) alors det(z 1) =

detu’




Lecon 93 -

Inverse d’'un endomorphisme Déterminants

Théoreme - Déterminant et inverse d’endomorphisme
Soient E un K-e.v. de dimension n, u € £(E).
OnaueGL(E)< detu #0.

1
De plus, si u € GL(E) alors det(z 1) =

detu’

Démonstration
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Inverse d’'un endomorphisme Déterminants

Théoreme - Déterminant et inverse d’endomorphisme
Soient E un K-e.v. de dimension n, u € £(E).
OnaueGL(E)< detu #0.

1
De plus, si u € GL(E) alors det(z 1) =

detu’

Démonstration

Attention - Non linéarité (par rapport a 'endomorphisme)

det(u + v) est en général différent de detu + detv.
Contre-exemple & avoir en téte :
det(Idg +Idg)=det(2Idg)=2" #1+1 pour n = 2.
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Inverse d’'un endomorphisme Déterminants

Théoreme - Déterminant et inverse d’endomorphisme
Soient E un K-e.v. de dimension n, u € £(E).
OnaueGL(E)< detu #0.

1
De plus, si u € GL(E) alors det(z 1) =

detu’

Démonstration

Attention - Non linéarité (par rapport a 'endomorphisme)

det(u + v) est en général différent de detu + detv.
Contre-exemple & avoir en téte :
det(Idg +Idg)=det(2Idg)=2" #1+1 pour n = 2.

Remarque Morphisme de groupes
det gL (z) est un morphisme du groupe GL(E) sur le groupe K*
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3.3. Déterminant d’'une matrice

4. Calculs et applications des déterminants
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3.3. Matrice
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Défln |t|0n Déterminants

Définition - Déterminant d’'une matrice
Soit A = (a;;)1<i,j<n € An(K).
On note & =(ey,...,e,) la base canonique de K" et Cy,...,Cjp,
les vecteurs colonnes de A (éléments de K™).
On pose alors
detA =detg(Cy,...,Cr) = Yyes, €@ aviiyis
ailr] ... Qin
noté detA =

Anpl ... Qpup




Savoir-faire

Truc & Astuce pour le calcul -Casn=2oun=3

det(z 2): ‘Z Z —ad - be.
a1 @12 @13 a1 a1z a3
det| ag1 ag2 ag3 |=| ag1 az2 ag3 |=
a3l aszz asg3 as1 asz asgs

01,1022033+021032013 t02310212023— 0130220371 —
23032011 —033012021-
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3.3. Matrice
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Lien avec I'endomorphisme Déterminants

Théoréme - Commutativité de det et de u — Z»(u)

Soient £ un [K-e.v. de dimension n, & une base de E, u € L(F)
et A = He(u). Alors detu =det A
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Lien avec I'endomorphisme Déterminants

Théoréme - Commutativité de det et de u — Z»(u)

Soient £ un [K-e.v. de dimension n, & une base de E, u € L(F)
et A = He(u). Alors detu =det A

Démonstration
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Premiéres propriétés Determinans

Proposition - Premieres propriétés
Soient A,B € 4, (K), A € K. Alors
o detl, =1
det(LA) =1"detA
det(AB)=detA x detB
A estinversible ssi detA # 0 et alors det(A™1) = ﬁ
deux matrices semblables ont méme déterminant
det(!A) =detA
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Premiéres propriétés Determinans

Proposition - Premieres propriétés
Soient A,B € 4, (K), A € K. Alors
o detl, =1
det(LA) =1"detA
det(AB)=detA x detB
A estinversible ssi detA # 0 et alors det(A™1) = ﬁ
deux matrices semblables ont méme déterminant
det(!A) =detA

Démonstration
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COI’O”aI re Déterminants

Corollaire - Déterminant en lignes

SiL1,...,L, désignent les lignes de A, alors det A est le
déterminant des vecteurs lignes de A i.e.
detA =det(‘L1,...,!L,).
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COI’O”aI re Déterminants

Corollaire - Déterminant en lignes

SiL1,...,L, désignent les lignes de A, alors det A est le
déterminant des vecteurs lignes de A i.e.
detA =det(‘L1,...,!L,).

Démonstration
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EXG rCICe Déterminants

Exercice
On note E =R3. Soita,b,c € E et f € L(E). Montrer que :

det(f(a),b,c)+det(a, f(b),c)+det(a, b, f(c)) =tr(f)xdet(a,b,c)
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S aVO | r'fal I’e Déterminants

Savoir-faire. Liste de bonnes habitudes
1. On ne change pas le déterminant d’'une matrice en ajoutant
a I'un des vecteurs colonnes (resp. lignes) une combinaison
linéaire des autres vecteurs colonnes (resp.lignes).

2. Le déterminant d’'une matrice dépend linéairement de
chacun des vecteurs colonnes (resp. lignes).

3. Sion effectue une permutation o sur les vecteurs colonnes
(resp. lignes) le déterminant est multipliés par e(o) (par —1
dans le cas d’'un échange de deux colonnes ou deux lignes)

4. Le déterminant d’'une matrice diagonale est le produit des
éléments diagonaux.
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ExempleS Déterminants
Exemple Opération sur les colonnes
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Exemples Déterminants
Exemple Opération sur les colonnes
Exemple Dépendance linéaire

nces pratiques
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Exemples Déterminants
Exemple Opération sur les colonnes
Exemple Dépendance linéaire
On démontre le résultat concernant les matrices diagonales.
Démonstration

3.4. Gonséquences pratiques
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Exemp|eS Déterminants
Exemple Opération sur les colonnes
Exemple Dépendance linéaire
On démontre le résultat concernant les matrices diagonales.

Démonstration

Exercice
Avec les regles précédentes, montrer que
a-b-c 2a 2a

2b b-c—-a 26 |=(a+b+c).
2¢ 2¢ c—a-b

3.4. Gonséquences pratiques




= Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
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3. Déterminant

4. Calculs et applications des déterminants
4.1. Formule de Cramer pour inverser un systéme
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Formule de Cramer

Proposition - Formule de Cramer
Considérons le systtme AX = b avec A € GL ,(K) et
b,X € My 1(K).

Alors pour tout i € N,
_ det(C1(A),...C;-1(A),b,Ci11(A),...Cr(A)

X1 =
X detA )
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Formule de Cramer Déterminants

Proposition - Formule de Cramer
Considérons le systtme AX = b avec A € GL ,(K) et
b,X € My 1(K).

Alors pour tout i € N,
_ det(C1(A),...C;-1(A),b,Ci11(A),...Cr(A)

[X):i = detA

Démonstration
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4.2. Déterminant de matrices par blocs
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4.2. Déterminant de matrices.
par bl
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Déterminant de matrices par blocs Determinaris

Proposition - Matrices triangulaires par blocs
Soit M € 4, (K). On suppose que M peut s’écrire par blocs

A
M= (O g) ou A et B sont des matrices carrées. Alors on a

det M =det A det B.




Lecon 93 -

Déterminant de matrices par blocs Determinaris

Proposition - Matrices triangulaires par blocs
Soit M € 4, (K). On suppose que M peut s’écrire par blocs

A
M= (O g) ou A et B sont des matrices carrées. Alors on a

det M =det A det B.

Démonstration
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Déterminant de matrices par blocs Determinaris

Proposition - Matrices triangulaires par blocs
Soit M € 4, (K). On suppose que M peut s’écrire par blocs

A
M= (O g) ou A et B sont des matrices carrées. Alors on a

det M =det A det B.

Démonstration
Remarque Transposé
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4.3. Développement suivant une ligne ou une colonne
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une ligne ou une colonne
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Cas d’une matrice triangulaire Deéterminaris

En appliquant alors par récurrence le résultat précédent, on
obtient la
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Cas d’une matrice triangulaire Deéterminaris

En appliquant alors par récurrence le résultat précédent, on
obtient la
Proposition - Déterminant d’'une matrice triangulaire

Le déterminant d’'une matrice diagonale ou triangulaire est le
produit des éléments diagonaux.
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Cas d’une matrice triangulaire Deéterminaris

En appliquant alors par récurrence le résultat précédent, on
obtient la
Proposition - Déterminant d’'une matrice triangulaire

Le déterminant d’'une matrice diagonale ou triangulaire est le
produit des éléments diagonaux.

Démonstration
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Mineur. Cofacteur Déterminants

Définition - Mineur et cofacteur

On appelle mineur d'indice (i, ) de A le déterminant de la
sous-matrice de A obtenue en supprimant la i-ieme ligne et la
J-ieme colonne de A.

On appelle cofacteur d’indice (i, j) le produit du mineur d’indice

(i,7) par (=1)i*/. ]
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Développement par rapport a une ligne ou une Determinanis
colonne

Théoréme - Calcul du déterminant par développement

Soit 1 <k <n. Alors, A; ; désignant le cofacteur d’indice (i, j)
dans la matrice A € ./, (IK),on a:
detA =
X" jairA;r développement suivant la k-iéme colonne
detA =
Y7 jarjAp,; développement suivant la k-ieme ligne
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Développement par rapport a une ligne ou une Determinanis
colonne

Théoréme - Calcul du déterminant par développement

Soit 1 <k <n. Alors, A; ; désignant le cofacteur d’indice (i, j)
dans la matrice A € ./, (IK),on a:
detA =
X" jairA;r développement suivant la k-iéme colonne
detA =
Y7 jarjAp,; développement suivant la k-ieme ligne

Démonstration




Lecon 93 -

ExerCICeS Déterminants
Exercice
1 1 -1 2
3 0 1 2
Calculer 9 9 1 1"
11 3 1
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EXG rCICeS Déterminants

Exercice
11 -1 2
3 0 1 2
Calculer 9 9 1 1"
11 3 1
Exercice
11 0 0 ... 0
11 1 O 0
01 1 1 0
SoitD, =|-
S o1
00 ... 0 1 1

Déterminer une relation de récurrence entre D,,, D,,_1 et D,,_o,
en déduire D,,.
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4.4. Calcul de linverse

Lecon 93 -
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4.4. Calcul de lnverse




det A et cofacteurs

Soit A =(aj)1<i<n € An(K)

1sjs<n
Proposition - Relation linéaire

n
Vj,kell,nl, Z a;jA;p,=0;rdetA
i=1

n
Vi,kell,n], Z a;jAp;j=0;rdetA

J=1

Lecon 93 -
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det A et cofacteurs

Soit A =(aj)1<i<n € An(K)

1sjs<n

Proposition - Relation linéaire

n
Vj,kell,nl, Z a;jA;p,=0;rdetA
i=1

n
Vi,kell,n], Z a;jAp;j=0;rdetA
j=1

Démonstration
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ComatrlCe Déterminants

Définition - Comatrice
La matrice (A;;)1<i<n est appelée la comatrice de A et notée

1sjsn
ComA.

4.4. Calcul de lnverse




Comatrice

Définition - Comatrice
La matrice (A;;)1<i<n est appelée la comatrice de A et notée

1sjsn
ComA.

Théoréme - Expression de A~! avec la comatrice
VA € M,(K), A x 1ComA = ‘ComA x A = (detA)I,,.

Donc, si det A # 0 alors A est inversible et A™1 = —— f{ComA.

Démonstration

Lecon 93 -
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E n p I’ath U e ? Déterminants

Exercice
a b ¢

SoitA=|d e f|telleque det(A)#0. Déterminer A~1.
g h i
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E n p I’ath U e ? Déterminants

Exercice
a b ¢

SoitA=|d e f|telleque det(A)#0. Déterminer A~1.
g h i

Savoir-faire. Utilisation de A~! avec la comatrice

Mis a part pour n =2, on n'utilise pas cette formule pour calculer
A~! car les calculs sont trop longs. Quelle est leur complexité ?
n!x n pour § et (n — 1)! x (n — 1) par chacun des n? coefficients.
Donc au total O(n? x n!). ..
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4.5. Déterminant comme fonction polynomiale
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4.5. Déterminant comme
polynome:
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S aVO | r'fal I’e Déterminants

Savoir-faire. S'il y a un x comme coefficient(s) de A

n
detA= ) (o) ][] Coef; 5()(A).
geS, i=1
Si x* se glisse parmi les coefficients de A, alors det A, est
nécessairement une fonction polynomiale en x. On peut alors :

1. chercher son degré (d), en organisant bien notre réflexion

2. trouver des valeurs particulieres pour des valeurs de x
particulieres et en nombre suffisant (= d) pour en déduire
une expression directe et explicite du déterminant
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Déterminant de Vandermonde Déterminants

On va utiliser cette analyse pour démontrer la proposition
suivante (déterminant de Vandermonde)




Déterminant de Vandermonde

On va utiliser cette analyse pour démontrer la proposition
suivante (déterminant de Vandermonde)

Proposition - Déterminant de Vandermonde
On note A(x1,x9,..,x,) la matrice qui suit :

1 1 1 1
x1 X9 X3 ... Xp
2 2 2 2
x] x5 x5 ... Xy
n—1 n-1 n—1 n-1
x] x4 xg e Xy

et V(x1,x9,..,x,) le déterminant cette matrice. Alors
V(x1,%2,..,%0) = [ ji<i<j<n(xj — Xi)

Lecon 93 -
Déterminants




Déterminant de Vandermonde

On va utiliser cette analyse pour démontrer la proposition
suivante (déterminant de Vandermonde)

Proposition - Déterminant de Vandermonde
On note A(x1,x9,..,x,) la matrice qui suit :

1 1 1 1
x1 X9 X3 ... Xp
2 2 2 2
x] x5 x5 ... Xy
n—1 n-1 n—1 n-1
x] x4 xg e Xy

et V(x1,x9,..,x,) le déterminant cette matrice. Alors
V(x1,%2,..,%0) = [ ji<i<j<n(xj — Xi)

Démonstration

Lecon 93 -
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Application du déterminant de Vandermonde Déterminans

Corollaire - Inversibilité de la matrice Vandermonde

A(x1,x9,..,x,) est inversible si et seulement si les x; sont deux a
deux distincts.
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Application du déterminant de Vandermonde Déterminans

Corollaire - Inversibilité de la matrice Vandermonde

A(x1,x9,..,x,) est inversible si et seulement si les x; sont deux a
deux distincts.

Exercice

Soit n € N. Soit (11, 19,...1,) € C™.

On note e, : x — e,

Montrer que la famille (e, eg9,...e}) est libre si et seulement si
Vi#an,/li?f/lj
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COﬂC' USIOn Déterminants

Objectifs
= Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
déterminant
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Conclusion Déterminants
Objectifs
= Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
déterminant

> Déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure
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Conclusion Déterminarts
Objectifs
= Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
déterminant
> Déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure

> Extension : déterminant par blocs
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Conclusion Déterminarts
Objectifs
= Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
déterminant
> Déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure
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» Formule théorique d’inversion d’une matrice avec la comatrice.

> Quel lien entre le rg(A) et det ?
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COﬂC' USIOn Déterminants

Objectifs
= Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
déterminant

Pour le prochain cours
» Lecture du cours : chapitre 35 : Séries
» Exercice n°625, 629 & 631

» TD:
jeudi 8h-10h : 615, 626, 622, 634, 641
jeudi 10h-12 : 616, 627, 628, 635, 643
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