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Probléme Expérience physique 1. Problemes
Probléme Projection selon un vecteur

Probléme Espaces orthogonaux
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Probléme Décomposition sur une base 1. Problémes
Probléme Bases orthonormées

Probléme Dualité et probléme réciproque
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1. Problémes

2. Définitions et regles de calcul
2.1. Produit scalaire
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Dans ce chapitre les espaces vectoriels sont des R-espaces
vectoriels exclusivement.




Produit scalaire. Définitions

Dans ce chapitre les espaces vectoriels sont des R-espaces
vectoriels exclusivement.
Définition - Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel. On dit que ¢ est un produit scalaire
sur E si ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive,
c’est-a-dire si ¢ est une application de E x E dans R vérifiant :

1. (bilinéaire)
V(x,x',y) € E3, V(A1) € RZ, p(Ax + Ax', y) = Ap(x, v) + A'p(x’, y)
V(x,y,y) € E3 YA, A) eRZ, p(x, Ay + A'y') = Aplx, ) + A plx, ')
2. (symétrique) V(x,y) € E2, ¢p(x,y) = p(y,x)
3. (positive) VxeE, p(x,x)=0
4. (définie) VxeE, plx,x)=0=>x=0g

Legon 101 - Espaces
euclidiens




Produit scalaire. Définitions

Dans ce chapitre les espaces vectoriels sont des R-espaces
vectoriels exclusivement.
Définition - Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel. On dit que ¢ est un produit scalaire
sur E si ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive,
c’est-a-dire si ¢ est une application de E x E dans R vérifiant :

1. (bilinéaire)
V(x,x',y) € E3, V(A1) € RZ, p(Ax + Ax', y) = Ap(x, v) + A'p(x’, y)
V(x,y,y) € E3 YA, A) eRZ, p(x, Ay + A'y') = Aplx, ) + A plx, ')
2. (symétrique) V(x,y) € E2, ¢p(x,y) = p(y,x)
3. (positive) VxeE, p(x,x)=0
4. (définie) VxeE, plx,x)=0=>x=0g

Remarque Linéarité+symétrie

Legon 101 - Espaces
euclidiens




Legon 101 - Espaces

Espace préhilbertien sucidiens

Définition - Notations
Les notations les plus usuelles sont :

P, y) =, y)=(x,y) =(x|y)=x-y
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Espace préhilbertien sucidiens

Définition - Notations
Les notations les plus usuelles sont :

P, y) =, y)=(x,y) =(x|y)=x-y

Définition - Espace préhilbertien réel
On appelle espace préhilbertien réel un R-espace vectoriel muni
d’'un produit scalaire.
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Savoir-faire. Montrer qu’on a un produit scalaire

On vérifie chacune des hypothéses. ..

A commencer par le fait qu’il s’agit d’'une FORME (bi)linéaire.
On démontre la symétrie avant la linéarité a gauche. Comme
cela, on obtient la linéarité a droite.

On démontre la forme positive avant le fait que cela soit une
forme définie.




Legon 101 - Espaces

BI|Inéal’|té euclidiens

Savoir-faire. Montrer qu’on a un produit scalaire

On vérifie chacune des hypothéses. ..

A commencer par le fait qu’il s’agit d’'une FORME (bi)linéaire.
On démontre la symétrie avant la linéarité a gauche. Comme
cela, on obtient la linéarité a droite.

On démontre la forme positive avant le fait que cela soit une
forme définie.

Proposition - La bilinéarité en action

Soient (X;)1<i<r et (Y;)1<j<s deux familles de vecteurs de E et
(Ai1<i<r €t (4j)1<j<s deux familles de réels. Alors

r S

QU Xil Y Y =3 ) Aipji<XilY,).

i=1 j=1 i=1j=1
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Savoir-faire. Montrer qu’on a un produit scalaire

On vérifie chacune des hypothéses. ..

A commencer par le fait qu’il s’agit d’'une FORME (bi)linéaire.
On démontre la symétrie avant la linéarité a gauche. Comme
cela, on obtient la linéarité a droite.

On démontre la forme positive avant le fait que cela soit une
forme définie.

Proposition - La bilinéarité en action

Soient (X;)1<i<r et (Y;)1<j<s deux familles de vecteurs de E et
(Ai1<i<r €t (4j)1<j<s deux familles de réels. Alors

r S

QU Xil Y Y =3 ) Aipji<XilY,).

i=1 j=1 i=1j=1

Démonstration
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Inégalité de Cauchy-Schwarz eucidiens

Théoréme - Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soientx,y € E,
(@] 9% < (@l x)(y |y

avec égalité si et seulement si (x, y) est une famille liée.
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Inégalité de Cauchy-Schwarz eucidiens

Théoréme - Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soientx,y € E,
(@] 9% < (@l x)(y |y

avec égalité si et seulement si (x, y) est une famille liée.

Démonstration classique (parmi les 10 a connaitre sur 'année).
Démonstration




= Produit scalaire (dans un espace euclidien)

= Normes et normes euclidiennes

1. Problémes

2. Définitions et regles de calcul

2.2. Norme euclidienne
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Norme eUdIdIenne euclidiens

Définition - Norme
On appelle norme sur un R-espace vectoriel E toute application
N de E dans R telle que
VxeE,N(x)=0=>x=0g
VAeER,Vxe E, N(Ax) = |A|N(x)
Y(x,y) € E2, N(x + y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire)
V.
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Norme eUdIdIenne euclidiens

Définition - Norme
On appelle norme sur un R-espace vectoriel E toute application
N de E dans R telle que
VxeE,N(x)=0=>x=0g
VAeER,Vxe E, N(Ax) = |A|N(x)
Y(x,y) € E2, N(x + y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire)
V.

Corollaire - Propriétés directes
Plus précisément :

» Nx)=0<x=0g

> N(—x)=N(x)

> N(x)=0




Norme euclidienne

Définition - Norme
On appelle norme sur un R-espace vectoriel E toute application
N de E dans R telle que
VxeE,N(x)=0=>x=0g
VAeER,Vxe E, N(Ax) = |A|N(x)
V(x,y) € E2, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire
V.

Corollaire - Propriétés directes
Plus précisément :

» Nx)=0<x=0g

> N(—x)=N(x)

» N(x)=0

Démonstration

Legon 101 - Espaces
euclidiens
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Majoration de la différence euclens

Proposition - Inégalité triangulaire revisitée
Soit N une norme sur E, alors

V(x,y) € E%, |N(x)- N(y)| < N(x +y) < N(x) + N(y).
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Majoration de la différence euclens

Proposition - Inégalité triangulaire revisitée
Soit N une norme sur E, alors

V(x,y) € E%, |N(x)- N(y)| < N(x +y) < N(x) + N(y).

Démonstration
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Vecteurs unitaires ou normés eucidiens

Définition - Vecteur unitaire
Soit N une norme sur E. Un vecteur x de E est dit unitaire (ou
normé) si N(x) = 1.




Espaces métriques

Définition - Distance associée (et proposition)
Si N est une norme sur E, I'application
d :E? —R,
(A,B) — NMB-A)

est appelée distance associée a la norme N et vérifie

» V(A,B)eE? d(A,B)=0A=B

> V(A,B)eE? d(A,B)=d(B,A)

> V(A,B,C)eE3,d(A,C)<d(A,B)+d(B,C)

Legon 101 - Espaces

euclidiens




Espaces métriques

Définition - Distance associée (et proposition)
Si N est une norme sur E, I'application
d :E? —R,
(A,B) — NMB-A)

est appelée distance associée a la norme N et vérifie

» V(A,B)eE? d(A,B)=0A=B

> V(A,B)eE? d(A,B)=d(B,A)

> V(A,B,C)eE3,d(A,C)<d(A,B)+d(B,C)

Démonstration

Legon 101 - Espaces

euclidiens
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Norme et produit scalaire euciens
Proposition - Norme euclidienne
Si E est muni d’'un produit scalaire (.|.) alors I'application

E—-R,x— llxll = v{x|x)
est une norme sur E. On I'appelle norme euclidienne associée au
produit scalaire ¢.]|.), la distance associée est appelée distance
euclidienne. )




. . Lecgon 101 - Espaces
Norme et produit scalaire euclens
Proposition - Norme euclidienne

Si E est muni d’'un produit scalaire (.|.) alors I'application

E—R, x—llxll = v{x|x)
est une norme sur E. On I'appelle norme euclidienne associée au
produit scalaire ¢.]|.), la distance associée est appelée distance
euclidienne. )

Remarque - Inégalité de Minkowski
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Norme et produit scalaire euclens
Proposition - Norme euclidienne

Si E est muni d’'un produit scalaire (.|.) alors I'application

E—R, x—llxll = v{x|x)
est une norme sur E. On I'appelle norme euclidienne associée au
produit scalaire ¢.]|.), la distance associée est appelée distance
euclidienne.

Remarque - Inégalité de Minkowski
Démonstration
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Norme et produit scalaire euclens
Proposition - Norme euclidienne

Si E est muni d’'un produit scalaire (.|.) alors I'application

E—R, x— x| =v{x[x)
est une norme sur E. On I'appelle norme euclidienne associée au
produit scalaire ¢.]|.), la distance associée est appelée distance
euclidienne. )

Remarque - Inégalité de Minkowski

Démonstration

Exercice

Soit E un espace préhilbertien. Dans quel cas a-t-on
lx+yll = llxll + Iyl ('égalité triangulaire) ?
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Réecriture d’inégalités eucidens

Corollaire - Inégalités (Cauchy-Schwarz, Minkowski) avec
des normes

Soit E, un espace préhiloertien : V(x, y) € E2, [(x| y)| < Izl 1,
avec égalité si et seulement si (x, y) est une famille liée.

Et V(x,y) € E?, lx+ yll < llll + 1yl
avec égalité si et seulement si (x, y) est positivement liée.
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Produits scalaires et normes usuelles euciidiens

Savoir-faire. Montrer qu’on a une norme

On vérifie chacune des hypothéses. ..

Ou bien : on démontre que la norme dérive d’un produit scalaire
bien connu (ou démontré).




Produits scalaires et normes usuelles

Savoir-faire. Montrer qu’on a une norme

On vérifie chacune des hypothéses. ..

Ou bien : on démontre que la norme dérive d’un produit scalaire
bien connu (ou démontré).

Proposition - Produits scalaires usuels et normes associées

On définit des produits scalaires sur R”, et sur € ([a,b],R), en
posant :

> sur R", avec x = (x1,...,x5) et y =(¥1,...,Yn),
lyy=Xr xiyi, lxl=/Xk «?
> sur 6([a,b],R),

(Flg)y =[P Fwewdt 1f1=+/[° F@2dt

Démonstration

Legon 101 - Espaces
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Produits scalaires et normes usuelles

Savoir-faire. Montrer qu’on a une norme

On vérifie chacune des hypothéses. ..

Ou bien : on démontre que la norme dérive d’un produit scalaire
bien connu (ou démontré).

Proposition - Produits scalaires usuels et normes associées

On définit des produits scalaires sur R”, et sur € ([a,b],R), en
posant :

> sur R", avec x = (x1,...,x5) et y =(¥1,...,Yn),
lyy=Xr xiyi, lxl=/Xk «?
> sur 6([a,b],R),

(Flg)y =[P Fwewdt 1f1=+/[° F@2dt

Démonstration
Exemple Application de ces inégalités

Legon 101 - Espaces
euclidiens
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= Produit scalaire (dans un espace euclidien)

= Normes et normes euclidiennes

1. Problémes

2.3. Différentes identités

2. Définitions et regles de calcul

2.3. Différentes identités




Polaristaion

Théoréme - |dentités
Soit E un e.v. muni d’'un produit scalaire {.|.) et ||.|| la norme
associée. Pour (x,y)€ E2 on a

lac+ 12 = llacll® + Ly % +2¢x | )

e — ylI% = 1) + Ly % — 2¢x] v)
1

<xw>=zwx+yﬁ—nx—yﬁ)

lac+ 12 + llx = y11% = 201212 + 1y11)

Les trois premieres égalités sont appelées « identités de
polarisation »(elles permettent de récupérer le produit scalaire a

partir de la norme) et la quatriéme « égalité du parallélogramme > |

Legon 101 - Espaces

euclidiens

2.3. Différentes identités
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PO'B.I’IStaIO n euclidiens

Théoréme - |dentités
Soit E un e.v. muni d’'un produit scalaire {.|.) et ||.|| la norme
associée. Pour (x,y)€ E2 on a

lx+ yI% = ll® + Iy l® +2¢x | y)

lx =yl =l + Ly l* — 2¢x | y)

2.3. Différentes identités

1
Gelyy = (e + 1% = = y1I%)
e+ y1I2 + llx = y 112 = 200 l® + 1y1%)
Les trois premieres égalités sont appelées « identités de

polarisation »(elles permettent de récupérer le produit scalaire a
partir de la norme) et la quatriéme « égalité du parallélogramme > |

Démonstration
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Remarque Identité de polarisation

2.3. Différentes identités
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Exercices eucidiens
Remarque Identité de polarisation

Savoir-faire. Montrer qu’'une norme est euclidienne

La polarisation donne une expression d’une forme bilinéaire qui
nécessairement est a I'origine de la norme, si celle-ci est bien
euclidienne. Il s’agit de vérifier chacun des points pour cette
forme : (x,y) := %(N(x+y)—N(x)—N(y)) (ou

%N(x +y)—N(x—y)). Cest sur la linéarité qu'on peut avoir des
difficultés. .. e




Exercices
Remarque Identité de polarisation

Savoir-faire. Montrer qu’'une norme est euclidienne

La polarisation donne une expression d’une forme bilinéaire qui
nécessairement est a I'origine de la norme, si celle-ci est bien
euclidienne. Il s’agit de vérifier chacun des points pour cette
forme : (x,y) := %(N(x+y)—N(x)—N(y)) (ou

%N(x +y)—N(x—y)). Cest sur la linéarité qu'on peut avoir des
difficultés. ..

Pour I'exercice suivant, on fera attention a ne pas confondre
vecteur x,y et coordonnées x,y. ..

Exercice

Pour (x, y) € RZ on pose Q(x,y) = 2x% + 5y2 — 2xy. Montrer que
@ est le carré d’une norme euclidienne sur R2.

Legon 101 - Espaces

euclidiens
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Exercices eucidiens
Remarque Identité de polarisation

Savoir-faire. Montrer qu’'une norme est euclidienne

La polarisation donne une expression d’une forme bilinéaire qui
nécessairement est a I'origine de la norme, si celle-ci est bien
euclidienne. Il s’agit de vérifier chacun des points pour cette
forme : (x,y) := %(N(x+y)—N(x)—N(y)) (ou

%N(x +y)—N(x—y)). Cest sur la linéarité qu'on peut avoir des
difficultés. ..

Pour I'exercice suivant, on fera attention a ne pas confondre
vecteur x,y et coordonnées x,y. ..

Exercice

Pour (x, y) € RZ on pose Q(x,y) = 2x% + 5y2 — 2xy. Montrer que
@ est le carré d’une norme euclidienne sur R2.

Exercice

Pour (x,v) € RZ on pose [|(x, ¥)lloo = max(|x],|y|). Montrer que
l.loo €St Une norme sur R2, non euclidienne.
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Objectifs
= Produit scalaire (dans un espace euclidien)

» Forme bilinéaire symétrique positive et définie
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COﬂC'USIOn euclidiens

Objectifs
= Produit scalaire (dans un espace euclidien)

» Forme bilinéaire symétrique positive et définie

> Inégalité de Cauchy-Schwarz :

x|y 12 < (xlx)(yly)
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Objectifs
= Produit scalaire (dans un espace euclidien)
= Normes et normes euclidiennes

> Norme : forme positive, pseudo-linéaire vérifiant I'inégalité
triangulaire
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Objectifs
= Produit scalaire (dans un espace euclidien)
= Normes et normes euclidiennes

> Norme : forme positive, pseudo-linéaire vérifiant I'inégalité
triangulaire

» Un espace normé est un espace métrique (muni d’'une distance).
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COﬂC'USIOn euclidiens

Objectifs
= Produit scalaire (dans un espace euclidien)
= Normes et normes euclidiennes

> Norme : forme positive, pseudo-linéaire vérifiant I'inégalité
triangulaire

» Un espace normé est un espace métrique (muni d’'une distance).

> Un espace euclidien est un espace normé. On peut choisir la
norme euclidienne : [|x|| = v/{x | x).
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COﬂC'USIOn euclidiens

Objectifs
= Produit scalaire (dans un espace euclidien)
= Normes et normes euclidiennes

> Norme : forme positive, pseudo-linéaire vérifiant I'inégalité
triangulaire

» Un espace normé est un espace métrique (muni d’'une distance).

> Un espace euclidien est un espace normé. On peut choisir la
norme euclidienne : [|x|| = v/{x | x).

> Des applications usuelles a connaitre (sur R” ou €([a,b])).
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COﬂC'USIOn euclidiens

Objectifs
= Produit scalaire (dans un espace euclidien)
= Normes et normes euclidiennes

>

Norme : forme positive, pseudo-linéaire vérifiant I'inégalité
triangulaire

Un espace normé est un espace métrique (muni d’'une distance).

Un espace euclidien est un espace normé. On peut choisir la
norme euclidienne : [|x|| = v/{x | x).

Des applications usuelles a connaitre (sur R” ou €([a, b])).

On peut revenir de la norme au produit scalaire : polarisation.
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COﬂC'USIOn euclidiens

Objectifs
= Produit scalaire (dans un espace euclidien)
= Normes et normes euclidiennes

Pour le prochain cours

> Lecture du cours : chapitre 28 : Espaces euclidiens
3. Orthogonalité

» Exercice : N°549 & 551
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