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= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

= Adjoint d’'un endomorphisme

1. Problemes

2. Définitions et regles de calcul

3. Orthogonalité

4. Cas de la dimension finie : espaces euclidiens
5. Projections orthogonales

6. Hyperplans vectoriels et affines d’'un espace euclidien
6.1. Lemme de Riesz
6.2. Espace affine euclidien
6.3.Transposition
6.4. Crochet de dualité
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= Adjoint d’'un endomorphisme

1. Problémes

2. Définitions et regles de calcul

3. Orthogonalité

4. Cas de la dimension finie : espaces euclidiens
5. Projections orthogonales

6. Hyperplans vectoriels et affines d’'un espace euclidien
6.1. Lemme de Riesz
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Proposition - Caractérisation des formes linéaires

Soient E un espace euclidien et p € E* = L(E,R).
Alors il existe un unique a € E tel que Vx € E, ¢(x) = (a | x).
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Caractérisation des formes linéaires

Proposition - Caractérisation des formes linéaires

Soient E un espace euclidien et p € E* = L(E,R).
Alors il existe un unique a € E tel que Vx € E, ¢(x) = (a | x).

Démonstration
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Caractérisation des formes linéaires eucidiens

Proposition - Caractérisation des formes linéaires

Soient E un espace euclidien et p € E* = L(E,R).
Alors il existe un unique a € E tel que Vx € E, ¢(x) = (a | x).

Démonstration
Heuristique - Principe de construction
Ici,ona:

0. Un espace ambiant, euclidien

1. une forme linéaire f € E*

2. Alors il existe a € E tel que f : x — (alx)
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Corollaire - Equation de H et vecteur normal
Soient 28 une b.o.n de E euclidien et H un hyperplan de E.
n
Alors il existe (a1,...,a,) € R" tel que Z a;x; =0 soit 'équation
i=1
de H dans 2 et dans ce cas a € E de coordonnées (a1, ...,a,)
dans 28 est un vecteur normal a H, H = vect(a)™*.
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App'lCatlon euclidiens

Corollaire - Equation de H et vecteur normal
Soient 28 une b.o.n de E euclidien et H un hyperplan de E.
n
Alors il existe (a1,...,a,) € R" tel que Z a;x; =0 soit 'équation
i=1
de H dans 2 et dans ce cas a € E de coordonnées (a1, ...,a,)
dans 28 est un vecteur normal a H, H = vect(a)™*.

Exemple - Gradient




= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

= Adjoint d’'un endomorphisme

1. Problémes

2. Définitions et regles de calcul

3. Orthogonalité

4. Cas de la dimension finie : espaces euclidiens
5. Projections orthogonales

6. Hyperplans vectoriels et affines d’'un espace euclidien

6.2. Espace affine euclidien
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Vecteur normal

Proposition - Vecteur normal & un hyperplan affine

Soit Z =(Q,e1,...,e,) un repére affine orthonormal de 'espace
E de dimension n (i.e. que 8 =(ey,...,e,) est une b.o.n de E).
Soit A un hyperlpan affine de E.
On appelle vecteur normal a /2, tout vecteur normal a la direction
H de #, cest-a-dire a € E tel que H = vect(a)’.
Si a a pour coordonnées (a1,...,a,) dans 98, alors A possede
une équation dans £ du type ilaixi =h.

i=

n
Réciproguement : Y a;x; = h avec (a1,...,a,) #(0,...,0), est
i=1

1=
I'équation d’un hyperlpan affine de vecteur normal a de
coordonnées (a1q,...,a,) dans 4.
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Vecteur normal

Proposition - Vecteur normal a un hyperplan affine
Soit Z =(Q,e1,...,e,) un repére affine orthonormal de 'espace
E de dimension n (i.e. que 8 =(ey,...,e,) est une b.o.n de E).
Soit A un hyperlpan affine de E.
On appelle vecteur normal a /2, tout vecteur normal a la direction
H de #, cest-a-dire a € E tel que H = vect(a)’.
Si a a pour coordonnées (a1,...,a,) dans 98, alors A possede
une équation dans £ du type ilaixi =h.

i=

n
Réciproguement : Y a;x; = h avec (a1,...,a,) #(0,...,0), est
i=1

1=
I'équation d’un hyperlpan affine de vecteur normal a de
coordonnées (a1q,...,a,) dans 4.

Démonstration
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Exemple Dans R? et R?

Corollaire - Ligne de niveau : hyperplan

Dans E euclidien, les lignes de niveau de I'application

M — mr—i (c’est-a-dire les ensembles

E,={MecE |m-ﬁ = k}) sont des hyperplans affines de
vecteur normal 77 .
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Exemple Dans R? et R?

Corollaire - Ligne de niveau : hyperplan

Dans E euclidien, les lignes de niveau de I'application

M — mr—i (c’est-a-dire les ensembles

E,={MecE |m-ﬁ = k}) sont des hyperplans affines de
vecteur normal 77 .

Démonstration
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Proposition - Distance a un hyperplan affine

Soit /£ un hyperplan affine de E euclidien, défini par un point A
et un vecteur normal unitaire 72. Alors, pour M point de E, on a

d(M,7) =AM -7|.
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Proposition - Distance a un hyperplan affine

Soit /£ un hyperplan affine de E euclidien, défini par un point A
et un vecteur normal unitaire 72. Alors, pour M point de E, on a

d(M,7) =AM -7|.

Démonstration
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Corollaire - Distance a une droite du plan

Soit 2 d’équation ax + by + ¢ = 0 dans un r.o.n du plan euclidien
R2 et M(xyr, yar) un point. Alors
laxyr + by + cl
dM, D)= —————.
Va2 + b2




Distance a un hyperplan (cas n =2 ou n = 3)

Corollaire - Distance a une droite du plan

Soit 2 d’équation ax + by + ¢ = 0 dans un r.o.n du plan euclidien
R2 et M(xyr, yar) un point. Alors
laxyr + by + cl
dM, D)= —————.
Va2 + b2

Corollaire - Distance a un plan de I'espace

Soit &2 d’équation ax + by + cz + d = 0 dans un repére
orthonormé de I'espace euclidien R3 et M (xpr,yM,231) Un point.

Alors
laxyr +byy + czy + d|

Va2 +b2+¢2

dM,2) =
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Distance a un hyperplan (cas n =2 ou n = 3)

Corollaire - Distance a une droite du plan
Soit 2 d’équation ax + by + ¢ = 0 dans un r.o.n du plan euclidien
R2 et M(xyr, yar) un point. Alors
laxyr + by + cl
dM, D)= —————.
Va2 + b2

Corollaire - Distance a un plan de I'espace

Soit &2 d’équation ax + by + cz + d = 0 dans un repére
orthonormé de I'espace euclidien R3 et M (xpr,yM,231) Un point.

Alors
laxyr +byy + czy + d|

Va2 +b2+¢2

dM,2) =

Démonstration
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Distance a un hyperplan (cas n =2 ou n = 3)

Corollaire - Distance a une droite du plan

Soit 2 d’équation ax + by + ¢ = 0 dans un r.o.n du plan euclidien
R2 et M(xyr, yar) un point. Alors
laxyr + by + cl
dM, D)= —————.
Va2 + b2

Corollaire - Distance a un plan de I'espace

Soit &2 d’équation ax + by + cz + d = 0 dans un repére
orthonormé de I'espace euclidien R3 et M (xpr,yM,231) Un point.
Alors

laxyr +byy + czy + d|

W) =

Démonstration
Exercice Reprendre le calcul de la distance de a =(2,2,0) a
F =vect((1,1,2),(1,-1,1)).
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= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

= Adjoint d’'un endomorphisme

1. Problémes

2. Définitions et regles de calcul

3. Orthogonalité

4. Cas de la dimension finie : espaces euclidiens
5. Projections orthogonales

6. Hyperplans vectoriels et affines d’'un espace euclidien

6.3.Transposition
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Adjoint

On ale schéma :
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On ale schéma :
u — M

|7 |7

u* — MT

Définition - Adjointde u € Z(E,F)
Soit E un espace euclidien et u € Z(E) |l existe une unique
application, notée ‘u ou u* € L(E) tel que

Va,yeE, (u)ly) = (xlu*(y)
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Ad]OIﬂt euclidiens

On ale schéma :
u — M

|7 |7

u* — MT

Définition - Adjointde u € Z(E,F)
Soit E un espace euclidien et u € Z(E) |l existe une unique
application, notée ‘u ou u* € L(E) tel que

Vax,yeE, [(ux)ly) = (xlu*(y))

Démonstration
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Analyse - Interprétation matricielle.
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Interprétation matricielle eucldens

Analyse - Interprétation matricielle.

Remarque S'il n’y a pas de base orthonormée




= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

= Adjoint d’'un endomorphisme

1. Problémes

2. Définitions et regles de calcul

3. Orthogonalité

4. Cas de la dimension finie : espaces euclidiens
5. Projections orthogonales

6. Hyperplans vectoriels et affines d’'un espace euclidien

6.4. Crochet de dualité
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6.4. Crochet de dualité




Legon 104 - Espaces

Forme bilinéaire non dégénérée eucidns

On élargit la notion de produit scalaire.
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Forme bilinéaire non dégénérée eucidns

On élargit la notion de produit scalaire.

Définition - Forme bilinéaire non dégénérée

Soient E, F deux espaces vectoriels.

On dit que la forme bilinéaire B : E x F' — R est non dégénérée si
(VxeE,B(x,y)=0=>y=0
(VyeF,Bx,y)=0)=>x=0

6.4. Crochet de dualité
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Forme bilinéaire non dégénérée eucidns

On élargit la notion de produit scalaire.

Définition - Forme bilinéaire non dégénérée

Soient E, F deux espaces vectoriels.

On dit que la forme bilinéaire B : E x F' — R est non dégénérée si
(VxeE,B(x,y)=0=>y=0
(VyeF,Bx,y)=0)=>x=0

Exercice
Montrer que tout produit scalaire définie sur E st une forme
bilinéaire non dégénérée.

6.4. Crochet de dualité




Legon 104 - Espaces

Crochet de dualité ouciions

Définition - Crochet de dualité
Soit £ un Rev. de dimension finie.
On appelle crochet de dualité de E la forme bilinéaire non
dégénérée :
B:E* xE —R,(¢,x) — ¢(x)

6.4. Crochet de dualité
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Crochet de dualité ouciions

Définition - Crochet de dualité
Soit £ un Rev. de dimension finie.
On appelle crochet de dualité de E la forme bilinéaire non
dégénérée :
B:E* xE —R,(¢,x) — ¢(x)

Exercice
Montrer qu’il s’agit bien d’une forme bilinéaire non dégénérée.

6.4. Crochet de dualité




Caractérisation des formes linéaires

Heuristique - Principe de construction/d’application
Ici,ona:

0. Un espace ambiant, de dimension finie (a priori non
euclidien)
1. une isomorphisme (canonique) ® de E* sur E.

2. On définit alors B, crochet de dualité : B(f,x) = f(x).

En fait B(f,x) = (D(f), x).

Legon 104 - Espaces
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6.4. Crochet de dualité




Legon 104 - Espaces

Orthogonéﬂ dual euclidiens

Comme précédemment

Définition - Orthogonal dual
Soit E un espace vectoriel et A un sous-espace de E.
Onnote A’ ={pe E* |V x€ A,B(¢p,x) = ¢p(x) = 0}.
Soit C un sous-espace de E*.
Onnote C'={x€E |V f € C,B(f,x) = f(x) = 0}.
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OfthOgOﬂ&' dual euclidiens

Comme précédemment

Définition - Orthogonal dual
Soit E un espace vectoriel et A un sous-espace de E.
Onnote A’ ={pe E* |V x€ A,B(¢p,x) = ¢p(x) = 0}.
Soit C un sous-espace de E*.
Onnote C'={x€E |V f € C,B(f,x) = f(x) = 0}.

Application. Mécanique quantique

6.4. Crochet de dualité
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OfthOgOﬂ&' dual euclidiens

Comme précédemment

Définition - Orthogonal dual
Soit E un espace vectoriel et A un sous-espace de E.
Onnote A’ ={pe E* |V x€ A,B(¢p,x) = ¢p(x) = 0}.
Soit C un sous-espace de E*.
Onnote C'={x€E |V f € C,B(f,x) = f(x) = 0}.

Application. Mécanique quantique

Exercice On suppose que E est de dimension n. Soit (e1,...ep)
une base de A complétée en (e1,...ep,ep41,...€5) Une base de
E.

Donner une caractéristique de A° avec les applications e;‘.

En déduire dim A°.

6.4. Crochet de dualité
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Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans
= Adjoint d’'un endomorphisme
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Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

> Hyperplan : un vecteur normal facile a obtenir a partir de
I'équation de H.
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Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

> Hyperplan : un vecteur normal facile a obtenir a partir de
I'équation de H.

> Application aux hyperplans affines.




Conclusion

Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

> Hyperplan : un vecteur normal facile a obtenir a partir de
I'équation de H.

> Application aux hyperplans affines.

> Ligne de niveau...
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Conclusion

Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

> Hyperplan : un vecteur normal facile a obtenir a partir de
I'équation de H.

> Application aux hyperplans affines.
> Ligne de niveau...

> Distance a hyperplan...

Legon 104 - Espaces
euclidiens
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Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans
= Adjoint d’'un endomorphisme
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Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans
= Adjoint d’'un endomorphisme

» Dans le cas euclidien : u* :a— b telque V x € E,
(u(x),a) = (x,b).
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Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans
= Adjoint d’'un endomorphisme

» Dans le cas euclidien : u* :a— b telque V x € E,
(u(x),a) = (x,b).

> Alors Mep(u*) = MY




Legon 104 - Espaces

COﬂC'USIOn euclidiens

Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans
= Adjoint d’'un endomorphisme

» Dans le cas euclidien : u* :a— b telque V x € E,
(u(x),a) = (x,b).

> Alors Mep(u*) = MY

» Si E non euclidien, on agit sur les forme linéaire (...)!
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Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans
= Adjoint d’'un endomorphisme

Pour le prochain cours

» Lecture du cours : chapitre 40 : Fonctions de plusieurs
variables

» Exercice n°566
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