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DEVOIR SURVEILLE N°8

Sujet donné le samedi 5 avril 2025, 4h.
L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

SOUS-ALGEBRES IRREDUCTIBLES ET APPLICATIONS

Soient K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.

e On note (Lx(E),+,-,0) la K-algébre des endomorphismes de E ce qui signifie que
— (Lk(E),+,-) est un K-espace vectoriel,
— o est une loi de composition interne sur £L(E) qui
— est associative,
— est distributive a droite et & gauche sur +,
— a un bon comportement vis-a-vis de la loi de composition externe de K sur Lx(FE) :

V(N f,9) EKx Lx(E)?, A(fog)=(A\f)og=fo(\g)
e On note (M, (K),+, -, x) la K-algébre des matrices carrées de taille n & coefficients dans le corps K.
Lx(E) — Mn(K)
f —  mat(f,B)

isomorphisme de K-espaces vectoriels qui est également un morphisme de (Lx(E), o) dans (M, (K), X)).

e En choisissant une base B de FE, I'application ¥p est un isomorphisme de K-algebres (c’est-a-dire un

e Une sous-algébre de la K-algébre Lx(E) (resp. M, (K)) est un sous-espace vectoriel de Lx(E) (resp. M, (K)) qui est stable
pour la loi o (resp. loi x).
e Un sous-espace vectoriel V de F est stable par I’endomorphisme a de F si a(V) C V. On dit aussi que V est a-stable.

e Un sous-espace vectoriel V de E est stable par la partie P de Lk (E) si elle est a-stable pour tout a € P. On dit aussi que V
est P-stable.

e Une partie P de Lk(FE) est irréductible si les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par tous les éléments de P sont {Og} et
E.

L’objectif du probléme est d’établir et d’exploiter le théoréme suivant di & Burnside :

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n > 2.
Si A est une sous-algebre irréductible de L¢(E), alors A = L¢(E).

I . Travail sur la structure d’algebre.

Les différentes questions sont indépendantes.
I.1. Sous-algeébres de M, (K).
(a) Montrer que ’ensemble T, (K), des matrices triangulaires supérieures, est une sous-algébre de M, (K).
(b) L’ensemble Sz(K) des matrices symétriques est-il une sous-algébre de M3 (K) ?
(¢) Pour n > 3, en s’inspirant de la réponse apportée a la question précédente, 'ensemble S, (K) des matrices symétriques est-il
une sous-algebre de M, (K) ?
1.2. Sous-algébres de Lk(E).
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension p € [0, n].
(a) Montrer que Ar = {u € Lx(E) | u(F) C F} est une sous-algebre de Lx(F).
(b) Soit By = (eu,...,ep) une base de F' que 'on compléte en une base B = (e1,...,€p, €pt1,...,en) de E.

Montrer que ¥p(Ar) = { [%‘%]

en introduction.

(A, B,C) € Mp(K) x Mpn—p(K) x /\/ln_p(K)} ol ¥p est Iisomorphisme défini

(¢) En déduire la dimension de Ap.
1.3. Considérons I'isomorphisme ¥ défini dans 'introduction.
(a) Montrer que, si A est une sous-algebre de Lx(E), alors Wz(.A) est une sous-algebre de M, (K).
(b) Montrer que, si D est une sous-algebre de M, (K), alors ¥z " (D) est une sous-algébre de Lx(E).
En déduire que ¥ réalise une bijection entre les sous-algébres de Lx(E) et celles de M, (K).



IT . Importance des hypotheses du théoreme de Burnside

Les 3 question de cette partie sont indépendantes.

II.1. Dans cette question uniquement, K est un corps quelconque et E est un K-espace vectoriel de dimension 1.
Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de E et toutes les sous-algebres de

Lk (E)

. Quelles sont les sous-algebres irréductibles de Lx(E)? quelle est la conséquence de ce résultat sur ’énoncé du théoreme de
Burnside ?

I1.2. Dans cette question uniquement, F est le C-espace vectoriel C? dont nous notons B.c2 = (e1,e2) la base canonique. L’isomor-

phisme d’algébres U5 _ , permet d’identifier tout endomorphisme de C? & la matrice qui le représente dans la base canonique

B, 2. Notons V' = {U(a,b) _ [ 2 g :|

(a,b) € (C2} et V = {uqsp € Lc(C?) | (a,b) € C*} ot pour tout (a,b) € C?,
U(a,b) = \I/Bc,cz (uu,b).

(a) Montrer que V est un sous-espace vectoriel de M2 (C) et calculer sa dimension.
Que peut-on en déduire concernant V7
(b) Soit D une droite vectorielle de C?. Soit (e) une base de D. Notons (a, ) € C? les coordonnées de e dans la base canonique
de C?.
Montrer que u1,0(D) C Vect{e;}. Montrer de méme 'inclusion de wuo,1 (D) dans une droite & préciser.
En déduire que D n’est pas stable par V.
(c) Montrer que V est une partie irréductible de EC((CQ). On recherchera les sous-espaces stables en fonction de leur dimension.

(d) Justifier que la conclusion du théoréme de Burnside est fausse concernant V. Identifier (avec justification) ’hypothese du
théoréme qui n’est pas satisfaite dans cet exemple.

. . 3 . ez N .
I1.3. Dans cette question, on note u, ’endomorphisme de E = Q° canoniquement associé a la matrice

0 0 -1
M = 1 0 -1
01 0

et A, la sous-algébre de £(F) engendré par u. On note T = X* + X + 1

(a) Montrer que T'(u) = 0z(g)-

(b) Soit r = Pe Q tel que T'(r) = 0. On suppose que la fraction est ainsi irréductible : p A g = 1.
q

Soit § un facteur premier de q. Montrer que (5|q3 + pg® puis (5|p34 En déduire une contradiction.
(¢) Déduire de la question précédente que T = X® + X + 1 est irréductible sur Q[X].
(d) Montrer que A = {R(u), R € Q2[X]}. Expliciter une base de A.

(e) Soit R € Q2[X], non nul. Montrer qu’il existe U,V € Q[X] tel que UR+ VT = 1.
En déduire que A est un corps.

(f) Montrer que F n’admet aucun sous-espace de dimension 1 u-stable.
De méme, on admet qu’aucun sous-espace de F de dimension 2 n’est stable par u.
Que peut-on en déduire quant aux hypothéses du théoréme de Burnside ?

[III . Preuve du théoréme de Burnside|

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 2.
Soit A une sous-algebre de L¢(E) irréductible.

III.1. Existence d’une valeur propre pour tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension finie.
Soient H un espace vectoriel de dimension finie m > 1 et h € Lc(H).

(a) En considérant la famille (Idg, b, B>, ..., hmz)7 montrer qu’il existe P € C[X] tel que
P(h) = 0zecm) et 1<degP <m’
(b) En notant d € N* le degré de P, ¢ € C* son coefficient dominant et en admettant le théoréme de D’ Alembert-Gauss qui donne
d

Pexistence de (A1, ..., Aa) € C? tels que P(X) = cH(X — Ak), montrer qu'il existe ko € [1,d] tel que Ker(h — AgoIdgy) #

k=1
{0}



II1.2. Existence d’un endomorphisme de rang 1 dans A.
(a) Soient x un vecteur de E non nul et y un vecteur de F.
Posons A, = {a(z) | a € A}.
Montrer que A, est un sous-espace vectoriel de E stable par A et en déduire existence de a € A tel que a(z) = y.
(b) Soit b € A tel que rg(b) > 2.

i. Montrer I'existence de (x,y) € E* tels que (b(z),b(y)) est une famille libre de E.
ii. Justifier 'existence d’un endomorphisme a € A tel que (a o b)(x) = y.
iii. Vérifier que b o a se restreint a Imb au départ et a 'arrivée en un endomorphisme de Imb que I'on notera h.

iv. En appliquant & & le résultat de la question IT1.1, montrer qu’il existe A € C tel que 0 < rg(boaob— A\b) < rg(bh).

(c) Justifier que A # {0, (g)} puis en déduire soigneusement I’existence d’un endomorphisme de rang 1 dans A.
II1.3. Construction d’une base de L(F) formée d’endomorphismes de A.

On note, pour tout (¢,7) € ﬂl,nﬂ2, E™ 1a matrice de M, (C) dont tous les coefficients sont nuls a I'exception du coefficient
d’indices (7,7) qui vaut 1.
Reprenons le résultat de la question II1.2 et notons ap un endomorphisme de rang 1 de A.

(a) Etablir I'existence d’une base B = (e1,...,en) de E telle que la matrice de ag relativement & B est delaforme | C' | Ona | ... | On,1

ou C est une matrice colonne non nulle.

(b) Justifier I'existence d’un endomorphisme a; de A tel que Mp(a; 0 ag) = E™'
On pourra utiliser le résultat de la question II1.2(a).
On montre alors de méme l'existence d’endomorphismes az, . . ., a, de A tels que pour tout i € [1,n], mat(a; cag, B) = E*".
Notons B* = (e], ..., ey) la base duale de B, c’est-a-dire la famille des formes linéaires coordonnées relativement a la base
B de sorte que tout vecteur x de E s’écrit

(c) Posons F={z € FE|Va€e A, ei(a(z)) =0}.
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E stable par A puis en déduire que F = {0g}.
(d) Posons G = {(ej(a(e1)),ei(alez))...,el(alen))) €K™ | a € A}
i. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de C" dont la dimension notée p est supérieure ou égale a 1.

ii. Supposons que p = dim¢ G < n et extrayons une base (g1,...,gp) de G : il existe (c1,...,¢p) € AP :

Vi€ [1,p] , gi = (el(ci(er)),ei(ci(e)),. .., el(ci(en)))
Posons, pour tout i € [1,p], H; = Ker(e] o ¢;).
P P
Justifier dim ﬂ H; > 1 ce qui permet de choisir x¢ € ﬂ H; tel que zo # Og.

i=1 i=1
Montrer alors que xo appartient au sous-espace F' étudié dans la question précédente et en déduire la dimension de G.

(e) Soit j € [1,n]. Déduire de la question précédente I'existence de b; € A tel que la matrice de b; relativement a B est de la

forme 0---010---0
B;

} ol le 1 de la premiére ligne est situé sur la colonne d’indice j et B; € Myp—1,,(C).

(f) En déduire que I'ensemble des matrices dans B des éléments de A contient toutes les matrices de la famille (E™ )i<i,j<n €t
conclure.

IV . Application du théoréme de Burnside

Dans cette partie, on exploite le théoreme de Burnside afin de faire le lien entre ’espace des matrices magiques et le sous-espace
engendré par les matrices de permutation.
e Si M = (m,,;) est une matrice de M,,(C), on dit que M est magique si la somme de ses coefficients par ligne et par colonne est
constante. On note M ensemble des matrices magiques de M, (C) :

M={M e M,(C)|IseC : V(ij) € [[l,n]]2 ,Zm@h = ka’j = s}
h=1 k=1

n n
Pour tout s € C, on pose Ms = {M € M,(C) |V (4,5) € [1,n]? ,Zmi,h = ka,j = s}.
h=1 k=1

e Pour tout ¢ € [1,n], on note f; (respectivement g¢;), la forme linéaire qui & une matrice de M, (C) associe la somme de ses
coefficients de la ligne ¢ (respectivement colonne ).

Vie ﬂl,n]], fz M= (mkye)k’[ — Zmi’h et gi : M = (mk,g)k’g — th,i
h=1 h=1



e Si o est une permutation de {1,...n}, on note p, ’endomorphisme de C" défini sur la base canonique B, cn = (e1,€2,...€,) de C"
par : pour tout i € [1,n], p(e:) = eq(s)-

On note Py, la matrice de p, dans cette méme base.

e On note D la droite dirigée par le vecteur ¢ :=e; +e2 + - - - + e, et H ’hyperplan d’équation 1 + 2 + -+ - + x, = 0 dans B c».

IV.1.

IV.2.

IV.3.

IV 4.

Structure de M et de Ni,.

(a) Montrer que 9 est un espace vectoriel.

(b) Est-ce que 9 est une sous-algébre de M, (C)?

(¢) Démontrer que (f1, -+, fn,g1, " ,gn) est liée mais que (f1, -, fn, g1, "+ ,gn—1) est libre.

n n—1
(d) En déduire que Mo = m Kerf; | N ﬂ Kerg;
i=1 i=1
(e) Déterminer la dimension du sous-espace M.
Pour s € C*, quelle est la structure de s ?

(f) Quelle est la dimension de 9 ?
(g) Justifier que I'espace vectoriel engendré par les matrices de permutation P, est inclus dans 1.

Action du groupe symétrique S, sur H et D.
Démontrer que si m est un endomorphisme de C" de matrice M dans la base B.,cn, alors

M € 9 <= H et D sont m-stables

Application du théoréme de Burnside sur £(H).

(a) Démontrer que les seuls sous-espaces de C™ stables par tous les endomorphismes p, quand o parcourt toutes les permutations
de {1,...,n} sont {0}, la droite D, ’hyperplan H de C".
Pour étudier F stable par {p,,c € &,}, on peut raisonner sur la dimension de F'.
Dans le cas ot dim F' > 2, on commence par montrer qu’il existe (i,7) tel que e; —ej € F, puis H C F.

(b) Pour toute permutation o de {1,...n}, on note p,|x la restriction de p, & H.
En utilisant le théoreme de Burnside admis en début d’énoncé, démontrer que tout endomorphisme f de H peut s’écrire

sous la forme
N
F=Y Aol
i=1

avec N € N*, A\1,...Any € C et 01,...0n des permutations de {1,...n}.
Conclusion.
(a) Soit u un endomorphisme de C" canoniquement associé & la matrice dont tous les coefficients valent 1.
U . . .
Montrer que — est un projecteur. Quel est son rang ? Exprimer Im u et Ker u en fonction de D et H.
n

(b) Soit M € M et m endomorphisme de C™ qui lui est canoniquement associé.
Démontrer lexistence de N dans N*, A1,...Ax dans C, o1,...0n des permutations de {1,...n} et a € C tels que

N
m = Z AiDo; + au
i=1

On exploitera les deux questions précédentes, aprés avoir montré que pour tout o € S, po(z) = z si z € D.

(¢) Etablir un lien de dépendance linéaire entre ’endomorphisme u et g la somme des endomorphismes p, quand o parcourt
Iensemble des permutations de {1,...n} et en déduire que I'espace vectoriel D formé des matrices magiques est exactement
I’espace vectoriel engendrée par les matrices de permutations.

Puisque g = Z Po, montrer que V h € [1,n], glen) = (n — 1)!(e1 + - - - + en).
cEGS,



Correction du DS 8
SOUS-ALGEBRES IRREDUCTIBLES ET APPLICATIONS

I . Travail sur la structure d’algebre.

Les différentes questions sont indépendantes.

I.1. Sous-algébres de M, (K).

(a) Montrer que 'ensemble T, (K), des matrices triangulaires supérieures, est une sous-algebre de M., (K).

La caractérisation formelle et essentielle est donnée par la définition :
Tn(K) ={M € Mn(K) |V j <i,[M];; =0}
Soient A, u € K, M, N € T,(K). Pour tout (i,j) € [[l,n]]2 tel que j <1 :
[AM + puNTi ; = A[M]i,j + p[Nli,; = 0

Donc AM + pN € To(K).
T (K) est donc un sous-espace vectoriel de M, (K).
Soient M, N € T,(K), Pour tout (i,5) € [1,n]” tel que j < :

[MNJig = [Mlie[Nleg = > [Mli [Nl + > [M]ix [Nk

Or sik < i, [M]ix =0 car M € To(K) et pour k > i > j, [N]e,; = 0 car N € T, (K).
Donc [MNJ;,; =0 et MN € Tn(K).

‘ Tn(K) est une sous-algébre de M, (K). ‘

(b) L’ensemble S3(K) des matrices symétriques est-il une sous-algébre de M3 (K) ?

Analyse : Si A, B € S2(K), alors (AB)" = B A" = BA.
Mais il n’y a a priori pas de raison que A et B commutent systématiquement. Donnons un contre-exemple.

Considérons donc
0 1 2 1 -0
A_<1 2>etB—<1 O).AIOI‘SAB—<4 )

‘82 (K) n’est pas une sous-algebre de M2 (K). ‘

Donc AB ¢ S2(K).

Remarque : le contre-exemple ci-dessus n’en est pas un si K est le corps Z/27Z car, dans ce corps, 0 = 4. Néanmoins le
résultat affirmé reste valide indépendamment du corps comme le montre ce contre-exemple valable pour tout corps K :

1 1 1 0 -0
A:(1 1)etB:<0 0>.AlorsAB:<1 >¢82(K)

(¢) Pour n > 3, en s’inspirant de la réponse apportée a la question précédente, 'ensemble S, (K) des matrices symétriques est-il
une sous-algebre de M, (K) ?

L’idée suggérée par 1’énoncé est d’exploiter le contre-exemple trouvé pour des matrices de taille 2 (matrices A et B de la
question précédente) pour construire un contre-exemple pour des matrices de taille n > 3.

A _ B _
Posons les matrices par blocs A’ = ‘ O2:n—2 et B' = ‘ O2:n—2 .
On—2,2 ‘ On—2,n—2 On—2,2 ‘ On—2,n—2

AB | 02n-2
On—2,2 ‘ On—2,n—2

Alors A” et B’ sont des matrices symétriques de taille n et A'B’ = [ } ¢ Sn(K) car AB ¢ S2(K).

‘Sn (K) n’est pas une sous-algebre de M2 (K). ‘

1.2. Sous-algébres de Lx(FE).
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension p € [0, n].

(a) Montrer que Arp = {u € Lk(E) | u(F) C F} est une sous-algebre de Lk (F).




* Par définition, Ar C Lx(E) et Lx(F) est une K-algebre.
* Ap # (0 car Oz, (g) est un endomorphisme de E qui vérifie Oz, (g)(F) = {0g} C F donc Oz, (g € AF.
* Soient (u,v,\) € A% x K fixés.

Soit x € F fixé.

Au—+v)(z) =M u(x) + v(z) € Ar (car F est un sous-espace vectoriel de E)
~—~ ~—~
€Fcarue Ar € Fcarve Ar
donc (A.u+ v)(F) C F si bien que Au+v € Ap.
* Soient (u,v) € A% fixés.

Soit x € F.
(uov)(z) = u( v(x) ) € Fcaru € Ap

~—~
€ Fcarv € Ar
donc (uwov)(F) C F donc uov € Ap.
Ainsi, Ar est une sous-algebre de Lx(FE). ‘

(b) Soit By = (ex,...,ep) une base de F' que 'on compléte en une base B = (e1,...,ep,€pt1,...,6n) de E.

Montrer que ¥p(Ar) = { [%‘%]

en introduction.

(A, B,C) € Mp(K) x Mpn—p(K) x an(K)} ol ¥p est Iisomorphisme défini

e Soit u € Ap fixé. Posons U = Ui(u).
En découpant U par blocs, il existe (A, B,C,D) € Mp(K) X Mp n—p(K) X Mp_p(K) x Mp_p»(K) tels que U =

A| B
{T‘T] . Montrons que D = 0p—p p.

Soit j € [1,p].

La colonne d’indice j de U est constituée des coordonnées de u(e;) dans B, or e; € F (car j € [1,p]) donc u(e;) € F
(car u € Ar) donc u(e;) est une combinaison linéaire de ey, ..., e, si bien que ses coordonnées selon ep41,. .., e, sont
nulles ce qui correspond a la nullité de la colonne d’indice j de D.

Par conséquent, D = 0p—p, d’ott Up(Ap) C { [%‘%} (A, B,C) € Mp(K) x Mp n—p(K) x Mn_p(K)}.

o Soit U € M, (K) telle qu’il existe (A4, B,C) € M,(K) X Mpn—p(K) X Mp_p(K) vérifiant U = [%‘%}

Posons u = ¥y '(U) (¥ est un isomorphisme).
Montrons que u € Ap ce qui, puisque U = ¥ (u),

permettra de conclure, que { [%‘%} ‘ (A,B,C) € Mp(K) x My n—p(K) x MnP(K)} C Us(Ar).

Soit j € [1,p].

La colonne d’indice j de U est constituée des coordonnées de u(e;) dans B, or les n —p derniéres valeurs de cette colonne
sont nulles donc u(e;) est une combinaison linéaire des p premiers vecteurs de B : u(e;) € Vect{ei,...,ep} = F.

Nous venons d’établir que u envoie une base de F' sur des vecteurs de F' donc, par linéarité de u, tout vecteur de F a
pour image une combinaison linéaire de vecteurs de F' ce qui signifie u(F) C F d’ou u € ArF.

Ainsi, Ug(Ar) = { {%‘%}

(¢) En déduire la dimension de Ap.

(A, B,C) € Mp(K) x Mp,—p(K) x Mn_p(K)}‘

L’énoncé rappelle que ¥ est un isomorphisme donc tout sous-espace de L(E) & la méme dimension que sont image :
dimg Ar = dimg ¥5(Ar)
Mp(K) X Mpn—p(K) X Mn_p(K) —  Up(Ar)

Posons & (4,B,C) s [ }

— & est linéaire.
A| B
— ® est injective car (A4, B,C) € Ker® <— {T‘T} =0 <= A=0pp, B=0pn—>p, C=0n_pn_p-
— @ est sujective car, d’apreés la question précédente, pour toute matrice U de U (Ar), il existe (Au, Bu, Cv) € M,(K) x

Mpn—p(K) x Mn_p(K) telles que U = [ /t)U gU ] donc U = ®(Ay, By, Cv).
U

o)
=

o
Q|

Par conséquent, ¢ est un isomorphisme donc

dimg ¥(Ar) = dimg M, (K) XM, n_p(K)X My _p(K) = dimg M, (K)+dimg My n—p(K)+dimg My, (K) = p°+p(n—p)+(n—p)?

. . . . 2 2
Ainsi, Ar est un sous-espace de dimension n” + p° — np.




1.3. Considérons I'isomorphisme ¥ défini dans 'introduction.

(a) Montrer que, si A est une sous-algebre de Lx(E), alors Wz(.A) est une sous-algebre de M, (K).

Soit A est une sous-algebre de Lx(E).

* Up(A) C M,(K) et M, (K) est une K-algebre.

* Wp est une application linéaire donc I'image directe de tout sous-espace vectoriel de Lk (F) est un sous-espace vectoriel
de M, (K), or A est un sous-espace vectoriel de Lx(E) (car c’est une sous-algebre) donc ¥ (A) est un sous-espace
vectoriel de My, (K).

* Soient (U, V) € Wp(A)>.

1l existe (u,v) € A% : U = Up(u) et V = Up(v).
Par propriété du morphisme d’algebres ¥p,

UV =¥p(u) X Up(v) =Up(uov) € ¥g(A) car uowv € A par stabilité de A qui est une sous-algebre.

Par conséquent, ¥ (A) est une sous-algebre de M, (K).
‘ Ainsi, si A est une sous-algebre de Lx(F), alors U (A) est une sous-algebre de M, (K). ‘

(b) Montrer que, si D est une sous-algebre de M, (K), alors ¥z "' (D) est une sous-algébre de Lx(E).
En déduire que ¥ réalise une bijection entre les sous-algebres de Lx(E) et celles de M, (K).

Soit D est une sous-algebre de M, (K).

*x Ug'(D) C Lx(E) et Lx(E) est une K-algebre.

* WUp est une application linéaire donc I'image réciproque de tout sous-espace vectoriel de M, (K) est un sous-espace
vectoriel de Lx(E), or D est un sous-espace vectoriel de M., (K) (car c’est une sous-algébre) donc Wy'(D) est un
sous-espace vectoriel de Li (E).

* Soient (u,v) € W' (D).

Posons U = Up(u) € Det V =Ug(v) € D.
Par propriété du morphisme d’algebres ¥p,

Up(uov) =¥p(u) X Ug(v) =UV € D par stabilité de D qui est une sous-algebre.

Par conséquent, W' (D) est une sous-algebre de Li(E).

‘ Ainsi, si D est une sous-algebre de M,,(K), alors W5 (D) est une sous-algebre de L (E).
Notons SA(Lk(E)) et SA(M,(K)) les ensembles des sous-algebres respectives de Lx(E) et de M, (K).

N SA(Lx(E)) = SAMK)) 5l SAMK)) = SA(Lx(E))
ouSs avons vu que o i . Vi(A) et B D — vz (D)

sont des applications bien
définies et, puisque ¥ est bijective,
VA€ SA(Lk(E)) , (Boa)(A) =145 (v5(A)) = A

et
VD € SAM(K) , (a0 B)(D) =¢5(vs' (D) =D

donc B oa = Idsazy(r)y) et ao B = Idsaim, k) donc a est une bijection de I'ensemble des sous-algebres de Lx(£) sur
I’ensemble des sous-algebres de M, (K).

‘ Ainsi, U réalise une bijection entre les sous-algebres de Lx(E) et celles de M, (K). ‘

IT . Importance des hypotheses du théoreme de Burnside

Les 3 question de cette partie sont indépendantes.

II.1. Dans cette question uniquement, K est un corps quelconque et E est un K-espace vectoriel de dimension 1.
Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de E et toutes les sous-algébres de Lk (E). Quelles sont les sous-algébres irréductibles
de Lx(E)? quelle est la conséquence de ce résultat sur ’énoncé du théoréme de Burnside ?

e Les sous-espaces vectoriels de E sont uniquement {0} et E (on peut raisonner sur les dimensions).
Ce sont des sous-aglébres, et comme toute algébre est nécessairement une espace vectoriel, ce sont les seuls sous-algebre de
E.

‘Les sous-algebres de E sont {0} et E. ‘

e De méme, dim L () est de dimension 1, il n’admet que {Oz(g)} et L(£) comme sous-algebre.
Elles sont toutes les deux irréductibles.

‘ Les conclusion du théoréme de Burnside ne sont pas vérifiés puisque {0} est ici irréductible. ‘

En dimension n > 2, {0} n’est pas irréductible, puisque tous les espaces sont stable par {O.;.(g)} et il existe d’autres
sous-espace vectoriel E, autres que {Og} et E.




11.2. Dans cette question uniquement, E est le C-espace vectoriel C? dont nous notons B, c2 = (e1,e2) la base canonique. L’isomor-

phisme d’algébres ¥, permet d’identifier tout endomorphisme de C? a la matrice qui le représente dans la base canonique

B.c2. Notons V = {U(a,b) = [ 0 a }

b 0 (a,b) € (CQ} et V = {uap € Lc(C?) | (a,b) € C*} o, pour tout (a,b) € C?,

U(a,b) = ‘Ilsc,c’z (Ua,p)-

(a)

Montrer que V est un sous-espace vectoriel de M2 (C) et calculer sa dimension.
Que peut-on en déduire concernant V7

Clairement :

0 1 0 0 . .
V—vect<|:0 0],{1 O})etdlmV—Q

car cette famille génératrice est libre (on regarde le coefficient en (1,2) et en (2,1), Par isomorphisme (d’espace vectoriel) :

V est un sous-espace vectoriel de L¢(C?), de dimension 2.

Soit D une droite vectorielle de C*. Soit (e) une base de D. Notons (a, ) € C? les coordonnées de e dans la base canonique
de C?.
Montrer que u1,0(D) C Vect{e1}. Montrer de méme 'inclusion de wuo,1 (D) dans une droite & préciser.

En déduire que D n’est pas stable par V.

Interprétons le calcul matriciellement :

no(5)-(08)(5)-(4)

‘Donc u1,0(D) C Vect{e1}. ‘

we (5)=(00)=(5)-(2)

‘Donc uo,1(D) C Vect{ez2}. ‘

De méme :

Si D est stable par V alors, nécessairement ui,0(D) C D et donc e; € D. De méme ez € D.
Ainsi, par linéarité : vect(e1,e2) C D.
Or le premier espace est ici de dimension 2 ((e1, e2) libre) alors que le second est de dimension 1.
On a donc une contradiction

‘D n’est pas stable par V.

Montrer que V est une partie irréductible de [,c((C2). On recherchera les sous-espaces stables en fonction de leur dimension.

D’aprés la question précédente, aucun sous-espace de C> de dimension 1 n’est stable par V.
Seul les sous-espaces de dimension 0 ({0}) et de dimension 2 (E = C?) sont stables par V.

Ainsi V est une partie irréductible de L¢(C?).

Justifier que la conclusion du théoréme de Burnside est fausse concernant V. Identifier (avec justification) I'hypotheése du
théoréme qui n’est pas satisfaite dans cet exemple.

Il semble que V soit irréductible et pourtant )V # &c((CQ).
En fait

‘ V est bien un sous-espace vectoriel, mais n’est pas une algebre ‘

0 a 0 d abl 0
<b O>X<b/ o)‘( 0 a’b>¢v

En effet :

. . 3 . ez N .
I1.3. Dans cette question, on note u, ’endomorphisme de £ = QQ° canoniquement associé a la matrice

0 0 -1
M = 1 0 -1
01 0

et A, la sous-algebre de £(E) engendré par u. On note T = X + X + 1



(a) Montrer que T'(u) = Oz(g).

0 -1 0 -1 0 1
OnaM?*=| 0 -1 =1 |, puis M*= -1 -1 1 . Donc
1 0 -1 0o -1 -1

-14+04+1 0+0+4+0 1-1
=0
0+0+0 —-14+1+0 —-1+0+1

M(T(u),B) =T(M) =M+ M+1Is = ( ~14140 —1+40+1 1-1+40

‘T(u):u3+u+id:0

(b) Soit r = Pe Q tel que T'(r) = 0. On suppose que la fraction est ainsi irréductible : p A g = 1.
q

Soit § un facteur premier de q. Montrer que (5|q3 + pg® puis (5|p34 En déduire une contradiction.

On a ¢ =# 0. On peut supposer méme que ¢ € N*, pc€ Zet pAg=1.
En multipliant par ¢, non nul : 0 = ¢° x T(r)= p® + pg® + ¢°, donc p* = —¢* (¢ +p).
Si § > 1 est un facteur premier de g, alors d|q et par transitivité : (5|p3.
Mais § étant un nombre premier, §|p. Ainsi é|p A ¢ = 1. Contradiction !

‘ T n’admet aucune racine rationnelle. ‘

(¢) Déduire de la question précédente que T = X* + X + 1 est irréductible sur Q[X].

Si T n’est pas irréductible sur Q[X], alors il existe T1,T> € Q[X], non constants, tels que T' =T X Tb.
Concernant les degrés : 3 = degT = deg 11 + deg 5.

Or T; et T» sont non constants, donc degTi > 1 et degTs > 1.

On a nécessairement : deg71 = 1 et deg7> = 2 ou bien deg71 = 2 et degT1.

Sans perte de généralité, on peut supposer deg7i = 1 et degTs = 2.

Comme T € Q[X], il existe a,b € Q tels que T4 = aX + b et donc Ty (%b) =0.

—b
Ainsi — € Q (Q est un corps) est une racine de T et donc de 7T'.
a

C’est impossible d’apres la question précédente :

’ T est irréductible sur Q[X]. ‘

(d) Montrer que A = {R(u), R € Q2[X]}. Expliciter une base de A.

A est la sous-algeébre de Lg(F) engendré par u.
Elle contient nécessairement toutes les puissances de u, puis tous les combinaisons linéaires de celles-ci.
Ainsi, pour tout P € Q[X], P(u) € A.
Par conséquent : {P(u), P € Q[X]} C A.
Réciproquement, si {P(u), P € Q[X]} est une algebre : c’est un sous-espace vectoriel de Lo(E),
puisque : \4 P1,P2 S @[X}, )\1,)\2 S Q, )\1P1(u) + AQPQ(’U,) = ()\1P1 =4 AQPQ)(’LL) c Q[u] H
—_—

€Q[X]
stable par composition : V Pi, P» € Q[X], Pi(u) o P2(u) = P1 X P2)(u) € Q[u].
——

€Q[X]
{P(u), P € Q[X]} est donc une algébre contenant w.
Pour des raisons de minimalité

[A={P(u), P eQx]}|

Puis on va simplifier ce dernier ensemble. Trivialement, puisque Q2[X] C Q[X], {P(u), P € Q2[X]} C {P(u), P € Q[X]}
Réciproquement, si P € Q[X], on peut faire la division euclidienne de P par T

Il existe (@, R) € Q[X] x Q2[X] tels que P = QT + R, puis P(u) = Q(u) o T'(u) + R(u).

Or T'(u) =0, Q(u) est linéaire donc Q(u) o T'(u) = 0 et donc P(u) = R(u) avec deg R < 2.

Ainsi {P(u), P € Q[X]|} C {P(u), P € Q2[X]}

[A={P(u), P € Qs[X]}.|

Enfin, comme (1, X, X?) est une base de Qz [X], la famille (id, u, u?) est une famille génératrice de {P(u), P € Q:[X]}.
Montrons que c’est également une famille libre.
Soient A, u, v € Q tel que Aid + pu + vu? = 0.
Dans sa version matricielle, cela donne :

A —v — i
)\13+/,LM+Z/M2: p A—v —p—v | =03x3
v n A—v



(e)

Ainsi A = = v = 0 et donc (id, u, u”) est libre.

Une base de A est donc (id, u, u2). Et donc dim A = 3.

Soit R € Q2[X], non nul. Montrer qu’il existe U,V € Q[X] tel que UR+ VT = 1.
En déduire que A est un corps.

T est irréductible dans Q[X], donc RAT =1 (R non nul) et

‘ 1l existe U,V € Q[X] tel que UR+ VT =1, d’aprés la relation de Bézout.

On a alors, pour tout R(u) € A non nul (donc R # 0) - avec les mémes notations :
U(u) X R(u) +V(u) x T'(u) = 1(u) =id

Or T(u) =0, V(u) € L(E), donc V(u) o T(u) =0 et donc U(u) o R(u) = id.
Par commutativité des deux polyndmes en u, on a de méme R(u) o U(u) = id.
Ainsi, touts les éléments, non nuls, de A sont inversibles donc

Montrer que F n’admet aucun sous-espace de dimension 1 u-stable.
De méme, on admet qu’aucun sous-espace de F de dimension 2 n’est stable par u.
Que peut-on en déduire quant aux hypothéses du théoréme de Burnside ?

Soit F' un sous-espace de £ = Q3 stable par u. On suppose F # {0} et F # E.

Donc dim F' =1 ou dim F' = 2.

e SidimF =1.

On note e un vecteur non nul de F, (e) est libre et est donc une base de F.

F est stable par u, donc u(e) € F' = vect(e). Ainsi, il existe A € Q tel que u(e) = X -e.
On a alors u”(e) = u(Xe) = Au(e) = Ne et de méme u’(e) = A* - e.

0=T(u)(e) =u(e) +ule) +e=N +A+1)-e=T(\) -e

Mais e est non nul donc T'(A) = 0. Or on a vu que T n’admet aucune racine sur Q. Contradiction !

‘ Ainsi nécessairement dim F' # 1. ‘

e Si dim F' = 2. (Nous écrivons ici une démonstration - dans le sujet la réponse est admise)

ai az
On note (e1, e2) une base de F. Dans la base canonique, ils s’écrivent E; = ( b1 ) et E ( b2 >
Cc1 Cc2
En prenant A € Q, bien choisi, puis E5 = E; — AE>, on a F5 x F1.
On va donc considérer directement que E;‘F X Fo = 0.
b1 Co — b201
Considérons E3 = ( craz — caaq ) (idée : produit vectorielle).
a162 — a2b1
Le calcul donne : ElT x F3 =0 et E;‘F x E3 = 0. La famille (E1, E2, E3) est donc libre (elle est « orthogonale »).
On a donc une base de M3 1(Q).
Puisque F est stable par u, M E; € vect(E1, E2) et de méme M E5 € vect(E1, Es) .
1l existe , B, tels que MT E5 = aFy + BE> + vEs. Enfin,

E{ x M"Es = (E3 x MEl)T = (B3 x (AEy + uE>)) = AE{ x Es+ pE; x E3 =0
Donc
0= E{ X aEy + BE> + vE3 = aE] Ey + BE{ Es = a(a} 4+ b; + 1)
De méme
0= E] x (aE1 + BE2 +~E3) = aEj By + BE3 E2 = (a3 + b3 + ¢3)
Comme FE1 # 0, (a1,b1,¢1) # (0,0,0) et donc o = 0 et de méme 8 = 0, donc MTEs = vEs.
Puis, les mémes calculs montrent que T(M™) = T(M)" = 0" = 0, et donc T() = 0. Méme contradiction !

‘ Ainsi nécessairement dim F' # 2 - Question non posée ‘

Au final, seul {0} et E sont stables par u et donc par A.

A est donc une sous-algebre irréductible de E = Q° et A # Lo(E) (pour des raisons de dimensions : 3 et 6).
Dans ’énoncé du théoréme de Burnside, I’hypothése K = C est donc importante !
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[III . Preuve du théoréme de Burnside|

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 2.
Soit A une sous-algebre de L¢(E) irréductible.

III.1. Existence d’une valeur propre pour tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension finie.
Soient H un espace vectoriel de dimension finie m > 1 et h € Lc(H).

(a) En considérant la famille (Idg, h, h?,..., hm2), montrer qu’il existe P € C[X] tel que

P(h) = 0rc(m) et 1 <degP < m?

La famille (Idg, h, h?, ..., hm2) compte m” 4 1 vecteurs du C-espace vectoriel Lc(H) qui est de dimension m?,
2 2 . L

or m” + 1> m” donc cette famille est 2hee

si bien qu'il existe (po, ..., fm2) € C™ ' tels que
’VTL2
Zuz«hk =0cc) €6 (Hos- s m2) # Opm2ia 1)
k=0

m2

Posons P = Z,uka e ClX].
* La relation de liaison (1) s’écrit P(h) = Oz (m)-
* Par construction deg P < m>.
Par I'absurde, supposons que P est constant,
alors Vk € [1, m2]], ur = 0, donc P = po, si bien qu’en reportant cela dans la relation de liaison (1),

poldn = 0zc(m)

or puisque ({0, - - -, fiy2) 7 Ogm241, po 7 0 donc Idg = Orq (),
or H est de dimension m > 1 donc il existe e € H tel que e # 0x
et en évaluant les deux membres de I’égalité Idy = O,.(m) en e, on obtient e = Oy, ce qui est une contradiction.
Par conséquent, P n’est pas constant donc deg P > 1.
2

’Ainsi, il existe P € C[X] tel que P(h) = 0z () et 1 < deg P < m”.

b) En notant d € N* le degré de P,ce C* son coefficient dominant et en admettant le théoréeme de D’Alembert-Gauss qui donne
g
d

Pexistence de (A1, ..., \q) € C tels que P(X) = CH(X — Ag), montrer qu’il existe ko € [1,d] tel que Ker(h — Ay Idm) #

{0}

k=1

En prenant l'image de la forme factorisée de P par le morphisme d’évaluation en h (morphisme d’anneaux/de C-algebres
de C[X] dans L¢(H)), on obtient

C(h — AlldH) [¢] (h — )\QIdH) O---0 (h — )\nIdH) = P(h) = Oﬁc(H>
or ¢ # 0 (par définition d’un coefficient dominant) donc
(h — AlldH) o (h — )\QIdH) O---0 (h — )\nIdH) = OEC(H)

Par 'absurde, supposons que Vk € [1,d], Ker(h — AeIdw) = {On}.
Alors, pour tout k € [1,d], h — Ayldx est un endomorphisme injectif de I'espace vectoriel H.
On en déduit que (h — A1ldg) o (h — A2ldg) o -+ o (h — A Idm) est aussi un endomorphisme injectif de H
(une composée d’injections est une injection)
donc 0z, (xy est un endomorphisme injectif de H, donc Ker(0z.(my) = {0x},
or Ker(Oz.(my) = H donc H = {On} donc m = dimc H = 0 ce qui contredit ’hypothése m > 1.

‘Ainsi, il existe ko € [1,d] tel que Ker(h — AgoIda) # {0m}. ‘

II1.2. Existence d’un endomorphisme de rang 1 dans A.

(a) Soient z un vecteur de E non nul et y un vecteur de E.
Posons A, = {a(z) | a € A}.
Montrer que A, est un sous-espace vectoriel de E stable par A et en déduire existence de a € A tel que a(z) = y.

e — A, C F par construction et F est un C-espace vectoriel.
— Ay # 0 car Ogp) € A (car A est une sous-algebre de Lc(E) donc un sous-espace vectoriel de Lc(E) donc elle
contient le vecteur nul de cet espace) donc O (g)(z) =0 € A,.
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— Soient (t1,t2) € A2 et A € C.
11 existe (a1,a2) € A2t = a1(x) et ta = az(x) si bien que

M1+ t2 = Aai(z) + ax(z) = (a1 + a2)(2)

or A est une sous-algebre de L¢(FE) donc un sous-espace vectoriel de L¢(F) donc A.ay + a2 € A donc Aty +t2 € A,.

‘ Ainsi, A, est un sous-espace vectoriel de E. ‘

e Soit b € A fixé.

Soit t € A, fixé. Il existe a € A : t = a(x) donc b(t) = b(a(z)) = (bo a)(zx), or A est une algebre donc bo a € A si bien
que b(t) € A;.

’ Ainsi, A, est un sous-espace vectoriel de E stable par A. ‘

Par hypothése A est une sous-algebre irréductible donc les seuls sous-espaces vectoriels de E qu’elle stabilise sont {0z} et
FE donc A, est 'un de ces deux sous-espaces vectoriels de E.

Par ’absurde, supposons que A, = {Og}. Alors = appartient au noyau de tous les endomorphismes de A donc

Vae A, VAeC, a(Az) = Xa(z) =A0g =0g € Vect{z}

donc A stabilise la droite vectorielle Vect{z}, or Vect{z} # {0g} (car z # 0g) et Vect{z} # E (car Vect{z} est de dimension
1 tandis que E est de dimension n > 2) d’ott une contradiction avec l'irréductibilité de A.

Par conséquent, A, = E si bien que y € A,.

‘ Ainsi, il existe a € A tel que a(z) = y. ‘

(b) Soit b € A tel que rg(b) > 2.

i

iii.

Montrer Pexistence de (z,y) € E? tels que (b(x), b(y)) est une famille libre de E.

dim Imb = rg(b) > 2 or Imb est un sous-espace vectoriel de E donc sa dimension d appartient & [2,n] (n = dim E). Le
théoréme d’existence de base en dimension finie appliqué au sous-espace Imb permet de choisir une base (t1,...,tq) de
Imb. Notons x € F et y € E des antécédents de ¢1 et t2 respectivement : b(x) = t1 et b(y) = to.

Alors la famille (b(z),b(y)) = (t1,t2) est libre car c’est une sous-famille de la famille libre (¢1,...,tq) (qui est une base
de Imb).

Ainsi, il existe (z,y) € E* tels que (b(x),b(y)) est une famille libre de E.

ii. Justifier Pexistence d’un endomorphisme a € A tel que (a o b)(x) = y.

Si b(xz) = Og, alors la famille (b(z),b(y)) = (0g,b(y)) est liée (car contient le vecteur nul) ce qui est une contradiction
donc b(z) # 0.
Nous pouvons donc appliquer le résultat de la question II1.2(a) pour (z,y) < (b(z),y) : il existe a € A : a(b(z)) = y.

‘ Ainsi, il existe un endomorphisme a € A tel que (a0 b)(z) = y. ‘

Vérifier que b o a se restreint a Imb au départ et a 'arrivée en un endomorphisme de Imb que 1’on notera h.

11 suffit de rappeler que b o a est un endomorphisme de E (en tant que composée de deux endomorphismes de F) et de
montrer qu’il stabilise Imb.

Soit ¢t € Imb fixé. Il existe z € E : ¢t = b(z).
Observons alors que (boa)(t) = (boa)(b(z)) = b((a ° b)(z)) € Imb.
Par conséquent, (bo a)(Imb) C Imb.

‘ Ainsi, b o a se restreint & Imb au départ et a I'arrivée en un endomorphisme de Imb. ‘

. En appliquant a h le résultat de la question III.1, montrer qu’il existe A € C tel que 0 < rg(boaob — Ab) < rg(b).

— L’image d’une application linéaire est un sous-espace vectoriel de son espace d’arrivée donc Imb est un C-espace
vectoriel.

— Par hypothese, dim Imb = rgb > 2 donc dim Imb > 1.

— Par construction, h est un endomorphisme de Imb.

Nous pouvons donc appliquer le résultat de la question III.1, pour (H,h) < (Imb,ﬁ) :
o € C : Ker(h — Aoldmms) # {Omms}

Cela nous permet de choisir tp € Imb tel que (}2 — A0.Idims ) (to) = Omp donc (bo a)(to) — Ao.to = E(to) — Xo.to =0g.
Or to € Imb donc il existe o € E : to = b(zo) si bien que

(boa)(b(mo)) —)xo.b(l‘o) :OE donc (boaob—)\o.b)(xo) :OE

Considérons ’endomorphisme bo a o b — Ag.b.
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* boaob—Xg.b=(boa— Ao.Idg) o b donc Kerb C Ker(boaob— Ag.b).
De plus,
— par construction, (boaob — Xg.b)(xo) = 0g donc zo € Ker(boaob— Ag.b),
— par construction, b(zo) = to # O donc zo ¢ Kerb,
donc linclusion de Kerb dans Ker(bo aob — Ag.b) est stricte donc

dim Kerb < dimKer(boaob— Ag.b) donc n—dimKer(boaob— Ag.b) < n — dimKerd
si bien que le théoréme du rang appliqué aux endomorphismes bo a o b — X\o.b et b donne
rg(boaob— Ag.b) < rg(b)

*x (boaob— No.b)(z) = b((aob)(z)) —Xo.b(z) = b(y) — Xo.b(x),
—_———
= b(y) par choix de a
or la famille (b(z),b(y)) est libre donc cette combinaison linéaire de coefficients (1,—Xg) # (0,0) est différente du
vecteur nul de E, donc (boaob— Ag.b)(z) # O,
donc Im(boaob— Ag.b) # {0} donc rg(boaob— Ao.b) > 1.
‘ Ainsi, il existe A € C tel que 0 < rg(boaob — Ab) < rg(b). ‘

(c) Justifier que A # {0.(g)} puis en déduire soigneusement l'existence d’un endomorphisme de rang 1 dans A.

Il est immédiat de vérifier que {Oz(g)} est une sous-algebre de Lc(E) donc la question posée « mérite » de 'étre.
e [l existe z¢ un vecteur non nul de F car dim F = n > 2 donc dim E¥ > 1. Alors Vect{acg} est
— Vect{zo} est un espace vectoriel de dimension 1 (car (zo) en est une base) donc Vect{zo} # {0r} et Vect{zo} # E
(car {Og} et E sont de dimensions respectives 0 et n > 2 donc différentes de 1).
— Ogmy(Vect{zo}) = {0r} C Vect{zo} donc Vect{zo} est A-stable.
Par conséquent, {0z(g)} admet un sous-espace stable différent de {Og} et de E donc ce n’est pas une sous-algebre
irréductible.

| Ainsi, A # {0z (). |
e Par I’absurde, supposons que 4 ne possede pas d’endomorphisme de rang 1.

L’ensemble {rg(a) | a € A\ {Oz.(g)}} est

— une partie de N* car le rang d’un endomorphisme non nul d’un espace de dimension n est un entier naturel non nul,
— non vide car A étant un sous-espace vectoriel, il est non vide et puisque, d’aprés la premiére partie de la question,

A#{0m)}, il existe d € A : d # Oz (p) donc rg(d) appartient & ’ensemble considéré.

Par conséquent, il admet un plus petit élément ro = min{rg(a) | a € A\ {Oz.(g)}} et, par définition du plus petit
élément d’un ensemble,

3do € A\ {O0zem)} ¢ 18(do) =10

Puisque A ne possede pas d’endomorphisme de rang 1, sachant que rg(do) > 1 (car do # Ozo(r)), r8(do) > 2. Nous
pouvons donc appliquer le résultat de la question II1.2(b) pour b < dp :

A(a,\) e AXC : 0<rg(dooaody— Ado) <rg(dg) donc 0 <rg(dooaody— Ado) <o (2)

Or, A étant une sous-algebre, elle est stable d’une part par composition donc (do o a o do,do) € A2, et d’autre part par

combinaison linéaire donc
di =dgoaody— Ao cA

et vérifie 0 < rg(d1) donc di # O, (g) donc di € {rg(a) | a € A\ {Oz.(p)}} si bien que
ro = min{rg(a) | a € A\ {0z.(g)}} <rg(di) donc 1o <rg(di)

ce qui contredit la relation (2) qui donne rg(di) < ro.

’ Ainsi, A contient au moins un endomorphisme de rang 1. ‘

II1.3. Construction d’une base de L(E) formée d’endomorphismes de A.
On note, pour tout (7,j) € [[1,n]]2, E* la matrice de M, (C) dont tous les coefficients sont nuls a I'exception du coefficient
d’indices (7, j) qui vaut 1.
Reprenons le résultat de la question II1.2 et notons ap un endomorphisme de rang 1 de A.

(a) Etablir existence d’une base B = (e1, ..., e,) de E telle que la matrice de ao relativement & Best de laforme | C | 051 | ... | Onn
ou C est une matrice colonne non nulle.
rg(ao) = 1 donc le théoréme du rang donne dim Ker ap = dim F — rgag =n — 1.
Le théoréme d’existence de base en dimension finie permet de choisir une base (e2, es, ..., e,) de Ker ao.
Le théoréme de la base incompléte permet de compléter la famille libre (eg,es, ..., e,) constituée de n — 1 vecteurs en une

base de E que l'on note B par 'adjonction d’un vecteur e; (car dimc E = n).
Considérons la matrice M de ao dans la base B = (e1,...,en).
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— Le vecteur e; n’appartient pas au noyau de ag
(sinon il serait combinaison linéaire des vecteurs ez, e3, . .., e, ce qui contredit la liberté de la famille (e1, e2,€3,...,€en))
donc ap(e1) n’est pas le vecteur nul donc la premiere colonne C' de M, qui est constituée des composantes de ao(e1)
dans la base B, n’est pas la colonne nulle.
— Pour tout j € [2,n], le vecteur e; appartient au noyau de ao, donc la j-éme colonne de M est la colonne nulle.

Ainsi, il existe une base B = (e1, ..., e,) de E telle que mat(ao, B) = [ ClOn1|...]Onn ]
ou C est une matrice colonne non nulle.

Justifier 'existence d’'un endomorphisme a: de A tel que mat(ai o ao,B) = EY. On pourra utiliser le résultat de la
question II1.2(a).

En reprenant les notations de la question précédente, ag(e1) # O (car ex ¢ Ker(ap)) ce qui permet d’appliquer le résultat

de la question II1.2(a) pour (z,y) < (ao(e1),e1) : il existe a1 € A tel que ai(ao(e1)) = e1.

Déterminons la matrice A de a1 o ag dans la base B.

— (a1 0ao0)(e1) = ai(ao(e1)) = e1 (par construction de a1) donc la premiére colonne de A, constituée des coordonnées de
eir dans Best [10 ... 0]".

— Pour tout j € [2,n], le vecteur e; appartient au noyau de ag, donc (a1 © ap)(e;) = a1(0g) = Og si bien que la j-éme
colonne de A est la colonne nulle.

Ainsi, il existe un endomorphisme a1 de A tel que mat(a; o ag, B) = EYL

On montre alors de méme 'existence d’endomorphismes as, ..., an de A tels que pour tout ¢ € [1, n], mat(a; oag, B) = EYL
Notons B* = (e],...,ey) la base duale de B, c’est-a-dire la famille des formes linéaires coordonnées relativement a la base
B de sorte que tout vecteur x de E s’écrit

Posons F ={z € E |Va € A, ej(a(z)) =0}
Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E stable par A puis en déduire que F' = {0g}.

e — F C FE par construction et E est un C-espace vectoriel.
— F#0carVae A, ej(a(0g)) =0 donc O € F.
— Soient (z1,z2) € F? et )\ eC.

Va € A, ei(a(hz1 +x2)) = Xel(a(zr)) + €] (a(z2)) = A.x04+0=0
(xl,l'z) S F?
donc A\.x1 +x2 € F.
e Soit b € A fixé.
Soit x € F fixé.
Va € A, ei(a(b(x))) = ei((aob)(z)) = 0
aob € A car A est une algebre
zeF

donc b(z) € F.

Ainsi, F' est un sous-espace vectoriel de E stable par A. ‘

Remarque : un autre argument pour justifier que F' est un sous-espace vectoriel de E consiste a observer que c’est une
intersection de sous-espaces vectoriels de F (qui sont tous des noyaux de formes linéaires) : F' = m Ker(e] o a).
acA

Par hypothése A est une sous-algebre irréductible donc les seuls sous-espaces vectoriels de E qu’elle stabilise sont {0z} et
FE donc F est I'un de ces deux sous-espaces vectoriels de F.

Par I’absurde, supposons que F' = E. Alors e; appartient a F' donc
Va € A, ei(a(er)) =0
En particulier, puisque a1 0 ap € A (composée de deux endomorphismes de la sous-algebre A), on obtient pour a < a1 o ag

ei((aroao)(er))=0 donc 1=0 ce quiest une contradiction.

=e

‘Ainsi, F= {oE}.\

(d) Posons G = {(ej(ale1)),ei(alez))...,ei(alen))) €K™ | a € A}

i. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de C" dont la dimension notée p est supérieure ou égale a 1.

e — (G C C" par construction et C" est un C-espace vectoriel.
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Il existe (a,a’) € A { AT R AT TETU N
Nz 2o za) 4 (B 2h) = Adei(alen)), i (alea))s . i (alen))) + (€5 (a'(e1)), € (0 (e2)
— (hei(a(en). Aci(alen)) ... Aed(alen))) + (€5 (@ e0). ci(a’
— @ (a)e). E(Aa)en)....ei(ha)(en))
= (€ (a)(en) + €i(a(en), i (Ma)(e2)) + €i(@(e2)), €
(e ((ha +a)(en), i ((hata)(ea))s. ., i (ha+a') (en))

— G # 0 car Oz () € A (car A est un sous-espace vectoriel de Lc(F)),

donc (e1(0zq(m)(€1)), €1(0ze(m)(e2)), .- -
— Soient (z1, 22, . ..

7'277«)7(2{7'253"'7

v€1(0z¢(m)(en))) = Ocn € G.
2h) € G et A € C.

or A est un sous-epace vectoriel de Lc(E) donc A.a 4 a’ € A donc \.(z1, 22, . . .

e Nous savons que a1 o ap € A donc

(e1((a1 0ao)(e1)), ei((ar 0 ao)(e2)), ...,
—0p

=e1

=0g

2n) + (21, 25, ..., 2n) € G.

ei((a10ao)(en))) € G
—_——

=(1,0,...,0)

donc G # {0c~ } donc dimc G > 1.
‘ Ainsi, G est un sous-espace vectoriel de C" de dimension p > 1. ‘

. Supposons que p = dimc G < n et extrayons une base (g1, ...

agp) de G :
Vi€ Lol g = (el(een)).cieiler). ..
Posons, pour tout i € [1,p], H; = Ker(e] o ¢;).
P

Justifier dim m H; >

=1

1 ce qui permet de choisir zo € ﬂ H; tel que xo # Og.
=1

il existe (e, ...

vei(ci(en)))

,cp) € AP

Montrer alors que zo appartient au sous-espace F' étudié dans la question précédente et en déduire la dimension de G.

e Soit ¢ € [1,p] fixé.

el o ¢; est une application linéaire de E dans C (comme composée de deux applications linéaires) donc c’est une

forme linéaire sur F.

. E si e} o¢; est la forme linéaire nulle,
Par conséquent, H; =

p

un hyperplan de E si e] o ¢; n’est pas la forme linéaire nulle.

e D’apres la decription ci-dessus, ﬂ H; est l'intersection d’au plus p hyperplans de E (si certains des H; sont égaux

i=1

a F, ils peuvent étre retirés de I'intersection sans modification de cette intersection!) donc (résultat du cours)

dmFE—-p=n—-p=>1

dim ﬁ Hi 2
i=1

p
Ainsi, dim ﬂ H;>1

i=1

Choisissons alors zg € m H; tel que xo # 0g.

i=1
e Soit a € A fixé.

Le vecteur (ej(a(er)),ei(a(e2)),...
(a1, ..., up) € CP tels que

,ei(alen))) appartient a G, or (g1,...

(e1(a(er)), eilale2)), .., ei(alen)))

p
Z Hi-Gi
i=1

- ZM.(e’{(cz'(eﬂ),ef(ci(@))v s

donc
Vk € [1,n] , el(a(er)) = el ((Zuz cl> )
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car on a supposé p < n

,gp) est une base de G donc il existe

sei(ci(en)))

(E))
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(e)

n
zo € F donc il existe (a1,...,an) € C" 1 2o = Zak.ek.
k=1

e1(a(zo))

Z ag.-e1(aler))

n p
= Z a.€e] ((Z ,ui.ci> (ek)> en utilisant les égalités (3)
k=1 i=1

p n
= € (Z ui.ci> (Z ak.ek> par linéarité
——

= X0

P
= Zui.ef(ci(xo)) par linéarité
i=1

p
= > (€7 0 i) (wo)
i=1 v .
=0 car z9 € H; = Ker(ej o ¢;)
= 0

Par conséquent, xo appartient au sous-espace F'.
e Nous avons établi dans la question II1.3(c) que F' = {0g} donc o = O ce qui contredit le choix de x¢. L’hypothése
dimc G < n est donc fausse si bien que dim G > n, or G € C" donc dimc G < n d’ou

Soit j € [1,n]. Déduire de la question précédente l'existence de b; € A tel que la matrice de b; relativement & B est de la

0---010---0
forme B ol le 1 de la premiére ligne est situé sur la colonne d’indice j et B; € My—1,,(C).
J

Soit j € [1,n] fixé.
G étant de dimension n dans C", G = C" donc (0,...,0,1,0,...,0) € G (avec le 1 en j-eme position) si bien qu’il existe,
par définition de G, b; € A tel que

(el (bj(er)),el(bj(e2)),...,el(bj(en))) =(0,...,0,1,0,...,0)

c’est-a-dire

Vk € [1,n] , ei(bj(ex)) = 0k,
Considérons la matrice de b; relativement a la base B. La premiere ligne de cette matrice est constituée par les coordonnées
selon e; dans la base B des vecteurs bj(e1),...,b;(en) donc la premiere ligne de cette matrice est

[el(bj(er)),...,el(bj(ej—1)),el(bj(e;)),er(bj(ej+1)),---,er(bj(en))] =1[0,...,0,1,0,...,0] oule 1 est sur la colonne d’indice j

0---010---0

Ainsi, pour tout j € [1,n], il existe b; € A tel que mat(b;, B) = i
J

ot le 1 est sur la colonne d’indice j et B; € Mp_1,,(C).

En déduire que I’ensemble des matrices dans B des éléments de A contient toutes les matrices de la famille (Ei’j)lgi,jgn et
conclure.

Combinons les endomorphismes de A (a; © ao)icf1,n] €t (bj)je[1,n] construits respectivement dans les questions II1.3(b)
et IIL.3(e).

Pour tout (i,7) € [1,n]°, posons w;; = a; o ag o b;.

— La stabilité pour la loi o de l'algébre A permet d’affirmer que (wj j)1<i,j<n est une famille d’endomorphismes de A.
— Soient (i,7) € [1,n]°.

0
0
mat(w; j, B) = mat(a;oao, B)xmat(b;, B) = E*" x 020100 1 1|001]-.|0na x 0---010---0 = g
B; 0 B;
L 0 -
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Cela signifie que ¥ (A), 'image de la sous-agebre A de Lc(FE) par le morphisme d’algebres ¥ (défini dans 'introduction)
est une sous-algébre de M,,(C) (d’aprés la question 1.3(a)) qui contient les n*> matrices de la base canonique de M., (C)

donc
M (C) = Vect{E" | (i,7) € [1,n]*} C VectWi(A) = Up(A)
{E" |1<i,j<n}C Up(A) Ui(A) est un C-espace vectoriel

donc ¥(A) = M, (C), or Ug est une bijection (un isomorphisme d’algébres méme!) donc A = L¢(E).
\ Ainsi, A = Lc(E). \

IV . Application du théoréme de Burnside

Dans cette partie, on exploite le théoreme de Burnside afin de faire le lien entre ’espace des matrices magiques et le sous-espace
engendré par les matrices de permutation.
e Si M = (m,,;) est une matrice de M,,(C), on dit que M est magique si la somme de ses coefficients par ligne et par colonne est
constante. On note M ensemble des matrices magiques de M, (C) :

M={MeM,(C)|3Is€C : V(5 €[l,n]> Zmzh_zmk,j_s}

h=1 =

Pour tout s € C, on pose Ms = {M € M,(C) |V (4,5) € [1,n]? ’Zmi’h = ka,j = s}.

e Pour tout ¢ € [1,n], on note f; (respectivement g¢;), la forme linéaire qui & une matrice de M, (C) associe la somme de ses
coefficients de la ligne 7 (respectivement colonne 7).

Vie [[l,n]], fi: M= (mkyg)k’[ — Zmi’h et gi: M = (mk),g)k’g — thﬂ'

e Si 0 est une permutation de {1,...n}, on note p, ’endomorphisme de C™ défini sur la base canonique B. cn = (e1,€2,...e,) de C"
par : pour tout i € [1,n], p(e:) = eq(s)-

On note P, la matrice de p, dans cette méme base.

e On note D la droite dirigée par le vecteur c :=e; + ez + - - - + e, et H ’hyperplan d’équation 1 + x2 + - - - + ,, = 0 dans B¢ cn.

IV.1. Structure de 9% et de M.

(a) Montrer que 9 est un espace vectoriel.

Notons que pour tout i € [1,n], f; est linéaires :

n

VA€ C M N € Mu(C), fiAMAuN) = Y AM+uNlin = > AMYia+ulNin =AY [Mlintu Y [Nlin = Mi(M)+ufi(N)
h=1 h=1 h=1 h=1

De méme, pour tout ¢ € [1,n], g; est linéaire.
Puis M € M si et seulement si Vi € [1,n], fi(M) = g:(M) = f1(M).

M = ﬂ Ker(fi — fi) N ﬂ Ker(g; — f1). C’est bien un espace vectoriel.

i€[2,n] i€[1,n]

On peut également raisonner simplement par stabilité par combinaison linéaire.

(b) Est-ce que M est une sous-algebre de M, (C)?

Soit M, N € 9. Soit i € [1,n],

fi(MN) = Z [MNJin = ZZ[M ik Nkn = ([Mh,k x Z[Mm) = ([Mix x fu(N))

h=1 k=1 k=1

Or N € M, donc pour tout k € [1,n], fu(N) = f1(NN) (constante par rapport a k). Ainsi :

FMN) = f1(N) x Y [Mig = f1(N) fi(M) = f1(N) f1(M)

Et de méme :

n

Z [MNi = ZZ[M nk[N Z ( ki X Z[Mn,k) = > ([NTki % gu(M))

h=1 k=1 h=1 k=1
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Or M € 9, donc pour tout k € [1,n], gr(M) = g1 (M) (constante par rapport a k). Ainsi :
gi(MN) = g1 (M) x Y [N]ii = g1(M)gi(N) = g1(M)g1(N) = f1(M) f1(N)
k=1

car f1(M)=g1(M) et fi(N) = gi1(N) car M, N € I.
Ainsi, MN € I

‘ M est une sous-algebre de M, (C). ‘

Démontrer que (f1,- - fn, g1, - gn) est liée mais que (f1,..., fn, g1, -+ ,gn—1) est libre.

Pour tout s € C, on note M, le sous-ensemble de M formé des matrices dont la somme des éléments de chaque ligne et la

somme des éléments de chaque colonne vaut s.

Notons, que pour tout M € M, (C)

Do)=Y Mkn =)y [Mlin =) gu(M)

— h=1 k=1
n n
Donc E fru — E gn = 0.
k=1 h=1
Nous avons une combinaison linéaire non triviale de (f1,- - fn, g1, - gn) égale & 0, donc

‘(fh---fn,gl,---gn) est liée.‘

n n—1
Soient A1,...An, fy ... n—1 € C tels que ZAifi + Zuigi =0.

i=1 i=1
Soit Ep i, la matrice ayant exactement un seul 1 en ligne h et colonne k, les autres coefficients étant nuls.
Alors fi(Enk) = 6i,n et gi(Erk) = ik, on a donc (pour k =n) :

n n—1 n et
0= <Z Aifi + ngﬁ) (Brn) = Z Aifi(Enn) + Z wigi(Epn) = An +0
i=1 i=1

=1 i=1

n—1

Ainsi, pour tout h € [1,n], A, = 0. Et donc Z,uigi =0.

i=1

n—1 n—1
0= <Z Nigi) (Brk) = Z wigi(Ev k) =
i=1 i=1

Ainsi, pour tout k € [1,n — 1], ux = 0.

En Ei i, pour k<n—1:

’ (f1,"+ fn,g1, -~ gn—1) est libre. ‘

n n—1
En déduire que My = <m Kerfi> N (ﬂ Kergi>.
i=1

=1

Il est clair que 9y = (ﬂ Kerfi> al <n Kerg¢> ,
i=1 i=1

puisque appartenir a 9 signifie exactement avoir toutes les sommes nulles.
Mais comme g, € vect(f1,... fn, g1, gn-1),

n n—1
M e (ﬂ Kerﬁ) N (ﬂ Kergi> = gn(M)=0= M € Kerg,

i=1

n n n n—1
Donc My = (ﬂ Kerﬁ) N <ﬂ Kergi> C Mo = (ﬂ Kerﬁ) N (n Kergi>,
i=1

i=1 i=1 i=1

L’inclusion réciproque est évidente.
n n—1
Mo = <ﬂ Kerﬁ) N <n Kergi>

i=1
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(e) Déterminer la dimension du sous-espace M.
Pour s € C*, quelle est la structure de 90, ?

En reprenant ce que l'on a trouvé on a :

Mo = ﬂ Ker(f;) N m Ker(g;) = ﬂ Ker(f;) N ﬂ Ker(g;)

i€1,n] i€[1,n] i€[2,n] i€[1,n—1]

Nous avons vu que pour toute forme linéaire  définie sur E et F' sev de E de dimension p,
e ou bien p|r = 0-(pc) et donc F' C Kergp et alors F N Kerp = F
e ou bien ¢|r # Oz(r,c) (ie. 3 a € F tel que ¢(a) # 0) et alors dim(F N Kery) =p — 1.
k
Notons, pour tout k € [1,n — 1], Fx = n Kerf;.
i=1
La matrice Ext1,n € Fr, mais fyt1(Ek+1,n) =1 # 0, donc dim(Fr+1) = dim(Ker fy+1 N F) = dim Fy, — 1.

Et ainsi, par récurrence immédiate, dim Fj, = n” — k, pour tout k € [1, n].
k

Puis, notons pour tout k € [1,n — 2], Gx, = F,, N m Kerg;.
i=1
La matrice Ep, x+1 — Enn € Gk mais gi+1(Fnk+1 — Enn) # 0 done dim Ggy1 = dim Gy — 1.
Donc (récurrence immédiate) : dim Gy, = n® —n — k, en particulier

Mo = Gt et dimMo) =n’—n—(n—1)=n>-2n+1=(n—-1)"

La matrice I,, € 911 et la matrice sI,, € M.
Par linéarité des f; et g; : M € M <= M — sl,, € Mo.

’{IRS est l'espace affine : sI,, + M. ‘

(f) Quelle est la dimension de 9?7

On a ’équivalence : M € 9 si et seulement si 3 s € C tel que M € M.
Ainsi, si (Mk)req1,(n—1)2] €St une base de Mo,

(n—1)
M e M <= 3 1(s, (ax)) € K x K"’ tels que M = sI,, + Z aw M
k=1

Et donc (In, My, ... M(,_1y2) est une base de M.

dimim:1+(n71)2:n2f2n+2‘

(g) Justifier que I’espace vectoriel engendré par les matrices de permutation P, est inclus dans 9.

Pour tout 0 € S,, ME; = E,(;), et donc il n’y a qu'un unique 1 en colonne i, celui se trouve en ligne o (7).
De méme comme o est bijective, il n’y a qu'un unique 1 en ligne j, celui qui se trouve en colonne Uﬁl(j).
Ainsi, pour tout P,, la somme des coefficients sur ses lignes ou ses colonnes vaut 1.

IV.2. Action sur H et D.
Démontrer que si m est un endomorphisme de C" de matrice M dans la base C, alors

M € 9O <= H et D sont m-stables

Commencons par réinterpréter par le calcul les deux faits : D est m-stable et Hest m-stables.
D est la droite dirigée par ¢ = e1 + ez + -+ + en, ie. D = vect(c).
Dans la base canonique la matrice de ¢ est C', matrice colonne constitueé que de 1.

D est m-stable est équivalent & : m(c) € D, puisque tout élément de D est colinéaire & c.
n

Cela correspond a la relation matricielle : 3 s € C tel que M x C = sC ie en ligne ¢ : Z[M]’h =s.

h=1
Bilan : D est stable par m si et seulement si 3 s € C tel que Vi € [1,n], fi(M) = s.
H est ’hyperplan d’équation 1 + x2 + ... 2, = 0, dans la base canonique.

H est m-stable est équivalent & V & = (z1,...x,) tel que sz =0 et y = m(x), alors Zyi =0.
i=1 i=1
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Or, matriciellement, le calcul y = m(z) correspond au calcul Y = M x X
ou X est la matrice colonne avec en ligne ¢, le nombre x;.

Donc m(z) a pour matrice dans la base canonique Y, avec en ligne ¢ : y; = [Y]i1 = Z[M]kak

Dans ce cas ZyL ZZ i,k Tk :ix’“i[M]”“ Zigk(M z
k=1 =1 k=1

=1 k=1
Ainsi (avec les mémes notations) :
e Si M e M.
Alors en notant s = f1(M), on a pour tout ¢ € [1,n], fi(M) = s, donc D est m-stable

Et pour tout k € [1,n], gr(m) est constante (égale & s) donc Zyi = Z ST =§ Zxk =sx0=0.

i=1 k=1
Et donc H est également stable par m.

e Réciproquement, si D et H sont m-stables.
Alors 3 s € C tel que Vi € [1,n], fi(M) = S (d’aprés 'analyse).

Mais aussi, pour tout (z;) tel que Z::cZ =0,o0na ng (M)zy = 0.

i=1 k=1
n

En particulier en considérant z, tel que z; = 1, ,, = —1, on a bien © € H et ng (M)xp = gi(M) — gn(M) = 0.

k=1
Et donc pour tout ¢ € [1,n], gi(M) est constant, notons ¢ = g, (M).

n
Alors en sommant tous les termes de la matrice, on trouve Z[M]” = Z filM) =ns = Z g; (M) = nt.

Ainsi nécessairement s =t et donc M € M

‘ M € 9 <= H et D sont m-stables.

IV.3. Application du théoréme de Burnside sur £(H).
(a) Démontrer que les seuls sous-espaces de C™ stables par tous les endomorphismes p, quand o parcourt toutes les permutations
de {1,...,n} sont {0}, la droite D, I'hyperplan H de C".
Pour étudier F stable par {p-,0 € &,}, on peut raisonner sur la dimension de F'.
Dans le cas ou dim F' > 2, on commence par montrer qu’il existe (i,7) tel que e; —e; € F, puis H C F.

Notons déja que pour tout o € S,
P, € M, donc {0}, D, H et E = C" sont stables par p,, d’aprés la question précédente.
Supposons que F soit stable par pe.

Sixz= Z z;e; (dans la base canonique), alors p(x Z zip(e;) = Z NTi€q(s)-
=1 i—
e Si dim F' = 1, alors notons x un vecteur directeur de la dr01te F.

Comme F est p,-stable, alors il existe A\, € C tel que inea(i) = A\s Zmiei = A\s ngmed(j).
i=1 i=1 j=1

Par unicité d’écriture dans la base (e1,...en), Ti = AoTo(s)-

Mais cette relation est vraie pour tout o, donc avec o = (i j), on Ay = 1 (en k ¢ {i,5}) puis z; = x;.

Cette derniére relation x; = z; est indépendante de o, elle est vraie pour x € F. Et donc F' = Vect(e1 +e2+- - +en).
Notons que cela nécessite que n > 3, sinon on pourrait avoir A = —1 et F = vect(el —e2)...
e SidimF > 1.

Soit © € F tel que 34,5 € [1,n] avec z; ;é xj, sinon F' = D et donc dim F = 1.

En prenant de nouveau o = (i j), on a Z zres (k) € F, donc Zxkea — Tok)Co(k) € F.
k=1 k=1
Et donc x;e; + xje; — xje; — xie; € F ie. (z; —x5)(e; —e;) € F ainsi e; —e; € F car x; —xj # 0.
Puis avec 0 = (k j) et x = e; — €;, on a po(x) = ex, — €; € F, donc pour tout k € [1,n] \ {i}, €& = exr —e; € F.
Ainsi vect(ex)rz: C F. Or H = vect(ex), donc H C F
Pour des raisons de dimension, les seuls sous-espaces de E qui contiennent H sont H et E.

‘Les seuls sous-espaces de C" stables par {p,,o € &, } sont : {0}, D, H et E =C". ‘

(b) Pour toute permutation o de {1,...n}, on note p,|x la restriction de p, & H.
En utilisant le théoreme de Burnside admis en début d’énoncé, démontrer que tout endomorphisme f de H peut s’écrire

sous la forme
N
F=Y Apoln
i=1

avec N € N, A\1,...Any € C et 01,...0n des permutations de {1,...n}.
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Considérons L = vect{ps|m,o € &,}, le sous-espace vectoriel engendré par les p,||=.
N
Considérons s € L, il existe donc N € N, 01,...08 € &, A1...An € C tel que s = Z)‘ipm‘H
i=1
Soit pr|H, on a par linéarité :

N N
prlmos= ZAz‘PHH 0 po;|lu = ZA’ipTOO'i‘H €L
i=1 i=1
Puis, par combinaison linéaire, pour tout s1, s2 € L, s1 0 s2 est également un élément de L.
Finalement L est une sous-algebre de £(H).
Elle est irréductible, car si F' est L-stable, elle est nécessairement stable par les éléments p,,
donc F € {{0}, D, H, E}, mais F' C H nécessairement, donc F' = {0} ou F = H (DN H = {0}).

‘ On peut donc appliquer le théoréme de Burnside : L = vect{p,|u,0 € &,} = L(C) ‘

La famille (ps|#)oce, est une famille génératrice de L, par construction.
(Notons, que c’est une famille finie de n! éléments, mais cela ne change rien. ..)
On peut donc en extraire une famille génératrice minimale donc une base de L et donc de £(C).
Si cette famille de N éléments se nomme (ps, |m)1<i<n, 01, ...0n des permutations de {1,...n}, on peut écrire

N
¥ fELH),I M, AN) ECY 1 =) Nipoln

=1

IV.4. Conclusion
(a) Soit u un endomorphisme de C" canoniquement associé & la matrice dont tous les coefficients valent 1.

U
Montrer que — est un projecteur. Quel est son rang ? Exprimer Im u et Ker v en fonction de D et H.
n

Si U est la matrice carrée associée a u, un calcul direct donne U? =nU.
1. \2 1 1 1
Donc (—U) = —2U2 = —(nU) ==-U.
n n n

n2

Donc —U est la matrice d’une projection,
n

1
donc —wu est un projecteur.
n

Le rang de U, qui ne posséde que des colonnes identiques (égale & C' de 2.(b)) est inférieure ou égale & 1.
Comme cette colonne est non nulle, son rang est supérieur a 1, donc le rang de U est 1.

1
Le rang de u, de —u est donc 1.
p

, 1 . PUIRTE
Autre méthode : p = —wu est un projecteur donc son rang est égal a sa trace :
n

ra(u) = ra(p) = tx(p) = tr(w) = n=1

ImU = vectC ou C est la matrice colonne avec que des 1, c’est la matrice de ¢, donc

Imu = vect(c) = D, la droite dirigée par e1 + e2 + - - - + €. ‘

Enfin (le calcul est écrit dans la base canonique) :

zeEKeru<—=UxX =0+ Vie[[l,n]],Z[U]i,kxk=O<:> Zxk:(H:m:eH
k=1 k=1

(b) Soit M € 9 et m, Pendomorphisme de C" canoniquement associé.
Démontrer I'existence de N dans N*, A1,...An dans C, o1,...0n des permutations de {1,...n} et a € C tels que

N
m = Z AiDo; +
i=1

On exploitera les deux questions précédentes, aprés avoir montré que pour tout o € Sy, po(2) = z si z € D.
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Puisque M € 9, d’apres 2, H et D sont m stable.
D’apres la question précédente, avec p = 37 p est un projecteur sur D = Imp = Imu de direction H = Kerp = Keru.
n
Donc pour tout € E =D @ H, z = p(x) + (x — p(z)) et donc par m-stabilité :
~
€D €H

m(z) = m(p(x)) + m(z — p(z)) = m|p(p(z)) + m|u(z — p(z))

N
Or p(z) = %u(m) et m|y € L(H), donc d’aprés 3.(b) : 3 (AT",... A\¥) € C" tel que m|ny = Z)\znpgi\H.
i=1
(On a noté un m en puissance, pour signifier la dépendance a m).
Avant de faire le calcul qui s’impose m(z), notons selon I'indication que si o € G,,
alors po(c) = poler+ - +en) =€s1) + -+ + €o(n) = C;
donc si z € D, 3 p € C tel que z = pe, donce (par linéarité) ps(z) = pups(c) = pec = z.
Et par ailleurs, p(z) € D, donc il existe v, € C tel que p(z ) = vzc, donc m(p(z ) vem(p(c)) = vam(c)
Or m(c) € D, donc il existe a™ € C tel que m(c) = a™c et donc m(p(z)) = vza™c "
On notera que '™ ne dépend pas de z. ..
Ainsi, en passant enfin au calcul attendu (il n’est pas nécessaire de signifier que l'on restreint & H) :

m(z) = m(p(x)) + Z A"Do, 1 (x = p(x)) = %m(u(w» + 3 A'po,(x — p(x))

= Z )\mpal Z )‘mpal

GD
- Z A (z) + |a™ — Z A" | plx)
i=1 i=1
%,—/
= Z )\mp07 + au( )

puisque np = u d’apres la questlon précédente.

N
Ainsi I N €N, A\i,...Anv €C, 01,...08 € &, et a € C tels quem:Z)\ipoiqLau

i=1

Etablir un lien de dépendance linéaire entre I’endomorphisme v et g la somme des endomorphismes p, quand ¢ parcourt
lensemble des permutations de {1,...n} et en déduire que I’espace vectoriel M formé des matrices magiques est exactement
I’espace vectoriel engendrée par les matrices de permutations ?
Puisque g = Z Do, montrer que V h € [1,n], glen) = (n — D)!(e1 + -+ - + en).

oceG,

Ce qui caractérise u, c’est qu'’il est presque la projection sur D de direction H.
Considérons g = Z Do, alors pour h € [1,n],
oeGy

n

glen) = Z po(en) = Z Z Eo(i) | = Z Z ek

o€G, k=1 \o€&, | o(h)=k k=1 \o€&, | o(h)=k

ot 'on a exploité la décomposition de &,, en ensembles disjoints selon la valeur de k de o(h).

d(Sn !
Or chacun de ces n sous-ensemble & le méme nombre d’éléments : Carnﬁ = % =(n—-1)L
glen) =Y excard ({0 € &, | o(k) =h}) = > (n—1)lex = (n - 1)lc
k=1 k=1

Si on note G, la matrice de g dans la base canonique, on a donc la colonne h de G' qui est une succession de (n — 1)!.
Ceci étant vrai pour toutes les colonnes : G = (n — 1)! x U et donc

1

Yoy

En reprenant la question précédente, et en remplacant u par 19, on trouve que

-
(n—1)!

tout m € L(E), canoniquement associé & une matrice magique, s’écrit comme combinaison linéaire d’endomorphisme p.

Puisque l'inclusion réciproque est vraie :

M = vect () ,¢q,,
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