Lycée Pierre de Fermat 2024/2025
MPSI Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°7

Sujet donné le mercredi 19 mars 2025, 3h.
L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

DIMENSION DE L'ESPACE DES SOLUTIONS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
LINEAIRE HOMOGENE

Considérons la famille d’équations différentielles linéaires homogenes

m™ T

vt € } ~33 { , tIn(cost)y’ — (ttant + aln(cost))y =0 (Fa)

ol « est un parametre réel.

Notons S, ’ensemble des fonctions dérivables définies sur } —g, g [ et solutions de I’équation (Eq) :

Sa={feD! Gig’ g [,R) | f est solution de (E4) }
On admettra que D! G —g, g [,R) est un R-espace vectoriel.
On notera 0 la fonction nulle sur —g, g [

I . Prolongements continus et dérivables

Soit o € R.
} fg, 0{ — R 0, T [ — R
Considérons les fonctions f_ It| et fi "
R t — e —
In(cost) In(cost)

I.1. Calculer un équivalent de f1(¢) en 0" et en déduire la limite de f1 en 01 en fonction de a.
En déduire une CNS sur a € R pour pouvoir prolonger fi en une fonction ;‘: continue sur [0, g[ et, dans ce cas, préciser
f+(0).

1.2. (a) Dans cette sous-question uniquement, o = 2. Calculer le DL2(0) de f+. f+ est-elle dérivable en 07

Désormais, o est a nouveau un réel quelconque.

(b) Calculer un équivalent de f%(t) en 07 et en déduire la limite de

(¢) Donner une CNS sur « € R pour que ;‘: existe et soit dérivable sur son domaine de définition et, dans ce cas, préciser
—~
[+ (0).

I.3. Etablir de méme une CNS sur o € R pour que f_ se prolonge en une fonction }\: dérivable sur } 7%’ 0} et, dans cas, préciser

~—

en 0" en fonction de a.

S+ (t
t

F-(0) et £~ (0).

IT . Résolution de I’équation (FE,)

T
II.1. Montrer que, pour tout o € R, S, est un sous-espace vectoriel des fonctions réelles dérivables sur } ~3 5 {

I1.2. Calculer la dérivée de g : t — In(cost) pour t € } —g, g [

En déduire, en fonction de fi Pespace vectoriel S des solutions définies sur }0, g [ de I’équation (Eq).

Expliciter en fonction de f_ (sans détailler le calcul) I'espace vectoriel S, des solutions définies sur } —g, 0 [ de I’équation (Eq).
II.3. Déterminer S et donner sa dimension.
1I.4. Montrer que, pour tout a < 3 et a # 2, So = {6} (ot 0 désigne la fonction nulle sur } 7%’ g [)

I1.5. Déterminer S3 et donner sa dimension.

11.6. Déterminer, pour a > 3, Sa, en donner une base et calculer sa dimension.



ENDOMORPHISMES PROPORTIONNELS A LEUR CARRE

I . Etude d’un endomorphisme de R?

Dans cette partie, (e1, ez, e3) désigne la base canonique de R et f est 'unique endomorphisme de R® tel que

f(el) =2.e1 +ex+e3, f(eg) =e; +2.e2 —e3, f(63) —e1 —es + 2.e3

x

I.1. Soit t = ( Y > € R®. Calculer les coordonnées de f(t) dans la base canonique de R®.
z

1.2. Montrer qu’il existe A € R : f2 = \.f.

1.3. Déterminer une base du noyau de f et une base de I'image de f.

1.4. Montrer que R® = Imf & Kerf et expliciter le projecteur sur Imjf parallelement & Kerf en calculant les coordonnées de

T
P (( Y )) dans la base canonique de R®. Y a-t-il un lien entre fetp?
z

II . Structure des endomorphismes proportionnels a leur carré

Dans cette partie, nous considérons un K-espace vectoriel E non réduit au vecteur nul (K désigne le corps R ou C).

Pour tout k € K, on note Ay = {u € Lx(E) | u*> = k.u }.

L’objet de cette partie est ’étude de ces ensembles Ay.
II.1. Nous allons étudier Ag.

(a) Soit u € Ag. Montrer que, pour tout A € K, A.u € Agp.

) Soit u € Lx(E). Montrer que u € Ay <= Imu C Keru.
(¢) Déterminer Ag lorsque F est de dimension finie égale & 1. Lorsque dimg E = 1, Ag est-il un sous-espace vectoriel ?

) On suppose dans cette question que E est de dimension 2. Montrer que Ao contient au moins un élément différent de
I’endomorphisme nul. On pourra définir un élément de Ao dans une base (e1, e2) de E. Construire un autre élément de Ao
tel que que leur somme n’appartienne pas a Ag. Que peut-on en déduire ?

I1.2. Soit k € K.

(a) Déterminer Ay N GLk(E).

(b) A est-il un sous-espace vectoriel de Lx(E)?
11.3. Soit k € K*. Soit u € Ay.

(a) Montrer que Imu et Keru sont supplémentaires.

(b) Pour z € Imu, calculer u(z) et en déduire une expression de u en fonction du projecteur p, sur Imu parallélement au noyau
de u. Cette relation correspond-elle & une propriété de l’application linéaire f de la partie I?

I1.4. Soit k € K*. Soient (u,v) € Af.
Montrer que, si o v = v owu, alors il existe k' € K tel que uowv € Ay et, dans ce cas,

Im(uov) =ImuNImv et Ker(uowv)=Keru-+ Kerv
I1.5. Soit k € K*. Soient (u,v) € Aj.

(a) Montrer que si uov+vou=0, alorsuov=vou=0.
(b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que u + v appartienne a Ax. Montrer que, dans ce cas

Im(u +v) =Imu+Imv et Ker(u+ v) = Keru N Kerv

IIT . Projections sur les intersections avec les images et les noyaux de u et v

Dans cette partie, on considére k € K* et (u,v) € Az (K désigne le corps R ou C).

IIL.1. Soit f € Lx(E).
(a) Montrer que f et u commutent si et seulement si Imu et Keru sont stables par f ce qui signifie f(Imu) C Imu et f(Keru) C
Keru.
(b) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F' est stable par v si et seulement si F' = (F N Imv) & (F N Kerv).

(¢) Montrer que u et v commutent si et seulement si

E = (Keru N Kerv) @ (Keru N Imv) @ (Imu N Kerv) ¢ (Imu N Imv)

Dans la suite de cette partie, on suppose que uov = v o u.

Notons F1 = KerunKerv, F2 = KeruNImov, F3 = ImunNKerv et £y = ImuNImwv. Notons 7 le projecteur sur E; parallélement
a Fo @ E3 & FE3, w2 le projecteur sur Fo parallelement a F1 & E3 @ Es, w3 et ma de la méme maniere.

I11.2. (a) Pour tout (i,5) € [1,4]>, exprimer ; o ;.
(b) En déduire que, pour tout (ai,asz,as,as) € K, (171 + agma + asms + aams)® = aim + admwa + a3mws + agma.
¢) Prouvez une simplification générale de I’expression (a1 +a27r2+a37r3+a47r4)k pour tout k € Nen fonction de (a1, a2, as,a4) €
K*, de k € N et des () ieq1,4]-
II1.3. (a) Exprimer u, v, uov et Idg en fonction de 71, 72, 73 et 4.
(b) Montrer que, si Eq1, FE2, E3 et E4 sont des sous-espaces de E non réduits au vecteur nul de E, alors Vect{Idg, u,v,u o v}
est une sous-algébre commutative de Lx(F) de dimension 4.

—




Correction du DS 7

DIMENSION DE L’ESPACE DES SOLUTIONS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
LINEAIRE HOMOGENE

Considérons la famille d’équations différentielles linéaires homogenes

vt € } fg, g { , tIn(cost)y’ — (ttant + aln(cost))y = 0 (Ea)
ol « est un parametre réel.
Notons S, 'ensemble des fonctions dérivables définies sur } fg, g { et solutions de 1’équation (Eq) :

Sa={feD! (}—g, g [,R) | f est solution de (Eq) }

On admettra que D! Q —g7 g [,R) est un R-espace vectoriel.
On notera 0 la fonction nulle sur —g7 g {

I . Prolongements continus et dérivables

Soit o € R.
]_27 0{ N R 0, g [ N R
Considérons les fonctions f_ It| et fi s
—_ t -
In(cost) In(cost)

I.1. Calculer un équivalent de fi(t) en 0% et en déduire la limite de f+ en 0% en fonction de a.

s 1 . . e . ™ , .
En déduire une CNS sur a € R pour pouvoir prolonger fi en une fonction fi continue sur [0, 5[ et, dans ce cas, préciser

f+(0).
Au voisinage de 0 :
2 ) 2 ) 42
1 5t) = In(1 — — =—— ~ —
n(cost) = In( 7 +o(t%)) 5 + o(t )t_>0 3

Par produit d’équivalents

—o0o sia<?2,
fot) ~, —2t°7% -2 sia=2,
=0 oot 0 sia>2.

Comme f; est continue sur } 0, g {7 il faut et suffit que f admette une limite finie en 0" pour étre prolongeable en une fonction

continue sur }O, g [

Or, fy admet une limite finie en 0 (et est donc prolongeable par continuité en 07) si et seulement si a > 2,

— -2 sia=2
précisément fy(0) = { 0 zi Z >2.

1.2. (a) Dans cette sous-question uniquement, o = 2. Calculer le DL,(0) de }: E est-elle dérivable en 07

Puisque a = 2, ?J: existe bien et pour tout t > 0,

=~ t? t? t?
1) = =7 = = .
o) 5 in (1 24 5 o) 0t (4 5) 3 (C5) o)
= e = —2(1- i+o(152) = —2+i + o(t?)
t—0+ _% (1 + % + o(t2)) t—0+ 6 150+ 3
— — t2
Ainsi f+ admet un DLo(0) : f(t) = —2+4 = + o(t?),
- t—0+ 3 .,
elle admet donc en particulier un DL1(0), et donc f+ est dérivable (& droite) en 0 et f+ (0) = 0 (coefficient de ).

Désormais, o est a nouveau un réel quelconque.

(b) Calculer un équivalent de f%(t) en 07 et en déduire la limite de

~

t
I+ en 0" en fonction de a.

t _
D’apres le calcul de ’équivalent de la question 1 : f%() N,

Ainsi,

Fi() —o0 sia<3
Au voisinage de t =07, 2~ —v73 -2 sia=3 .
t t—0t t—0t .
0 sia>3




(¢) Donner une CNS sur o € R pour que }‘: existe et soit dérivable sur son domaine de définition et, dans ce cas, préciser

f+ (0).

On commencera par noter que f est dérivable sur }0, g { comme composée de fonctions dérivables (cos(t) > 0 sur }0, % [)

On a vu (I.1.) que pour que }: existe, il faut et il suffit que o > 2.

Pour la dérivabilité,

—_— —
* pour o = 2, on a vu en 1.2.(a) que fi existe et est dérivable avec fy (0) =0,

Fr(t) = F(0) _ fr(t)
t—20 t

* pour a > 2, comme }:(0) =0, }: est dérivable en 0 si et seulement si admet une limite finie en

0+.
Or d’apres la question précédente, cela se produit si et seulement si o > 3.

Bilan : }: est définie et dérivable sur [0, g { si et seulement si « = 2 ou a > 3,

Dans ces cas : ;‘:/(O) =0si a € {2}U]3, 400 et }:/(0) =—-2sia=3.

1.3. Etablir de méme une CNS sur o € R pour que f_ se prolonge en une fonction ;‘\: dérivable sur } —g, O} et, dans cas, préciser

F-(0) et £~ (0).

Premiére option.

_ 1 e _
On méne le méme genre de calculs (mais il faut bien les faire), on trouve : f_(t) = —2[t|*7> + g\t|a Y o([t]*Th).
t—0—
e Sia<2 alors f_(t) — —oo, donc f- ne se prolonge pas par continuité en 0.
t—0-
e Sia=2 alors f_(t) — —2, donc f_ se prolonge par continuité en 0~ et f_(0) = —2.
t—0—

Puis f_(t) admet un DL1(0) : f_(t) = —2+ 0t + o(t), donc }\: est dérivable (& gauche) en 0 et }\:/(0) =0.
e Sia>2alors f_(t) — 0, donc f— se prolonge par continuité en 0~ et f_(0) = 0.
t—0—

-~ e - 400 sia<3,
Puis /- (ti : g_ ©) = f_t(t) s 20t — { 2 S% a=3,
NI 0 sia>3.
t=—|t|cart <0
* Sia <3, }j n’est pas dérivable en 0.
*Sia>3, }j est dérivable en 0.
Seconde option.
On considére s = —t € }0, g [ et alors f_(t) = f4+(s), car [t|* = | —¢t|* = s car s > 0 et cost = cos(—t) = cos s.

On a donc des résultats anaogues pour fi et f_.

Bilan : f_ se prolonge en une fonction }t dérivable sur } —g, 0} si et seulement si « =2 ou a > 3.

Précisément : si @ = 2, }\:(0) =—2et }t/(O) =0;sia=3, }\:(0) =0et }t/(O) =2;etsia>3, }t(O) =0et }t/(O) =0.

IT . Résolution de I’équation (FE,)

II.1. Montrer que, pour tout o € R, S, est un sous-espace vectoriel des fonctions réelles dérivables sur }—g, T [

Soit v € R.

* Par définition, So C D! G ~53 {,R) qui est un R-espace vectoriel de référence.
* L’application ¢ — 0 est une solution dérivable de (E). Donc Sy # 0.
* Soient \,p € Ret f,g € Sa.

m

Alors f et g sont réelles dérivables sur } —g7 5 {7 il en est de méme de Af + ug et (Af + ug) = \f + ug'.

T T
Et t tte}——,—[:
pour tou 23

tin(cost)(Af + pg)'(t) —(ttant + aln(cost))(Af + pg)(t)
= A[tIn(cost)f'(t) — (ttant + aln(cost)) f(t)] + u[t In(cost)g’'(t) — (ttant + aln(cost))g(t)]

=0 car f € Su =0 car g € So
=0

Donc Af + pg € Sa.

Sa est donc un sous-espace vectoriel de D! G fg, g [,R).




I1.2.

II.3.

1I.4.

Calculer la dérivée de g : t — In(cost) pour ¢t € } —g, g [

En déduire, en fonction de fi ’espace vectoriel St des solutions définies sur }0, g [ de 'équation (Ey).

Expliciter en fonction de f_ (sans détailler le calcul) I'espace vectoriel S, des solutions définies sur } —g, 0 [ de I’équation (Eq).

i

Pour tout t € } —g, 5 [, gt = SR =

= —tant.

cos
L’équation (E,) est normalisée (sous forme résolue) uniquement sur }0, g [ et ]fg, 0 {
C’est pourquoi nous devons faire I’étude en deux temps.

On peut alors donner la solution générale sur }0, g [ :

St ={t— Aexp(~F(t)),A € R}

— (ttant 4+ aln(cost))  —tant «

tln(cost) " In(cost) t°
Or d’apres le calcul précédent, comme ¢ — — tant est la dérivée de t — In(cost), on peut prendre F' : ¢ — In(| In(cost)|)—aln(|t]).
Ainsi puisque t > 0 et In(cost) < 0 :

ou F est une primitive de t —

St ={t~ Aexp(—In(—In(cost) + aln(t)) = A#Zost)’ A € R} = vect(f+)

«
Pour des raisons semblables, sauf que la primitive de t — 7 est t — aln |t|, on trouve

L

S = {t — Bexp (—In(—In(cost) + aIn(Jt|)) = B (cost)

,B € R} = vect(f-)

L’enjeu maintenant est de voir si ’on peut recoller les fonctions de S, et 81 en 0 en des fonctions de Sa.

Déterminer Sy et donner sa dimension.

Procédons par analyse-synthese.
Analyse. Soit f € Sz, alors
) f\]o,g[ est solution de S5, donc il existe A € R tel que f\]o,g[ =Afs.
° f‘],%yo[ est solution de &, , donc il existe B € R tel que f”,%,o[ =Bf_.

Or f est continue (et dérivable mais on ne lexploitera pas ici) en 0, donc par continuité : f(0) = A}:(O) = —2A, mais aussi
£(0) = BF(0) = —2B.
T
=330 - U
t T
P )= ——— site]- T o
Donc A = B donc f = Af ou f -0 In(cost) ] 2 [
t s 0 sit=0,
2 s
t) = ——— sit €|, -
£+ In(cost) st €0, 2[

o~

Nous venons d’établir que Sz C vect(f).
Synthése.
La fonction f définie ci-dessus

* est dérivable sur } fg, g [ car
— sur 'ouvert } —g, 0 [, elle coincide avec f_ qui est dérivable sur } —g, 0 [,
— sur ouvert }0, g [7 elle coincide avec fy qui est dérivable sur }07 g {7

— en 0, nous avons établi dans la question 1.2.(a) que }: est dérivable & droite en 0 de dérivée nulle et (question 1.3) que

}t est dérivable a gauche en 0 de dérivée nulle si bien que f est dérivable en 0 et P(O) =0,
* vérifie 'équation (Fs)

— sur ouvert } —g, 0[ car elle y coincide avec f_ qui appartient a S, (et d’ailleurs, engendre!),

— sur 'ouvert }0, g [ car elle y coincide avec fi+ qui appartient & S;‘ (et d’ailleurs, ’engendre!),

— en 0 car N
0 x In(cos(0)) f'(0) — (0 x tan 0 + 21n(cos(0))) f(0) = 0
=0 =0

~

Par conséquent, ]?E Sa, or Sz est un espace vectoriel (question I1.1) donc Vect(f) C Sa.

Ainsi, S = Vect(f), or f;é 0 donc Sy est un espace vectoriel de dimension 1 (droite vectorielle).

Montrer que, pour tout o < 3 et a # 2, Sq = {6} (ot 0 désigne la fonction nulle sur } 7%’ g [)

Soit a] — oo, 3[\{2}.
Analyse. Soit f € Sz, alors



IL.5.

I1.6.

® fijo,z [ est solution de S, donc il existe A € R tel que fho,z1 = Af+.
) f‘]_%o[ est solution de S, , donc il existe B € R tel que f”_%,o[ =Bf_.

De plus, f est continue en 0 donc f coincide avec A}: sur [0, g { et avec B}t sur } —g7 0]

Enfin, f est dérivable en 0 donc f est dérivable & droite et a gauche en 0, donc A}: et B}j sont dérivables en 07 et 0~
respectivement.

Supposons que A # 0, nous avons établi dans la question 1.3.(c) que }: n’est pas dérivable en 07 (car a €] — o0, 3[\{2}) donc
A}: n’est pas dérivable en 01 ce qui contredit le résultat établi dans le paragraphe précédent. Par conséquent, A = 0.

Un raisonnement analogue montre que B = 0.

Ainsi f = 0 si bien que S, C {0}.

Syntheése.

La fonction identiquement nulle 0 est bien une solution de S, puisque cette équation différentielle est linéaire et homogeéne donc

{0} C S..

Sia<3eta#2 S,={0}

Déterminer S3 et donner sa dimension.

Toujours, la méme stratégie.
Analyse. Soit f € Ss, alors
° f‘](),%[ est solution de S;‘, donc il existe A € R tel que f‘]o,%[ =Afy.

° f‘],%yo[ est solution de S5, donc il existe B € R tel que f”,%,o[ =Bf_.
Or f est continue en 0, donc par continuité : f( ) = A f+(0) = 0, mais aussi f(0) = B;‘t(O) =0.

et f est dérivable en 0, donc : f'(0) = Af+ (0) = —2A, mais aussi f'(0) = B}“:/(O) =2B.
T
73l - K
t ™
PO —f-(t)= —F—= site]l—- -0
Donc —A = B donc f = Af ou f -0 In(cost) itel 2 [
t s 0 sit=0,
f(t)fL sitelo, 2]
7 In(cos t) T2

Nous venons d’établir que Sz C vect(f).
Synthese.
La fonction f définie ci-dessus

* est dérivable sur } —g, g [ car

— sur ouvert } —g, 0 [, elle coincide avec —f_ qui est dérivable sur } —g, 0 [,

— sur 'ouvert }0, g [, elle coincide avec fy qui est dérivable sur }O, g {,

— en 0, nous avons établi dans la question I.2.(c) que }: est dérivable & droite en 0 de dérivée —2 et (question 1.3) que }‘j

est derlvable a gauche en 0 de dérivée 2 donc — f_ est dérivable & gauche en 0 de dérivée —2 si bien que f est dérivable
enOetf( ) = -2,
* vérifie ’équation (FEs)

— sur ouvert —g7 0[ car elle y coincide avec f— qui appartient a S (et d’ailleurs, engendre!),

— sur ouvert }0, g [ car elle y coincide avec fy qui appartient & Si (et d’ailleurs, ’engendre!),

— en 0 car N
0 X In(cos(0)) f(()) — (0 x tan 0 + 31n(cos(0))) f(0) =
=0 =0

~

Par conséquent, fe Ss, or Sz est un espace vectoriel (question I1.1) donc Vect(f) C Ss.

Ainsi, S3 = Vect(]/‘\), or ]/‘\75 0 donc S est un espace vectoriel de dimension 1 (droite vectorielle).

Déterminer, pour a > 3, S, en donner une base et calculer sa dimension.

Encore la méme stratégie, avec a > 3.
Mais cette fois-ci, f+ et f— se prolongent par continuité en 0 en des fonctions dérivables de méme valeur et de méme dérivée
nulle.

Cela n’impose donc aucune condition sur A et B.

Précisons le raisonnement.

Analyse. Soit f € S,, alors
° f\]o,g[ est solution de S, donc il existe 4 € R tel que f\]o,g[ =Afy.

) f‘]_%o[ est solution de S, , donc il existe B € R tel que f”_%,o[ =Bf_.
Or f est continue en 0, donc par continuité : f(0) = A}:(O) = B;‘\:(O) =0.



Notons :

T T ™ T
- |53 - ‘ffa B |53 - R
f- =t Gy et fy 0 sit<0
t — £~ In(cost) sit<0 t — Folt) = t* Sit>0
0 sit>0 * In(cost)

On vient de prouver que f = Afy + Bf— donc S, = vect(f—, f+).
Syntheése.
La fonction fy définie ci-dessus

* est dérivable sur } —g, g [ car

2

— sur ouvert } —g, 0 [, elle coincide avec 0 qui est dérivable sur ]—ﬁ, 0 {,
— sur 'ouvert }0, g [, elle coincide avec fy qui est dérivable sur }O, g {,

— en 0, nous avons établi dans la question 1.2.(c) que }: est dérivable a droite en 0 de dérivée 0 et par ailleurs 0 est
dérivable & gauche en 0 de dérivée 0 si bien que f; est dérivable en 0 et ﬁ,(O) =0,
* vérifie 'équation (Fa)

— sur ouvert } —g7 0[ car elle y coincide avec 0 qui appartient a S, ,

— sur 'ouvert }0, g [ car elle y coincide avec fy qui appartient & S (et d’ailleurs, ’engendre!),

— en 0 car _, L
0 X In(cos(0)) f+ (0) — (0 X tan 0 + «In(cos(0))) f+(0) =
=0 =0

Par conséquent, fi € Sa.
On montre de méme que f— € S,, or S, est un espace vectoriel (question II.1) donc Vect(f—, f+) C Sa.

Enfin, observons que la famille (f_, f1) est libre : soient (X, i) € R? tels que
M- +ufr =0
En évaluant I’égalité ci-dessus pour t = 1 et —1, on obtient :

Tux0=0 et Ax0+—P _—0

In(cos(—1)) In(cos 1)

donc A = p =0.
Par conséquent, (]T,7 ﬁ) est une famille libre qui engendre S, donc c’est une base de S,.

‘Sa = vect(f_, f+), espace vectoriel de dimension 2 (plan vectoriel). ‘

PROBLEME 2

I Etude d’un endomorphisme de R®

Dans cette partie, (e1, e2, e3) désigne la base canonique de R? et f est 'unique endomorphisme de R? tel que

fler) =2e1+ex+es, fea) =e1+2.e2—e3, fles) =e1 —ea+ 2.e3

x
I.1. Soit t = ( Y ) € R®. Calculer les coordonnées de f(t) dans la base canonique de R,
z

t = x.e1 + y.e2 + z.e3 donc, par linéarité de f,

— = N
~_
_|_
<@
VRS
[ —
—

N——
Jr
®
7N
o e
—
~_
Q.
o
=
(e}
~
=
Il
VN
88
I+ +
< e
+ | +
v ouow
~

f(t) =z.f(er) +y.f(e2) + 2. f(es) = . <

1.2. Montrer qu’il existe A € R : f2 = \.f.

T
Compte tenu de expression ci-dessus, pour tout t = < Y > € ]R3,

z
2 + y + =z Rr+y+z) + (+2y—2) + (x—y+22)
fg(t)—f(f(t))—f< T o+ 2y - Z> = ((2x+y+2) + 2z+2y-2) - (w—y+2z)>
r - y + 2z 2e+y+z2) — (x+2y—2) + 2@@z-—y+22)
6 + 3y + 3z
= (336 + 6y - 3z>
3x — 3y + 6z
2c + y + =z
3( + 2y - =z )
- ¥y + 2z

= 3.50)



1.3. Déterminer une base du noyau de f et une base de I'image de f.

x z
Y eKerf «— f| v = Ops
z z
2c + y 4+ 2z = 0
<= T + 2y - z = 0
r - y + 2z = 0
r + 2y — =z = 0
<~ - 3y + 3z = 0
- 3y + 3z = 0
z + 2y — =z = 0
= - 3y + 3z = 0
0 =0
x —s
<~ Y S s seR
z s

-1 -1
Ainsi, Kerf = Vect { ( 1 ) } et (( 1 >> est une base de cette droite vectorielle.
1 1

a
e Soit ( b ) € R? fixé quelconque.
c

a T T a
b |elmf < 3| y |cR®: f y =
c z z c
T 2t + y + 2z = a
<~ d| vy e R? r + 2y — =z = b
z r — y + 2z = c
T r + 2y — z = b
—= 3|y |erR’: - 3y + 32 = a—-2b
z - 3y + 3z = c¢c—b
T r + 2y — z = 0
— d| vy e R? - 3y + 3z = 0
z 0 = ¢c—b—(a—2d)
< c+b—-a=0

— <Z>e{<s t)’@ﬂeR%}
c s —
1 0
Ainsi,Imf-Vect{(O),( 1 )}
1 -1

1 0
La famille << 0 > , ( 1 )) engendre Imf et est libre (deux vecteurs non colinéaires) donc c’est une base de Imf.
1 -1

I.4. Montrer que R®> = Im f @ Kerf et expliciter le projecteur sur Imf parallelement & Kerf en calculant les coordonnées de

T
P << y )) dans la base canonique de R®. Y a-t-il un lien entre fetp?
z

x
e Soit < Y ) € R® fixé quelconque.
z

Cherchons (\, 4, v) € R? tels que



A+ u = =z
(x) <= A + v =y
A+ p - v =z
-2+ pu = T
<~ uw + v = ytzx
2u — v = z+4z
<~ nw + v o= y+x
- 3v = z+z-2y+ax)
A\ _ fx+3y+z
— u . 2m+§y+z
- r+2y—=z
3

L’existence d’au moins une solution prouve que

cnl(Dh I ()2

triviale
= Kerf =Imf

donc Kerf + Imf = R®.
Par ailleurs, 'unicité de la solution prouve que l’écriture d’un vecteur quelconque de R® comme somme d’un vecteur de
Kerf et d'un vecteur de Imf est unique ce qui établit que les deux espaces sont en somme directe.

Ainsi, Kerf et Imf sont supplémentaires dans R>. ‘

Autre méthode.

—1 1 0
Nous disposons, d’apres les questions précédentes, de la base B1 = < ( 1 ) ) de Ker f et de la base By = < < 0 > , ( 1 ) )
1 1 —1

de Imf.

—1 1 0
Considérons la famille B = (B, B2) = (( 1 ) , ( 0 ) , ( 1 )) obtenue par concaténation de ces deux bases. On

1 1 -1
prouve, par un calcul analogue & celui effectué ci-dessus en prenant le second membre nul (x = y = z = 0) qu’elle forme
une famille libre de cardinal 3 dans R® qui est de dimension 3 donc c’est une base de R®. Par conséquent

R® = Vect{B, B2} Vect{B1} @ Vect{B2} = Kerf & Im f

Nigh’
(B1, B2) base de R?

T
e De plus, le calcul ci-dessus donne la décomposition d’un vecteur quelconque < Y ) € R® comme somme d’un vecteur de
z
Kerf et d’un vecteur de Imf :

x -1 1 0
(y) _ —x+3y—|—z.< 1 >+2x+3y+z.<0>+$+23y—z.< 1 )
z 1 1 —1

1

N

IT Endomorphismes proportionnels a leur carré

Ainsi, f =3.p

Dans cette partie, nous considérons un K-espace vectoriel E non réduit au vecteur nul (K désigne le corps R ou C).
Pour tout k € K, on note Ay = {u € Lx(E) | v* = k.u }.
L’objet de cette partie est ’étude de ces ensembles Ag.

II.1. Nous allons étudier Ag.
(a) Soit u € Ag. Montrer que, pour tout A € K, A.u € Agp.

Soient (A, u) € K x Ag fixés quelconques.
Lk (E) est un K-espace vectoriel donc A.u € Lx(F). De plus, par calcul dans la K-algebre Lk (E),

(Au)® = (Au) o (Au) = N = X202, () = O, (i)



(b) Soit u € Lx(E). Montrer que u € Ay <= Imu C Keru.

e Supposons que u € Ag. Alors u? = 0.
Soit y € Imu fixé quelconque. 1l existe € E : u(x) = y donc

donc y € Keru.
Par conséquent, Imu C Keru.
e Supposons que Imu C Keru.
Soit x € E fixé quelconque.
u?(z) = u( u(x) )=0g
~~

€ Keru
car Imu C Keru

donc u? = 0.

‘Ains.i7 u € Ay <= Imu C Keru. ‘

Autre preuve :

ue Ay = v’ =0 <= Imv’ = {0p} <= u(lmu) = {0p} < Imu C Keru

(¢) Déterminer Ag lorsque E est de dimension finie égale & 1. Lorsque dimg E = 1, Ag est-il un sous-espace vectoriel ?

e Supposons que u € Ap.
Si rgu > 1, alors l'inclusion établie dans la question précédente Imu C Keru implique dim Keru > rgu > 1 si bien que
le théoréme du rang donne
dim E = rgu +dim Keru > 2
N~ ) —e——
=1 >1 >1
d’ol1 une contradiction.
Par conséquent, rgu < 1 donc rgu = 0 donc u = Oz (g).
e Il est immédiat de vérifier que 0%(E> = 0z (g) donc Oz(gy € Ao.

‘Ainsi7 sidimg E =1, Ap = {Og(E)} donc Ay est, dans ce cas un sous-espace vectoriel de Lk (E).

Autres méthodes sans le théoréme du rang :

e Sidimg F =1 et u € Ao, sachant que {Og} C Imu C E, alors par croissance de la dimension, 0 < dimImu < 1 donc
dim Imu € {0,1}.
Si Imwu est de dimension 1, on a Imu C E et dimImu = 1 = dim F donc Imu = FE, or Imu C Keru donc E = Keru donc
u = 0z, () donc Imu = {0g} ce qui contredit Imu = F.
Par conséquent, dimImu = 0 donc Imu = {0g} donc u = Oz, (g donc Ag C {0.(g)} et linclusion réciproque est
immédiate.

e Si dimg E = 1, alors dimg Lx(F) = (dimg E)* = 1, or Idg € Lx(E) et Idg # 0z, (g donc Lx(E) = {\Idg | A € K}.
Des lors, pour tout A € K,

Mdg € Ag <= (\Idg)? =0sym) <= NIde=0spm <= N =0k <= A=0k
ldg # Oy (m)

donc Ag = {0, (k) }-

(d) On suppose dans cette question que E est de dimension 2. Montrer que Ao contient au moins un élément différent de
Iendomorphisme nul. On pourra définir un élément de Ao dans une base (e1, e2) de E. Construire un autre élément de Ao
tel que que leur somme n’appartienne pas a Ag. Que peut-on en déduire ?

E est de dimension finie 2 donc (théoréme d’existence de base en dimension finie) il existe (e1, e2) une base de E.
e Notons g 'unique application linéaire définie de E dans E par les conditions

gler) =08 et gle2) =€

(ces choix sont fait pour satisfaire Img C Kerg ce qui, compte tenu de la caractérisation établie dans la question II.1(b)
permettra d’affirmer que g € Ap).
g peut étre explicitée :
V(Ah)\g) c K2 s g()\l.el + )\2.62) = X2.€1

si bien que

V(A1 X2) €K?, g®(Meer + Aze2) = g(Aa.e1) = Aa.g(er) = 0p
On a donc g € Ag et g # O, (g) car g(e2) = e1 # Og.

‘ Ainsi, si E est de dimension 2, Ag # {0z, (g)}-

e Notons h l'unique application linéaire définie de E dans E par les conditions

h(el) = €2 et h(ez) = OE

(ces choix sont fait pour satisfaire Imh C Kerh ce qui, compte tenu de la caractérisation établie dans la question I1.1(b)
permettra d’affirmer que h € Ao).



On montre comme pour g que h? = Oz, (r) donc h € Ao.
En revanche, observons que

(9 +h)*(ex) = (9 + h)(g(er) + h(er)) = gle2) + h(es) = e1 # O
—~~ —~~ =~

=0g = €2 =e1 =0g

{

‘ donc g + h ¢ Ao ce qui prouve que Ap n’est pas un sous-espace vectoriel de L(E) lorsque E est de dimension 2.

I1.2. Soit k € K*.
(a) Déterminer Ay N GLx(E).

e Soit u € Ay N GLg(FE) fixé quelconque.
Composons par u™ ! la relation fonctionnelle v® = k.u :

si bien que Ay NGLk(F) C {k.1dg}.

e Calculons (k.Idg) o (kIdg) = k*.Idg o Idg = k*.Idg = k.(k.Idg) donc k.Idg € Ay.
De plus, k # Ox donc k.Idg € GLk(E) (si on compose & droite et & gauche par k™. Idg on obtient Idg) donc k.Idg €
A NGLk(E).

| Ainsi, Ay N GL(E) = {k1dg}. |

(b) Aj est-il un sous-espace vectoriel de Lx(E)?

Par ’absurde, supposons que Ay est un sous-espace vectoriel de L(F).
Puisque k.Idg appartient & Ay, alors, par stabilité d’un sous-espace par la loi de composition externe, 2.(k.Idg) appartient
a4 Ay donc
(2k1dg)? = k.(2k.1dR)
d’on,
4k*1dp = 2k .1dg donc 2k°Idg = Or, (m)
Or FE # {0g} donc 3xg € E : x¢ # 0g. En évaluant la relation précédente en zg :

2k%. zg =0g

# O0p

donc 2k* = 0k donc k = Ok ce qui contredit Uhypothése k # Ox.
Ay, n’est pas un sous-espace vectoriel de Lk (FE). ‘

11.3. Soit k € K*. Soit u € Ay.

(a) Montrer que Imu et Keru sont supplémentaires.

e Analyse. Soit x € F fixé quelconque.
Supposons qu'il existe (x5, xx) € Imu x Keru :
T =1+ 2K 1)

De plus z; € Imu donc 3t € E : 7 = u(t) si bien que
z=u(t)+zx

Prenons I'image de cette relation par u :

u(z) = u?(t) + u(zk)
~——
= OE
or u? = k.u donc u(z) = k.u(t) donc u(x) = k.zr si bien que z; = %u(x) et, en reportant dans (1), zx = = — —.u(x).

k

Ceci prouve 'unicité de la décomposition (1) donc la somme Imu et Keru est directe.
e Syntheése. Soit x € E fixé quelconque.

Posons z; = %u(m) et zx = — —.u(x).
* Par linéarité de u, r; = u (%m) donc x; € Imu.
* Calculons u(zk) = u(z) — E.UQ(:C) =u(z) — E(ku(ac)) = 0p donc zx € Keru.
* Calculons 25 + zx = %u(x) +z— —u(z) ==
Ceci prouve l'existence d’une décomposition (1) pour tout z € E donc E C Imu + Keru. L’inclusion réciproque est

immédiate car Imu et Keru sont des sous-espaces vectoriels de E donc F = Imu + Keru.
’ Ainsi, Imu et Keru sont supplémentaires. ‘

(b) Pour z € Imu, calculer u(z) et en déduire une expression de u en fonction du projecteur p,, sur Imu parallélement au noyau
de u. Cette relation correspond-elle & une propriété de ’application linéaire f de la partie I?7




e Soit # € ITmu. Il existe t € E : & = u(t) si bien que la relation u”> = k.u évaluée en ¢ donne u(u(t)) = k.u(t) donc
u(z) = k.x.
e Soit x € F fixé quelconque.
D’apres la question précédente,
Izr,zx) € Imu X Keru : z =x1r + zx

Observons alors que
* u(z) =u(xr) + u(rx) = u(xr) = k.xy d’apreés le premier point de la question car z; € Imu.
——

= OE
* pu(z) = 2 par définition de p..

Par conséquent, u(z) = k.py(x) = (k.pu)(z) donc

Dans la partie I, ’endomorphisme f satisfait f 2 — 3.f donc f € As donc, en notant p le projecteur sur Imf parallelement
a Kerf, le resultat que nous venons d’établir implique f = 3.p ce qui correspond & la conclusion des calculs effectués
dans la question 1.4.

I1.4. Soit k € K*. Soient (u,v) € Af.
Montrer que, si u o v = v ou, alors il existe k' € K tel que uwov € Ay et, dans ce cas,

Im(uov) =ImuNImv et Ker(uowv)=Keru-+ Kerv

e Puisque u et v commutent,
(wow)® =u’o0v® = (ku)o (kv) = k*.(uow)

donc uowv € Aye.
e x Soit y € Im(u o v) fixé quelconque.
Il existe z € E : y = (uow)(z) = u(v(z)) donc y € Imu.
De plus u et v commutent donc y = (vou)(z) = v(u(z)) donc y € Imv. Par conséquent, y € Imu N Imo.
Ainsi Im(u o v) C Imu N Imo.
* Soit y € Imu N Imw fixé quelconque.

Puisque v € Ay et y € Imo, le résultat de la question 11.3(b) donne v(y) = k.y or k # 0 donc y =

x| =
e
~
<
=
Il
S
/N

De méme, u € Ay et y € Imu, le résultat de la question I1.3(b) donne u(y) = k.y or k # 0 donc y

Il
x| =
e
N
<
=
I
IS
/N

Endl
<
N——

En utilisant ’expression analogue obtenue ci-dessus avec v,

1= (b5) = (1 (59) =2 (o () =000 ()

donc y € Imu o v. Par conséquent, Imu N Imv C Im(u o v).

‘ Ainsi, Im(u o v) = Imu N Imw. ‘

e x Soit x € Ker(uow) fixé quelconque.
v € Ay donc E = Imv @ Kerv (question I1.3(a)) donc

Izr,w,Tr,v) € Imv X Kerv : =210 + Ziyo

donc

v(z) =v(T10) +v(TKw) = kT1 0
———
=0g

d’aprés la propriété établie dans la question I11.3(b) : Vt € Imv , v(t) = k.t. Par conséquent,
0r = (uov)(z) =ulv(x)) =ulkxrw) = ku(zr)

or k # Og donc u(zr,,) = Op si bien que =1, € Keru.
Par conséquent © = x1,, + Zk,» avec (1,0, Tk v) € Keru x Kerv.
Par conséquent, Ker(u o v) C Keru + Kerv.
* Soit z € Keru + Kerv fixé quelconque.
1l existe (zu,zv) € Keru x Kerv tel que x = 4, + Zo.

(wow)(@) = u(v(zu + zv)) = u(v(zu) +v(20))

= (e} = [¢]
:OE uov vou :OE

{
it

donc z € Keruow.
Par conséquent, Keru + Kerv C Ker(u o v).

‘ Ainsi, Ker(u o v) = Keru + Kerv.

I1.5. Soit k € K*. Soient (u,v) € Aj.

(a) Montrer que si uov+vou=0,alorsuov=vou=0.

L’hypothése donne
U0V =—vVOou



Composons a gauche par u et utilisons ’associativité de la loi o :

2

UOUOV = —UOVOU => U 0V=—-UOVOU
kwov=—uowvou or par hypothése, uov=—vou
= kwov=—(—vou)ou
= kuov=vou
= kwov=uwvo (ku)
= kwov=kuvou
= wov=wvou en composant par k ' (k # Ok par hyp.) avec la LCE de K sur Lx(E).

Par transitivité de 1’égalité :
UOV=—VOU=—UOUV

donc 2.(uov) =0o0r2#0doncuov=0doutvou=—-uov=0.

‘Ainsi,uovzvou:O.‘

(b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que u + v appartienne a A,. Montrer que, dans ce cas

Im(u+v) =Imu+Imv et Ker(u+ v) = Keru N Kerv

e x Supposons que u + v € Ag.
Alors (u +v)? = k.(u + v) donc en développant (attention Lk (E) n’est pas une K-algébre commutative a priori) :

2 2

= k. k.
U +uov-+vou-+ v u+ kv
= k.u car u € Ag =kwcarv € Ag

donc uowv+vou =0 donc (question précédente) uov =vowu=0.
* Supposons que uov =vou =0.
En reprenant le calcul ci-dessus,

(u+0v)> = u? + uoy + vou + v?
~—~ ~—— ~—~ ~—~
=kwcaru € Ay =0par hyp. =0 par hyp. =k.vcarv € A
= k.(u+v)

donc u+v € Ayg.

‘Ainsi,u—&—veAk <= uov:vouzo.‘

e Supposons que u + v € Ag.
* Soit z € Keru N Kerv fixé quelconque.

Alors (u +v)(z) = u(z) + v(x) = 0g donc z € Ker(u + v).
~~ ~~
=0 car z € Keru = 0g car z € Kerv

Par conséquent, Keru N Kerv C Ker(u + v)
* Soit z € Ker(u + v) fixé quelconque.
Alors u(x) + v(z) = 0g donc u(x) = —v(z)
D’apres la premiere partie de la question, u o v = 0 donc

0p = u(v(z)) = u(—u(z)) = —u*(z) = —ku()
or k # Ok donc u(z) = 0 donc z € Keru.
D’apres la premiere partie de la question, v o u = 0 donc

05 = v(u(@)) = v(—v(2)) = —*(z) = —kv(a)

or k # Og donc v(z) = 0g donc z € Kerv.
Par conséquent, Ker(u + v) C Keru N Kerv.

‘ Ainsi, Ker(u + v) = Keru N Kerv. ‘

* Soit y € Im(u + v) fixé quelconque.
1l existe x € E tel que (u+v)(z) =y donc y = u(z) + v(z) € Imu+ Imv.
~~~ ~~

€lmv € Imv
Par conséquent, Im(u + v) C Imu + Imw.

* Soit y € Imu + Imv fixé quelconque.
1 existe (Tu,z0) € E* 1 y = u(xy) + v(zo).
Par ailleurs, u € Ay donc £ = Imu @ Keru donc
@10, Th,u) € Imu X Keru : Ty = T1u + Tkou
De méme, v € A donc E = Imv & Kerv donc
1,0, Thw) € Imv X Kerv : Ty = T1,0 + Tk
On en déduit que

w(xy) = u(zrw) +u(@rw) = w(@rg) =kxr. et v(zy) =v(xre) +v(Tke) =v(Tre) = kxre

si bien que y = u(zr,4) + v(T1,0) = k(T10 + Z1,0)-



Par ailleurs,

(u+v)(zru+xrw) = ulzr.) + u(zrw) + v(Tr,u) + v(zr0)
—— —— —— ——
= k,xj,u = OE = OE = k.xjyv

caruov=0=Imv C Keru carvou=0= Imu C Kerv
- k~(xl,u +$I,v)
donc (u + v)(xr,u + T1,5) = y si bien que Imu + Imv C Im(u + v).
‘ Ainsi, Im(u + v) = Imu + Imvo. ‘

Dans cette partie, on consideére k € K* et (u,v) € Az (K désigne le corps R ou C).

IL1. Soit f € Lx(E).
(a) Montrer que f et u commutent si et seulement si Imu et Keru sont stables par f ce qui signifie f(Imu) C Imu et f(Keru) C
Keru.

e Supposons que f et u commutent.
* Soit z € Keru fixé quelconque.

ulf@) =
fOU:UOf rEKeru

donc f(z) € Keru.

‘ Par conséquent, Keru est f-stable. ‘

* Soit y € Imu fixé quelconque.
Puisque u € Ay et y € Imu, le résultat de la question I1.3(b) donne u(y) =

Fu(y)) = k. f ) or fou=no f donc u(F(y)) = k.f(y), or k # 0 donc f(y) =
f(y) € Imu.

donc en prenant 'image par f,

k.y
% w7 () = u (3.7(w)) si bien que

‘ Par conséquent, Imu est f-stable. ‘

Ainsi, Imu et Keru sont stables par f.
e Supposons que Imu et Keru sont stables par f.
Soit z € F fixé quelconque.
Puisque u € Ay, d’apres la question I1.3(a), Imu @ Keru = E donc 3(xr, 2k ) € Imu x Keru :

=T+ Tk

de sorte que

= f(kxr) =k .f(xr)
question I1.3(b)

et
(o f)(@) =u(f(z1) + f(zx)) = u(f(z1)) + u(f(zk)) =k.f(zr)
En) = 0

d’apreés quest. II 3( ) car Imu f-stable car Keru f-stable
donc f(z1) € Imu donc f(zk) € Keru

donc (fou)(z) = (uo f)(x).

‘ Par conséquent, fou =wuo f. ‘

(b) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F' est stable par v si et seulement si F' = (F N Imv) & (F N Kerv).

e Supposons que F' est v-stable.
La stabilité de F' par v permet de restreindre v & F' au départ et a F' a arrivée en UI‘I{T € Lx(F).

De plus v € Ay donc v? = k.v donc (vl‘;:)2 = kvl‘g si bien que ’U‘F appartient & ’ensemble Ay associé a I’espace vectoriel
F donc le résultat de la question I1.3(a) donne
F= Imv‘ll{i <) Kerv‘lg
* D’une part
KerU 7{956F|v( )=0g}={z € F|zeKerv}=FnNKerv
* D’autre part,
Imvl‘g ={v(z) | z € F} C Imv et puisque F est v-stable, Imv‘li =v(F)CF
donc Imvl‘g C FNImo.

Réciproquement, soit y € F'N Imv fixée quelconque, alors

y € F et, puisque y € Imv et v € A, v(y) =k.y

donc y =wv %.y = U“; (%y) donc y € UI‘I{Z d’ott FFNImv C Imv“lf
~—
cF

Par conséquent, Imv“lf = FNimo.



‘ Ainsi, (FNImv) ® (FNKerv) =F. ‘
e Supposons que F' = (F N Imv) & (F N Kerv).
Soit « € F fixé quelconque.
D’apres 'hypothese, 3(zr,zx) € (F NImv) x (F N Kerv) tels que

r=x;+ Tk

Alors
v(z) = v(zr) + v(zK) =k.xr
—— ——
=k.ar =0g

d’apreés quest. I11.3(b) car xr € Imv et v € A, car zx € Kerv

Or z; € F et F sous-espace vectoriel de E donc k.z; € F donc v(z) € F.
‘ Par conséquent, F' est v-stable. ‘

(¢) Montrer que u et v commutent si et seulement si

E = (Keru N Kerv) & (Keru N Imv) @ (Imu N Kerv) @ (Imu N Imv)

u et v commutent <= Imu et Keru sont v-stables quest. III.1(a) pour f + v
<= Imu est v-stable et Keru est v-stable
<= Imu= (ImuNImv) @ (ImuNKerv) et Keru = (Keru NImv) @ (Keru N Kerv)
en appliquant la question IIL.1(b) pour F + Imu et F < Keru
or u € Ay, donc la question I1.3(b) donne E = Imu & Keru
=  E=(ImuNlmv) @ (Imu N Kerv) ® (Keru N Imv) & (Keru N Kerv)

e Réciproquement, supposons que F = (Imu N Imv) & (Imu N Kerv) @ (Keru N Imv) @ (Keru N Kerv).
* Soit z € Keru fixé quelconque.
ITr,u,1,0, TLu, Koy TKu,Ivs TKu,K,e) € (Imu N Imo) X (Imu N Kerv) x (Keru NImv) x (Keru N Kerv) :

T = X1,u,Iv + TIu,K,v + TK,u,lv + TK,u,K,v

Par conséquent,

u(z) = w(Tr,u,1,0) + w(Tr,u,K0) + U(T K u I 0) + U(T K u, K,v)
—— ——— ————
= k210,10 =k.2ru Ko =0g =0g

car Tyu,r,0 € Imu  car Xy ko € Imu  Car TKu,Iv € Keru car zx u k0 € Keru

= k(Trule+ TkuIw)
Puisque z € Keru, k.(x1,u,1,0 + T1,u,k,0) = 0, or k # 0 donc
TIu,Iw + TluKe =0E
or Imu N Imv et Imu N Kerv sont en somme directe donc par unicité de 1’écriture de Og,
TIulw = TIuKo =0E

d’oll ¢ = Tk u,I,0 + TK,u,K,v-

sU L,

Calculons v(z) :

v(z) = V(TR u,I,v) + V(TR u,Kv) = k2K u 10 € KeruNImv
——— —
=k.TKu,Iv =0g

car Ti u, 1,0 € Imy  Car TKu,K,v € Kerv

donc v(x) € Keru.

‘ Par conséquent, Keru est v-stable. ‘

* Soit y € Imu fixé quelconque.
Il existe « € E tel que y = u(z).
10,005 TLu, Koy TKu,T,v, TKou,K,o) € (Imu N Imo) X (Imu N Kerv) x (Keru N Imv) x (Keru N Kerv) :

T = X1,u,l,v + TI,u,K,v + TK,u,l,v + TK,u,K,v
Par conséquent,

y=u(x) =kxrure+kTruro

donc
v(y) =k. v(@ru10) Tk (10 Kw) = k2m1,u,1,v € Imu N Imv
——— ———

=kTru,1,0 =0g

donc v(y) € Imu.

’ Par conséquent, Imu est v-stable. ‘

Ainsi, Imu et Keru sont v stables donc la question III.1(a) pour f < v permet de conclure au fait que v et v commutent.




Dans la suite de cette partie, on suppose que u o v = v o u.

Notons F1 = KerunKerv, F2 = KeruNImo, F3 = ImunNKerv et F4 = ImuNImov. Notons m; le projecteur sur E; parallelement
a Ex @ Es @ F3, w2 le projecteur sur F> parallelement a F1 @ Fs @ Es, m3 et m4 de la méme manieére.

I11.2. (a) Pour tout (i,5) € [1,4]>, exprimer ; o ;.

P . . s L 2
* Sid=j, m est un projecteur par définition donc m; o 7; = m; = ;.

* Sii # j, par propriété de 'image (= le sous-espace sur lequel on projette) et du noyau (le sous-espace parallélement auquel
4 4

on projette) d’un projecteur, observons que Kerm; = @ E), donc Imm; = E; C @ Ey = Kerm; donc m; o mj = Ozy(E)-

k=1 k=1
k#i k#i

Ainsi, pour tout (i,7) € [1,4]%, m; o wj = &;;.7i.

(b) En déduire que, pour tout (a1,as2,as,as) € K, (@171 + agma + asms + aams)® = aim + admwa + a3mws + agma.

Soient pour tout (ai,as,as,as) € K*.
En calculant dans la K-algebre Lx(F) (non commutative a priori)

4 4
2
(a17r1+a27r2+a37r3+a47r4) = E a;.m; | © E ;.

i=1 j=1

Z (ai.m)o(aj.ﬁj)

(i,5)€[1,4]2

= Z aiaj.(mowj)

(i,5)€[1,4]2

4
2 2
= g a;. m™ + E a;aj. T;OT;
- ~~ N——
i=1 — . (L0)eElL4]? _
g i#j —OEK(E)
4
}: 2
= ;TG
i=1

. 4 2 2 2 2 2
Ainsi, pour tout (a1, a2,as,as) € K*, (a171 + a2me + asms + aama)” = aim + azme + azms + ayma.

(¢) Prouvez une simplification générale de 'expression (a1m1+azme+asms +a47r4)k pour tout k € Nen fonction de (a1, a2, as,a4) €
K*, de k € N et des (7i)ieq1,4]-

Soient (a1, az,as,a4) € K* fixés quelconques.
Considérons la propriété P(-) définie pour tout k € N par

P(k) : « (a1m1 + agme + azms + a47r4)k = a]fm + agm + a§7T3 + a’Zﬂ'4 »
e Pour k =0, P(0) est vraie car, par convention,
(a1m1 + agme + azms + a47r4)0 =Idg

et
0 0 0 0 _ —1d
a1 + axm2 + az73 + a4 = 71 + W2 + w3 + 74 = ldg

e P(1) est trivialement vraie.
e Soit k € N* fixé quelconque tel que P(k) est vraie.

4 k 4
k41
(a17r1+a27r2+a37r3+a47r4) = a;.T; ¢} ;.

4 4
k .
= E a;.mi | o E aj.mj car P(k) est vraie,

(i,5)€[1,4]*

= Z afa;.(mi o))

(i,9)€[[1,4]2

4
= > afa m + Y ale. mom
i=1 =7 (D2 -0

i#j Lk (E)
4
= Za§+1.ﬂi
=1

Par conséquent, P(k + 1) est vraie.



. 4 k k k k k
All’lSl7 V(al,ag,a3,a4) cK s Vk € N, (a17r1 + asmo + aszmws + a47r4) = a T + Q372 + Az T3 + a4 T4.

II1.3. (a) Exprimer u, v, uov et Idg en fonction de 71, 72, 73 et 4.

Soit x € F fixé quelconque.
Il existe (m1,x2,x3,w4) € F1 X Eyx Esx Ey:

T =T+ T2+ T3+ x4

Par définition des projecteurs (mi)ic1,4, Vi € [1,4] , mi(x) = z;.
u(z) = u(z1) + u(z2) + u(zs) + u(za) = k.as + k.xg = (ks + koma) (),
v(z) = v(x1) +v(z2) + v(z3) + v(2a) = k2 + kowa = (kw2 + koma) (),
u(v(z)) = kau(z:) + kau(zs) = k*xq = K ma(z),
Idp(z) =21 + 2o+ 23+ x4 = (m1 4 T2 + 73 + 74) ().
’ Par conséquent, u = k.(m3 + m4), v = k.(m2 + m4), uov = k>4, Idg = 71 + 72 + 73 + 4.

>*

b

(b) Montrer que, si E1, F2, E3 et E4 sont des sous-espaces de E non réduits au vecteur nul de E, alors Vect{ldg, u,v,u o v}
est une sous-algebre de Lx(FE) de dimension 4.

e Soient (a,b,c,d) € K* fixés quelconques tels que
au+bv+cuov+dldg =0 (k)
En utilisant les expressions de u, v, uov et Idg en fonction des projecteurs (7;)1<i<4, cette relation donne
d.my + (bk + d).m2 + (ak + d).73 + (ak + bk + ck® + d).m4 = Oz, (m)

Pour tout ¢ € [1,4], puisque E; # {0z}, choissons t; € E; \ {0}
En évaluant la relation ci-dessus
* en t1, on obtient d.ty = 0g or t1 # Og donc d = 0.
* en tg, on obtient (bk + d).ta = 0 or t2 # 0g donc bk +d=0. Or d =0 et k # 0 donc b = 0.
* en t3, on obtient (ak 4 d).ts = 0g or t3 # O0g donc ak+d=10. Or d =0 et k # 0 donc a = 0.
* en tq, on obtient (ak+bk+ck2+d).t4 = 0g or t4 # 0 donc ak +bk+ck’+d=0.0ra=b=d=0etk # 0 donc
c=0.
Par conséquent, (u,v,u o v,Idg) est une famille libre,

’ donc c’est une base de Vect{u,v,u o v,Idg} qui est de dimension 4. ‘

e x Vect{u,v,uov,Idg} est inclus dans la K-algébre Lk (F).
* Vect{u,v,uowv,Idg} est un sous-espace vectoriel de Lx(E) (par définition de la notation Vect).
* Soient (f,g) € Vect{u,v,u o v,IdE}2 fixés quelconques. Il existe (a,b,c,d,a’,b',c',d’) € K¥: f=au+bv+cuo
v+dldg et g = du+bv+duov+d.Idg.

fog = (au+bv+cuov+dldg)o(a u+b.v+c.uov+d.Idg)
aa’ u? +abuwov+acd uouov+ad.uoldg
+ba' v ou+bb'v? + b wouov+bd voldp
cd wovou+ceb uovov+ed . (uov)® +ed wovoldg
da/ 1dg ou+ db' Idg o v + dc’ Idg o uo v + dd'1d%

2 2 2 2
Or v = ku, v° = kv, u"ov =kuov,uov =vou,vouov =uov = kuowv (car u et v commutent),
2 2 .
(uwowv)” =k".uowv (question II.4) donc

fog = (ad'k+ad +da")u+ (bb'k+bd + db').v
+(ab' + ac'k +ba’ +bc'k +ca'k + cb'k + c'k® + cd + dc)uov+ddldg

donc f o g € Vect{u,v,uov,Idg}.
‘ Ainsi, Vect{u,v,uov,Idg} est une sous-algébre commutative de Lk (E) ‘

Rmgq : en observant le role symétrique des coefficients de f et g dans ’expression de fog, on obtient par
commutativité du corps K que fog=go f donc Vect{u,v,uov,Idg} est une sous-algébre commutative.

‘ Ainsi, Vect{Idg, u,v,u o v} est une sous-algébre commutative de Lx(F) de dimension 4. ‘




