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= Définition de la sommabilité

= Etudier une sommabilité et calculer une somme
1. Probléme

1. Probléme

2. Somme de famille de réels positifs

2.1. Définition
22.CasI =N
2.3.Cas I =N2

2.4. Comparaisons

2.5. Sommation par suite croissante d’ensembles
2.6. Sommation par paquets et théoréme de Fubini
2.7. Enoncé dans R, = [0, +c0]
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= Définition de la sommabilité

= Etudier une sommabilité et calculer une somme
1. Probléeme

1. Probléme

2. Somme de famille de réels positifs
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PI’O b|émeS Sommabilité

1. Probleme

Probléme Somme d’une famille indexé sur N2
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1. Probleme

Probléme Somme d’une famille indexé sur N2

Probléme Changement d’ordre de I'addition des termes d’une
série
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PI’O b|émeS Sommabilité

1. Probleme

Probléme Somme d’une famille indexé sur N2

Probléme Changement d’ordre de I'addition des termes d’une
série

Probleme Ordre de calcul
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PI’O b|émeS Sommabilité

1. Probleme

Probléme Somme d’une famille indexé sur N2

Probléme Changement d’ordre de I'addition des termes d’une
série

Probleme Ordre de calcul

Probléme Structure d’espace vectoriel ?
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= Définition de la sommabilité

= Etudier une sommabilité et calculer une somme

1. Probléme

2.1. Définition

2. Somme de famille de réels positifs
2.1. Définition
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Famille (positive) sommable S

Soit I un ensemble non vide et 2¢(I), 'ensemble des parties
finies de I.




Famille (positive) sommable

Soit I un ensemble non vide et 2¢(I), 'ensemble des parties
finies de I.

Définition - Famille de réels positifs sommable
Une famille (a;);ec7 de réels positifs ou nuls est dite sommabile, si

IMeR+YJePe),) ai<M
ied
Si tel est le cas, on définit et on note la somme de la famille
(a;i)ier par :
Sr(a):= Zai = sup Z a;
i€l JePr(l) jeJ
Si la famille n’est pas sommable, alors on pose Z a; =+oo (ce
el
qui est bien la valeur de la borne supérieure. . .)
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Famille (positive) sommable

Soit I un ensemble non vide et 2¢(I), 'ensemble des parties
finies de I.

Définition - Famille de réels positifs sommable
Une famille (a;);ec7 de réels positifs ou nuls est dite sommabile, si

IMeR+YJePe),) ai<M
ied
Si tel est le cas, on définit et on note la somme de la famille
(a;i)ier par :
Sr(a):= Zai = sup Z a;
i€l JePr(l) jeJ
Si la famille n’est pas sommable, alors on pose Z a; =+oo (ce
el
qui est bien la valeur de la borne supérieure. . .)

Remarque Rappel
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Exemple Cas I fini
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Exemples

Exemple Cas I fini

Exercice

Supposons qu'il existe @ > 0 tel que pourtouti €I, a; =a.
Alors montrer que (&;);e; est sommable < I est fini.




= Définition de la sommabilité

= Etudier une sommabilité et calculer une somme

1. Probléme

2. Somme de famille de réels positifs

22.CasI =N
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Premier cas particulier : les séries Sommabilté

Proposition - Cas I = N. Les séries positifs
La suite (u,)nen €St sommable si et seulement si la série (de

termes positifs) Z u, converge. En cas de sommabilité :
n=0

+00
Sn(u) = Z Up.
n=0
V.
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Premier cas particulier : les séries Sommabilté

Proposition - Cas I = N. Les séries positifs
La suite (u,)nen €St sommable si et seulement si la série (de

termes positifs) Z u, converge. En cas de sommabilité :
n=0

+00
Sn(u) = Z Up.
n=0
V.

Démonstration
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Premier cas particulier : les séries Sommabilts

Proposition - Cas I = N. Les séries positifs

La suite (u,)nen €St sommable si et seulement si la série (de

termes positifs) Z u, converge. En cas de sommabilité :
n=0

+00
Sn(u) = Z Up.
n=0

Démonstration
Remarque Notation




= Définition de la sommabilité

= Etudier une sommabilité et calculer une somme

1. Probléme

2. Somme de famille de réels positifs

2.3.Cas I =N2
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Applications avec I = N2 Sommatits

Savoir-faire. Sous ensembles finis de N2
Se concentrer sur [0, N] x [0, P] car les familles sont a termes
positifs.
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Applications avec I = N2 Sommatits

Savoir-faire. Sous ensembles finis de N2

Se concentrer sur [0, N] x [0, P] car les familles sont a termes
positifs.

Exercice

Montrer la sommabilité de Iafamille( 5 2)
P97 ) (p,g)e(N+)2
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Exemple de famille non sommable Sommabilte

Savoir-faire. Montrer qu’une famille n’est pas sommable

Si I'on trouve une suite (J;,)nen de sous-ensembles finis de 1 tel

que S, := Z u; n'est pas majorée, alors nécessairement la
ied,

suite n’est pas sommable.
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Exemple de famille non sommable Sommabilte

Savoir-faire. Montrer qu’une famille n’est pas sommable

Si I'on trouve une suite (J;,)nen de sous-ensembles finis de 1 tel

que S, := Z u; n'est pas majorée, alors nécessairement la
ied,

suite n’est pas sommable.

Exercice
On cherche a étudier la sommabilité de ( 2)
P+ 9% ) (p,g)e(n)2
1. Par une comparaison série-intégrale, montrer que
Q 1

1 Q+1 1
Z S 5> arctan —arctan —
g=1P“+q* p p p

2. Montrer alors que la suite ( ) n’est pas
n

majorée. Conclure
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= Définition de la sommabilité

= Etudier une sommabilité et calculer une somme

1. Probléme

2. Somme de famille de réels positifs

2.4. Comparaisons

2.4. Comparaisons
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Comparaison des ensembles S——

Proposition - Comparaison des ensembles

Soit (a;)ier € [Rfr, une famille de réels positifs.
Supposons que (a@;);e7 est une famille sommable
Soit I' c I.

Alors (@;);er est une famille sommable et Y a; <) _ a;.
el el
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Comparaison des ensembles S——

Proposition - Comparaison des ensembles

Soit (a;)ier € [Rfr, une famille de réels positifs.
Supposons que (a@;);e7 est une famille sommable
Soit I' c I.

Alors (@;);er est une famille sommable et Y a; <) _ a;.
el el

Démonstration
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Comparaison des termes Sommabilts

Proposition Comparaison de termes

Soit (a;);er € [Rfr, une famille de réels positifs.
Soit (B;)ier € [R{r, une autre famille de réels positifs tels que :
Viel, (OS)ﬁi < ;.
e Si (a;)ies est une famille sommable, alors (f;);e1 est une
famille sommable.
Et Zﬁl < Z «;.

iel iel
» Si (Bi)ier n'est pas une famille est sommabile, alors (@;);er
n’est pas une famille est sommable (contraposée).

E’[Zﬁi=2ai=+oo.

iel el
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Comparaison des termes Sommabilts

Proposition Comparaison de termes

Soit (a;);er € [Rfr, une famille de réels positifs.
Soit (B;)ier € [R{r, une autre famille de réels positifs tels que :
Viel, (OS)ﬁi < ;.
e Si (a;)ies est une famille sommable, alors (f;);e1 est une
famille sommable.
Et Zﬁl < Z «;.

iel iel
» Si (Bi)ier n'est pas une famille est sommabile, alors (@;);er
n’est pas une famille est sommable (contraposée).

E’[Zﬁi=2ai=+oo.

iel el

Démonstration
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Condition nécessaire pour I Sommabilts

Théoréme - I est au plus dénombrable

Si (a;);e1 est une famille de réels positifs sommable, alors
I' ={iel| a; >0} estau plus dénombrable.
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Condition nécessaire pour I Sommabilts

Théoréme - I est au plus dénombrable

Si (a;);e1 est une famille de réels positifs sommable, alors
I' ={iel| a; >0} estau plus dénombrable.

Remarque Rappels
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Condition nécessaire pour I Sommabilts

Théoréme - I est au plus dénombrable

Si (a;);e1 est une famille de réels positifs sommable, alors
I' ={iel| a; >0} estau plus dénombrable.

Remarque Rappels
Démonstration
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Condition nécessaire pour I Sommabilts

Théoréme - I est au plus dénombrable

Si (a;);e1 est une famille de réels positifs sommable, alors
I' ={iel| a; >0} estau plus dénombrable.

Remarque Rappels
Démonstration
Remarque Intégration d’'une fonction
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= Définition de la sommabilité

= Etudier une sommabilité et calculer une somme

1. Probléme

2. Somme de famille de réels positifs

2.5. Sommation par suite croissante d’ensembles
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Suite croissante de parties Sommabilte
A partir de maintenant, toutes les familles seront indexées par un
ensemble au plus dénombrable, on le note D.




Suite croissante de parties
A partir de maintenant, toutes les familles seront indexées par un
ensemble au plus dénombrable, on le note D.

Théoréme - Critére de sommabilité : Suite croissante de
parties

Soit (D,,) une suite croissante de parties de D, de réunion :
D =U,enDny.

On note : Soit (1 g)gep € [R{?, une famille de réels positifs.
(uq) est sommable si et seulement si :

1. Pourtout n €N, (uq4)qep, est sommable

2. ( Z ud) est une suite convergente (ici croiss.
d€Dn neN
majorée).

Sitelestlecas,alorsona: Y ug= lim ) ug.

deD =t e,
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Suite croissante de parties
A partir de maintenant, toutes les familles seront indexées par un
ensemble au plus dénombrable, on le note D.

Théoréme - Critére de sommabilité : Suite croissante de
parties

Soit (D,,) une suite croissante de parties de D, de réunion :
D =U,enDny.

On note : Soit (1 g)gep € [R{?, une famille de réels positifs.
(uq) est sommable si et seulement si :

1. Pourtout n €N, (uq4)qep, est sommable

2. ( Z ud) est une suite convergente (ici croiss.
neN

deD,
majorée).
Sitelestlecas,alorsona: Y ug= lim ) ug.
n—+oo
deD deD,

Remarque D,, fini?
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Suite croissante de parties
A partir de maintenant, toutes les familles seront indexées par un
ensemble au plus dénombrable, on le note D.

Théoréme - Critére de sommabilité : Suite croissante de
parties

Soit (D,,) une suite croissante de parties de D, de réunion :
D =U,enDny.

On note : Soit (1 g)gep € [R{?, une famille de réels positifs.
(uq) est sommable si et seulement si :

1. Pourtout n €N, (uq4)qep, est sommable

2. ( Z ud) est une suite convergente (ici croiss.
neN

deD,
majorée).
Sitelestlecas,alorsona: Y ug= lim ) ug.
n—+oo
deD deD,

Remarque D,, fini?
Démonstration

Legon 109 -
Sommabilité




Legon 109 -

Suite croissante de parties Sommailte

Savoir-faire. Trouver une suite croissante d’ensembles
d’'indexation (fini)

Une stratégie classique consiste dans le cas ou D est
dénombrable sans étre fini a considérer o : N — D une bijection.
Puis, pour tout n € N, on considere D,, = a([[0,n]]). On a

D= 'Jnel\l Dn- )




Suite croissante de parties

Savoir-faire. Trouver une suite croissante d’ensembles
d’'indexation (fini)

Une stratégie classique consiste dans le cas ou D est
dénombrable sans étre fini a considérer o : N — D une bijection.
Puis, pour tout n € N, on considere D,, = a([[0,n]]). On a

D= 'Jnel\l Dn-

Savoir-faire. Exploitation d’'une suite croissante d’ensemble
fini
Si (D), est une suite croissante d’ensembles finis d’'union D.

Alors toutes les sommes S, := Z uq sont finies et la suite (S;,)
deD,
est croissante.

La convergence de S,, est équivalente a la sommabilité de (uy4)
surD.
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Permutation de la sommation Sommabilté

Proposition - Invariance de la sommabilité et de la somme
par permutation des indices
Soient D et D' deux ensembles au plus dénombrables.
Soit (ug)gep € (R,)P. S'il exite une bijection o : D’ — D,
alors (uq)gep est sommable <= (¢ 4(q1))d'ep’ €St sommable.

Et en cas de sommabilité Y wg= ) ug)
deD d'eD’
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Permutation de la sommation Sommabilté

Proposition - Invariance de la sommabilité et de la somme
par permutation des indices

Soient D et D' deux ensembles au plus dénombrables.
Soit (ug)gep € (R,)P. S'il exite une bijection o : D’ — D,
alors (uq)gep est sommable <= (¢ 4(q1))d'ep’ €St sommable.

Et en cas de sommabilité Y wg= ) ug)
deD d'eD’

Démonstration
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Permutation de la sommation Sommabilté

Proposition - Invariance de la sommabilité et de la somme
par permutation des indices

Soient D et D' deux ensembles au plus dénombrables.
Soit (ug)gep € (R,)P. S'il exite une bijection o : D’ — D,
alors (uq)gep est sommable <= (¢ 4(q1))d'ep’ €St sommable.

Et en cas de sommabilité Y wg= ) ug)
deD d'eD’

Démonstration
Application Série a termes positifs
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Combinaison linéaire de familles sommables Sommabiité

Proposition - Sommabilité d’'une combinaison linéaire

Soit D, un ensemble au plus dénombrable.

Soient (wg)gen et (vg)gen € (R4)P deux familles de réels
positifs, sommables.

Alors (ug +vg)gep €t V L e R, (Aug)gep sont sommables.

Et Z(ud+vd)= Z ug+ Zvdet Z/ludzlzud-

deD deD deD deD deD
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Combinaison linéaire de familles sommables Sommabiité

Proposition - Sommabilité d’'une combinaison linéaire

Soit D, un ensemble au plus dénombrable.

Soient (wg)gen et (vg)gen € (R4)P deux familles de réels
positifs, sommables.

Alors (ug +vg)gep €t V L e R, (Aug)gep sont sommables.

Et Z(ud+vd)= Z ug+ Zvdet Z/ludzlzud-

deD deD deD deD deD

Démonstration
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= Définition de la sommabilité

= Etudier une sommabilité et calculer une somme

1. Probleme
2. Somme de famille de réels positifs

n par paquets et
Ubini

2.6. Sommation par paquets et théoréme de Fubini
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Sommation par paquets sommabilte

Remarque Rappel : sommation finie par paquet.
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Sommation par paquets sommabilte

Remarque Rappel : sommation finie par paquet.

Théoréme - Sommation par paquets
Soit (P;);er une partition de D.

Soit (ug) € (R, )P.

(ug)qgep est sommable si et seulement si

Viel,(ug)qep, est sommable,
puis la famille (Y gep, q);.; € (R,)! est sommable

Dans ce cas,ona: y_ ud=Z( > ud).

deD iel \deP;




Sommation par paquets

Remarque Rappel : sommation finie par paquet.

Théoréme - Sommation par paquets
Soit (P;);er une partition de D.

Soit (ug) € (R, )P.

(ug)qgep est sommable si et seulement si

Viel,(ug)qep, est sommable,
puis la famille (Y gep, q);.; € (R,)! est sommable

Dans ce cas,ona: y_ ud=Z( > ud).

deD iel \deP;

Remarque I au plus dénombrable
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Sommation par paquets

Remarque Rappel : sommation finie par paquet.

Théoréme - Sommation par paquets
Soit (P;);er une partition de D.

Soit (ug) € (R, )P.

(ug)qgep est sommable si et seulement si

Viel,(ug)qep, est sommable,
puis la famille (Y gep, q);.; € (R,)! est sommable

Dans ce cas,ona: y_ ud=Z( > ud).

deD iel \deP;

Remarque I au plus dénombrable
Démonstration
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Application sur N Sommabilts

Remarque Avec 'ordre sur N

ation par paquets et
ne de Fubini




Application sur N

Remarque Avec 'ordre sur N

Savoir-faire. Application du théoréme de sommation par
paquets avec I =N
SiD={]P,.
neN
(ugq)dep € (R,)P est sommable si et seulement si :

1. Pourtoutn €N, (ug)qep, €t sommable,

2. puis ) ( > ud) converge (série a termes positifs).
n>0 \deP,
+00

Etdanscecas: ) ug= ) Y. ug.
deD n=0deP,
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Application sur N

Remarque Avec 'ordre sur N

Savoir-faire. Application du théoréme de sommation par
paquets avec I =N

SiD={]P,.

neN
(ugq)dep € (R,)P est sommable si et seulement si :

1. Pourtoutn €N, (ug)qep, €t sommable,

2. puis ) ( > ud) converge (série a termes positifs).

n>0 \deP,
+00
Etdanscecas: ) ug= ) Y. ug.
deD n=0deP,

Exemple Sommabilité de

(p+ Q)“)(p,q)e(r\n*)2
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Fubini (positif)
Le théoréme suivant apparait alors comme un corollaire :
Théoréme - Fubini - suites doubles positifs indexées sur N2

Considérons une suite doublement indexée de réels positifs

(Up,g)p,grene-
(@ p,q)(p,q)en? €St sommable si et seulement si

1. pour tout p €N, la série } ;>0 up,q CONverge
. Yo +m
2. puis la série 3. >0 (ZFO up,q) converge
ou bien, si et seulement si

1. pourtout g €N, la série }_,>oup 4 cOnverge

. Yo +Oo
2. puis la série }_ ;>0 (szo up,q) converge

+00 [+o0 +00 [ +00
Aors Y upe=3 Y upg|l=Y | Y upy
(p,@)eN? p=0\g=0 q=0\p=0

+00 +00
Z Z Up,g

n=0\p+tq=n

Legon 109 -
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FUbInI (pOSItIf) Sommabilité

Remarque Indice de la somme
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FUbInI (pOSItIf) Sommabilité

Remarque Indice de la somme
Démonstration

n par paquets et

Ubini
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FUbInI (pOSItIf) Sommabilité

Remarque Indice de la somme
Démonstration
Exercice

1. Etudier la sommabilité de ( a) .
(PO (p, et 2
Dans le cas sommable, donner la valeur de la somme. : METEREDG

2. Sion note d(n), le nombre de diviseurs de n, montrer alors
d(n)
—.

que cette somme vaut Z
n=1




Fubini (positif) famille double

Théoréme - Fubini - suites doubles positifs indexées sur un
produit cartésien

Considérons une suite doublement indexée de réels positifs

(wd,d')d,dneDxD'-
(ud,d')d,d"eD <D’ €St sommable si et seulement si

1. VdeD,lafamille (ug q)qep est sommable de somme sq
2. puis la famille (sg)qep est sommable.
ou bien, si et seulement si
1. Y d'eD’,lasomme (ug,q4)dep est sommable de somme
Sd/
2. puis la famille (sg/)gep’ €st sommable.
On a alors

Y, uddar= ), ( 2 ud,d')= 2 (Z ud,d')

(d,d")eDxD' deD \d'eD’ d'eD' \deD

Legon 109 -
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Fubini (positif) famille double

Théoréme - Fubini - suites doubles positifs indexées sur un
produit cartésien

Considérons une suite doublement indexée de réels positifs

(wd,d')d,dneDxD'-
(ud,d')d,d"eD <D’ €St sommable si et seulement si

1. VdeD,lafamille (ug q)qep est sommable de somme sq
2. puis la famille (sg)qep est sommable.
ou bien, si et seulement si
1. Y d'eD’,lasomme (ug,q4)dep est sommable de somme
Sd’
2. puis la famille (sg/)gep’ €st sommable.

On a alors
> Uddr= ), ( > ud,d') =) (Z ud,d')
d.d)eDxD' deD \d'eD’ d'eD' \deD

Démonstration

Legon 109 -
Sommabilité
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App'lCatlon Sommabilité

Corollaire - Produit

Si (wg)aep € (R:)P et (vg)grep € (R+)P' sont deux familles
sommables,
alors (wqvq')d,d"eD <D’ €St sommable. Et

Z Uquqgr = Z Ug X Z Vg’

(d,d")eDxD’ deD d'eD’
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App'lCatlon Sommabilité

Corollaire - Produit

Si (wg)aep € (R:)P et (vg)grep € (R+)P' sont deux familles
sommables,
alors (wqvq')d,d"eD <D’ €St sommable. Et

Z Uquqgr = Z Ug X Z Vg’

(d,d")eDxD’ deD d'eD’

Démonstration




Application

Corollaire - Produit

Si (wg)aep € (R:)P et (vg)grep € (R+)P' sont deux familles
sommables,
alors (wqvq')d,d"eD <D’ €St sommable. Et

Y. uquar= ) ugx ), va

(d,d")eDxD' deD d'eD’

Démonstration
Remarque La réciproque est fausse

Legon 109 -
Sommabilité




= Définition de la sommabilité

= Etudier une sommabilité et calculer une somme

1. Probléme

2. Somme de famille de réels positifs

2.7. Enoncé dans R, = [0, +c0]

Legon 109 -
Sommabilité

2.7. Enoncé dans R = [0, +oo]
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SU r R + Sommabilité

Remarque Convention

2.7. Enoncé dans R = [0, +oo]
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SU r R + Sommabilité

Remarque Convention

Théoréme - Sommation par paquets dans R, - cas général

Soit (P;);er une partition de 'ensemble D.
Pour toute famille (xg)gep € R)P, ona:

Z uqg = Z Z ug (égalité dans R)
deD i€l \deP;
que la famille (z4)qgep soit sommable ou non (fini ou non).
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SU r R + Sommabilité

Remarque Convention

Théoréme - Sommation par paquets dans R, - cas général

Soit (P;);er une partition de 'ensemble D.
Pour toute famille (xg)gep € R)P, ona:
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SU r R + Sommabilité

Remarque Convention

Théoréme - Sommation par paquets dans R, - cas général
Soit (P;);er une partition de 'ensemble D.
Pour toute famille (xg)gep € R)P, ona:
Z uqg = Z ( Z ud) (égalité dans R)
deD i€l \deP;
que la famille (z4)qgep soit sommable ou non (fini ou non).

Démonstration
Savoir-faire. Etude d’'une famille sommable

On se place dans R, on peut donc calculer d’abord la somme. (Si
besoin, on ajoute : « sous réserve de convergence »).

Et on tire la conclusion selon la valeur : € R ou = +oo0. Les
méthodes s’adaptent.
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= Définition de la sommabilité

> Famille (a;) de nombres positifs indexés sur |

> Elle est sommable si {Z a;,J € (1)} admet une borne
ied
supérieure, notée »_ a;
iel
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> On peut se placer dans R et faire les calculs puis en tirer les
conclusions. ..
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ied
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On peut se placer dans R et faire les calculs puis en tirer les
conclusions. ..

Nécessairement, I est alors au plus dénombrable.
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Objectifs
= Définition de la sommabilité

>

>

Famille (a;) de nombres positifs indexés sur |
Elle est sommable si {Z a;,J € (1)} admet une borne
ied
supérieure, notée »_ a;
iel
On peut se placer dans R et faire les calculs puis en tirer les
conclusions. ..
Nécessairement, I est alors au plus dénombrable.

On retrouve les séries numériques positives, ou encore les
sommes doubles. ..
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COﬂC'USIOn Sommabilité

Objectifs
= Définition de la sommabilité
= Etudier une sommabilité et calculer une somme

> Suite croissante (D) de parties (finies ou non) de D qui converge
vers D

»> Permutation des termes de la somme.
» Combinaison linéaire

» Sommation par paquets : application a Fubini.
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Objectifs
= Définition de la sommabilité
= Etudier une sommabilité et calculer une somme

Pour le prochain cours
> Lecture : Sommabilité
> Exercice n°811, 813 & 816
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