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Legon 110 -
Sommabilité

= Extension de la sommabilité aux familles de complexes

= Critéere de convergence et manipulations

1. Probleme
2. Somme de famille de réels positifs

3. Familles complexes sommables
3.1. Définition
3.2. Critere de sommabilité et calcul de somme
3.3. Espace vectoriel £1(D,K)
3.4. Transfert de propriétés sur £1(D,K)
3.5. Sommation par paquets et Fubini
3.6. Application : Produit de Cauchy
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Sommabilité

= Extension de la sommabilité aux familles de complexes

= Critére de convergence et manipulations

1. Probléme
2. Somme de famille de réels positifs

3. Familles complexes sommables 31, Denton
3.1. Définition
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Famille complexe sommable Sommatiits

On considére des nombres & valeurs dans le corps K =C ou R
(total ).

On suppose également que D (ensemble des indices) est un
ensemble au plus dénombrable, non vide.
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Famille complexe sommable Sommatiits

On considére des nombres & valeurs dans le corps K =C ou R
(total ).

On suppose également que D (ensemble des indices) est un
ensemble au plus dénombrable, non vide.

Définition - Famille complexe sommable

Une famille (z4)gep € KD est dite sommable si la famille de réels
positifs (|z41)gep est sommable.

On note ¢1(D,K), 'ensemble des familles sommables indexées
sur D et a valeurs dans K.
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Famille complexe sommable Sommatiits

On considére des nombres & valeurs dans le corps K =C ou R
(total ).

On suppose également que D (ensemble des indices) est un
ensemble au plus dénombrable, non vide.

Définition - Famille complexe sommable

Une famille (z4)gep € KD est dite sommable si la famille de réels
positifs (|z41)gep est sommable.

On note ¢1(D,K), 'ensemble des familles sommables indexées
sur D et a valeurs dans K.

Application Cas des suites indexées sur N.
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Famille complexe sommable Sommatiits

On considére des nombres & valeurs dans le corps K =C ou R
(total ).

On suppose également que D (ensemble des indices) est un
ensemble au plus dénombrable, non vide.

Définition - Famille complexe sommable

Une famille (z4)gep € KD est dite sommable si la famille de réels
positifs (|z41)gep est sommable.

On note ¢1(D,K), 'ensemble des familles sommables indexées
sur D et a valeurs dans K.

Application Cas des suites indexées sur N.
Exemple Famille non sommable et série (semi-)convergente
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SaVOI r'fal I’e Sommabilité

Savoir-faire. Montrer la sommabilité d’'une famille de réels
ou de complexes

On montre la sommabilité de la famille des valeurs absolues,
respectivement modules.

On commence donc toujours par considérer (|1z4|)gep- o petrton
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SaVOI r'fal I’e Sommabilité

Savoir-faire. Montrer la sommabilité d’'une famille de réels
ou de complexes

On montre la sommabilité de la famille des valeurs absolues,
respectivement modules.

On commence donc toujours par considérer (|1z4|)gep- o petrton

Exercice
Soit z € C tel que |z| < 1. Etudier la sommabilité de

(qu)(p,q)E(N*)z .
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= Extension de la sommabilité aux familles de complexes

= Critére de convergence et manipulations

1. Probléme
2. Somme de famille de réels positifs

3. Familles complexes sommables

3.2. Critére de sommabilité et calcul de somme
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Décomposition en 4 tas Sommabilte

Remarque Rappels
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Décomposition en 4 tas Sommabilte

Remarque Rappels

Savoir-faire. Décomposition en « morceaux »

(xg) € (R)P est sommable <= (x:;)dep et (x;)gep sont
sommables.

(z4) € (C)P est sommable <= (Re(z4))gep et Im(zg))gep sont
sommables.
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Critere de sommabilité Sommabité

Proposition - Criteres de sommabilité

Soient (x4)qep € (R)P et (zd)deD € CP, deux familles.
SionaVdeD,|zg|l <xg et (xg)gqep sommable,
alors (z4)gep sommable.




Legon 110 -

Critere de sommabilité Sommabité

Proposition - Criteres de sommabilité

Soient (x4)qep € (R)P et (zd)deD € CP, deux familles.
SionaVdeD,|zg|l <xg et (xg)gqep sommable,
alors (z4)gep sommable.

Ce qui se convertit en un second savoir-faire qu’on exploite trés
fréquemment (une condition suffisante, seulement) :

Savoir-faire. Sommabilité par majoration

VdeD,|zgl <xqet(xg)gep sommable = (z4)gep est
sommable.
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Critere de sommabilité Sommabité

Proposition - Criteres de sommabilité

Soient (x4)qep € (R)P et (zd)deD € CP, deux familles.
SionaVdeD,|zg|l <xg et (xg)gqep sommable,
alors (z4)gep sommable.

Ce qui se convertit en un second savoir-faire qu’on exploite trés
fréquemment (une condition suffisante, seulement) :

Savoir-faire. Sommabilité par majoration

VdeD,|zgl <xqet(xg)gep sommable = (z4)gep est
sommable.

Démonstration
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Som me Sommabilité

Définition - Somme d’une famille sommable

Soit (xg)gep € ¢1(D,R) une famille de réels, sommable.
Onposealors ) xg= ) x5— Y xj.
deD deD deD
Soit (z4)gep € ¢X(D,C) une famille de complexes, sommable.

On pose alors

Z 24 = Z Re(zg)+1 Z Im(z,)
deD deD deD

= Y Re(zg)" - ) Re(zg) +i ) Im(zg)"—i ) 1
deD deD deD deD




Somme

Définition - Somme d’une famille sommable

Soit (xg)gep € ¢1(D,R) une famille de réels, sommable.

Onposealors ) xg= ) x5— Y xj.
deD deD deD

Soit (z4)gep € ¢X(D,C) une famille de complexes, sommable.
On pose alors

Z 24 = Z Re(zg)+1 Z Im(z,)
deD deD deD

= Y Re(zg)" - ) Re(zg) +i ) Im(zg)"—i ) 1
deD deD deD deD

Remarque Elargissement

Legon 110 -
Sommabilité




Legon 110 -
Sommabilité

= Extension de la sommabilité aux familles de complexes

= Critére de convergence et manipulations

1. Probléme
2. Somme de famille de réels positifs

3. Familles complexes sommables

3.3. Espace vectoriel £1(D,K)

3.3. Espace vectoriel £1(D,K)
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StrUCtU re Sommabilité

Remarque Addition.

3.3. Espace vectoriel £1(D,K)
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StrUCtU re Sommabilité

Remarque Addition.

Application Z (ag—bgq)= Z ag— Z bg.
deD deD deD

3.3. Espace vectoriel £1(D,K)
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StrUCtU re Sommabilité

Remarque Addition.

Application Z (ag—bgq)= Z ag— Z bg.
deD deD deD

Proposition - Espace vectoriel

¢1(D,K) est un sous-espace vectoriel de (K2, +, ).
Cest-a-dire, si 1,A' € K et (zq)qep, (2;)dep SOMmables,
alors (Azg + /l’z:i)dep est sommable. Et

! !/ !
Z Azd+/12d=itz Zg+A Z zg
deD deD deD




Structure

Remarque Addition.

Application Z (ag—bgq)= Z ag— Z bg.
deD deD deD

Proposition - Espace vectoriel

¢1(D,K) est un sous-espace vectoriel de (K2, +, ).
Cest-a-dire, si 1,A' € K et (zq)qep, (2;)dep SOMmables,
alors (Azq + A2} )gep est sommable. Et

! !/ !
Z Azd+/12d=itz Zg+A Z zg
deD deD deD

(demi-)Démonstration

Legon 110 -
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3.3. Espace vectoriel £1(D,K)




= Extension de la sommabilité aux familles de complexes

= Critére de convergence et manipulations
1. Probleme

2. Somme de famille de réels positifs

3. Familles complexes sommables

3.4. Transfert de propriétés sur £1(D,K)

Legon 110 -
Sommabilité

3.4. Transfert de propriétés sur
1D, K)
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SOUS'famllle Sommabilité

Proposition - Réduction de la famille d’indexation
Si (24)qep € ¢X(D,K) et D' € D, alors (zg)gep € £1(D',K)
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SOUS'famllle Sommabilité

Proposition - Réduction de la famille d’indexation
Si (24)qep € ¢X(D,K) et D' € D, alors (zg)gep € £1(D',K)

Démonstration
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SOUS'famllle Sommabilité

Proposition - Réduction de la famille d’indexation
Si (24)qep € ¢X(D,K) et D' € D, alors (zg)gep € £1(D',K)

Démonstration
Remarque Comparaison des valeurs des sommes
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Condition nécessaire et calcul Sommabiité

Notons pour la propriété suivante, qu'il s’agit d’'une implication et
non d’une équivalence pour démontrer la sommabilité.

Elle donne, en revanche, dés que la sommababilité est assurée,
une fagon simple de calculer la somme.

3.4. Transfert de propriétés sur
1D, K)
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Condition nécessaire et calcul Sommabiité

Notons pour la propriété suivante, qu'il s’agit d’'une implication et
non d’une équivalence pour démontrer la sommabilité.

Elle donne, en revanche, dés que la sommababilité est assurée,
une fagon simple de calculer la somme.

Proposition - Suite croissante d’ensembles donnant D

Soit (zg)gep € ¢1(D,K). Supposons que D = U pen D
Alors, pour tout n €N, (24)gep, € 1Dy, K) et

sz= lim Z Zd-

deD =t gD,
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Condition nécessaire et calcul Sommabiité

Notons pour la propriété suivante, qu'il s’agit d’'une implication et
non d’une équivalence pour démontrer la sommabilité.

Elle donne, en revanche, dés que la sommababilité est assurée,
une fagon simple de calculer la somme.

Proposition - Suite croissante d’ensembles donnant D

Soit (zg)gep € ¢1(D,K). Supposons que D = U pen D
Alors, pour tout n €N, (24)gep, € 1Dy, K) et

sz= lim Z Zd-

deD =t gD,

Démonstration




Attention a la non-réciproque

Attention. La réciproque est fausse

A bien avoir en téte. -

N* =Upen[1,n]l et xp = — ; pour tout n € N, la famille
(%2 )kel1,n1 €St SOMMable.

Et la somme Z x admet une limite : In2 € R.
kell1,nll
Et pourtant, la famille (xz)zen+ N'est pas sommable.

Finalement, la réciproque est vraie que pour des familles a
valeurs dans R, (ou que dans R_...). La sommabilité est plus
exigeante que la convergence. ..(comme pour les intégrales)

Legon 110 -
Sommabilité
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Exploiter la croissance des ensembles d’indexation Sommabilte

Savoir-faire. Utiliser la propriété des suites croissantes
d’ensemble pour calculer une somme (1)

On a vu que D était au plus dénombrable.
« Si D est fini, les calculs numériques sont simples.
« Si D est infini, il existe ¢ : N — D bijective. On note alors
D, = ¢([10,n1D)
Onadonc D =4 D, et chaque D, est fini.

On exploite alors ) z4 = lim Z 24.
deD not

n




Exploiter la croissance des ensembles d’'indexation

Savoir-faire. Utiliser la propriété des suites croissantes
d’ensemble pour calculer une somme (1)

On a vu que D était au plus dénombrable.
« Si D est fini, les calculs numériques sont simples.
« Si D est infini, il existe ¢ : N — D bijective. On note alors
D, = ¢(10,n)
Onadonc D =4 D, et chaque D, est fini.
On exploite alors ) z4 = lim _ Z 24.
deD

n

Application Cas d’'une somme sur N

Legon 110 -
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|ndexat|0n entlére Sommabilité

Théoreme - Calcul de la somme avec indexation entiere

Soit o : D' — D une bijection. Soit (z4)gep € K.
ona (Zd)deD € ZI(D, K) — (za(d’))d’eD’ € [I(DI,K).

En cas de sommabilité, ona Y zg= Y 2zg)
deD d'eD’




Indexation entiere

Théoreme - Calcul de la somme avec indexation entiere

Soit o : D' — D une bijection. Soit (z4)gep € K.
ona (Zd)deD € ZI(D, K) — (za(d’))d’eD’ € [I(DI,K).

En cas de sommabilité, ona Y zg= Y 2zg)
deD d'eD’

Corollaire - Version avec D =N

Si(z,) € CN et si Z 2, est absolument convergente,
neN

+00
Alors pour tout o € Sy, Z 2g(n) = Z Z2pn = Z Zn-
n=0

neN neN
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Indexation entiere

Théoreme - Calcul de la somme avec indexation entiere

Soit o : D' — D une bijection. Soit (z4)gep € K.
ona (Zd)deD € ZI(D, K) — (za(d’))d’eD’ € [I(DI,K).

En cas de sommabilité, ona Y zg= Y 2zg)
deD d'eD’

Corollaire - Version avec D =N

Si(z,) € CN et si Z 2, est absolument convergente,
neN

+00
Alors pour tout o € Sy, Z 2g(n) = Z Z2pn = Z Zn-
n=0

neN neN

Démonstration
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Complément au savoir-faire Sommabilts

On peut compléter le savoir-faire précédent, avec, en plus, un
changement de variables.
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Complément au savoir-faire Sommabilts

On peut compléter le savoir-faire précédent, avec, en plus, un
changement de variables.

Savoir-faire. Utiliser la propriété des suites croissantes
d’ensemble pour calculer une somme (2)

On suppose que D est dénombrable, on reprend ¢ : N — D
bijective et D,, = ([0, n1])
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COI’O”aI re Sommabilité

Corollaire - La somme comme une forme linéaire

Lapplication £1(D,K) — K, (24)qep — Y., 2q est une forme
deD

2 2d

deD

linéaire.

< ) lzal.

deD

Et pour tout (z¢)gep € ¢X(D,K), on a

y. 3.4. Transfert de propriétés sur
1D, K)




Corollaire

Corollaire - La somme comme une forme linéaire
Lapplication £1(D,K) — K, (24)qep — Y., 2q est une forme

deD

linéaire.

Et pour tout (z¢)gep € £1(D,K), ona | Y zq|< Y lzal.
deD deD

Démonstration

Legon 110 -
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3.4. Transfert de propriétés sur
1D, K)
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= Extension de la sommabilité aux familles de complexes

= Critére de convergence et manipulations

1. Probléme
2. Somme de famille de réels positifs

3. Familles complexes sommables

3.5. Sommation par paquets et
Fubini

3.5. Sommation par paquets et Fubini
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Sommation par paquets sommabilte

Théoréme - Sommation par paquets dans K - cas général
Soit (P;);er une partition de 'ensemble D.
Soit (z¢)gep € (K)P, on a:
(z24)dep est sommable si et seulement si :
1. Pour tout i € I, (|z4)qep; est sommable

2. ( Z Izdl) est une famille sommable.
dGPi
En cas de sommabilité :

L X[ T )

deD i€l \deP;




Sommation par paquets

Théoréme - Sommation par paquets dans K - cas général
Soit (P;);er une partition de 'ensemble D.
Soit (z¢)gep € (K)P, on a:
(z24)dep est sommable si et seulement si :
1. Pour tout i € I, (|z4)qep; est sommable

2. ( Z Izdl) est une famille sommable.
dGPi
En cas de sommabilité :

L X[ T )

deD i€l \deP;

Démonstration
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Sommation par paquets

Théoréme - Sommation par paquets dans K - cas général

Soit (P;);er une partition de 'ensemble D.
Soit (zg)qep € (K)P, ona:
(z24)dep est sommable si et seulement si :
1. Pour tout i € I, (|z4)qep; est sommable

2. ( Z Izdl) est une famille sommable.
dGPi
En cas de sommabilité :

L X[ T )

deD i€l \deP;

Démonstration
Application Somme sur Z
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y J T agry 7 Legon 110 -
D’abord vérifier la sommabilité Sommabilts

Attention. Pas de sommabilité par la somme

Il faut bien s’assurer d’abord de la sommabilité avant le calcul.

La famille (z,),en définiepar :V neN*, z, =1etz_, =—1, et
n

20 =0 vérifie ) z;, =0, pour tout n € N.

k=-n
Et pourtant cette famille (z,),en N'est pas sommable.
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D’abord vérifier la sommabilité Sommabiité

Attention. Pas de sommabilité par la somme

Il faut bien s’assurer d’abord de la sommabilité avant le calcul.

La famille (z,),en définiepar :V neN*, z, =1etz_, =—1, et
n

20 =0 vérifie ) z;, =0, pour tout n € N.

k=-n
Et pourtant cette famille (z,),en N'est pas sommable.

Reprenons un calcul précédent :

Exercice

On considere r € [0, 1[, 8 € [0, 2] et z,, = r"e™ sin <0,
zn=r"ei" gin <0.

1. Montrer que (z,)nez €st sommable.
2. Calculer )_ z,.

nez




Fubini - cas général

Théoreme - Fubini : suites doubles complexes indexées sur
un produit cartésien

Considérons une suite numérique doublement indexée
(24,d')d,d"eDxD'-

(24,d')(d.dNeDxD' €st sommable si et seulement si

1. pour tout d € D, la famille (24 q')q'ep’ €St sommable

2. puis la famille (led,d/) est sommable.
d' deD
On a alors

Y, Zddr= ), ( 2 Zd,d')= 2 (Z Zd,d')

(d,d")eDxD' deD \d'eD’ d'eD’' \deD

Legon 110 -
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Fubini - cas général

Théoreme - Fubini : suites doubles complexes indexées sur
un produit cartésien

Considérons une suite numérique doublement indexée

(24,d')d,d"eDxD'-
(24,d')(d.dNeDxD' €st sommable si et seulement si

1. pour tout d € D, la famille (24 q')q'ep’ €St sommable

2. puis la famille (Z Izd,d/) est sommable.
deD

dl
On a alors
Y zae- Y ( 5 zd,dr)= y (z zd,df)
(d,d)eDxD’ deD \d’eD’ d’eD’' \deD

Démonstration

Legon 110 -
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Deux cas d’application

Proposition - Produit de termes

Soient (z4)gep € ¢'(D,C) et (2, )arep: € £1(D',C).
est sommable.

Alors (zdziir)(d,d’)ED <D' € CD xD'

By zdzg,z(zzd)x(zz;,,).

(d,d")eDxD’ deD d'eD’

Legon 110 -
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Deux cas d’application

Proposition - Produit de termes

Soient (z4)gep € ¢'(D,C) et (2, )arep: € £1(D',C).
Alors (zdziir)(d,d’)ED <D' € CD xD' est sommable.

By zdzg,z(zzd)x(zz;,,).

(d,d")eDxD’ deD d'eD’

Exercice
Faire la démonstration
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Autre application

Proposition - Fubini complexe indexé sur N

. 2
Soit (Z(p,q))(p,q)eN2 ecV.
(zp,q)(p,q)e,\,z est sommable si et seulement si

1. Pour tout p € N, la série Z |zp q| converge
q=0

+00
2. La série Z (Z Izp,ql) converge.
p=0\g=0

+oo [ +oo +00 [ +00
Etonaalors Y zpq= ). 2 | = > 2 |

(p,q)eN? p=0\g= q=0\p

Legon 110 -
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Autre application

Proposition - Fubini complexe indexé sur N

. 2
Soit (Z(p,q))(p,q)eN2 ecV.
(zp,q)(p,q)e,\,z est sommable si et seulement si

1. Pour tout p € N, la série Z |zp q| converge
q=0

+00
2. La série Z (Z Izp,ql) converge.
p=0\g=0

+oo [ +oo +00 [ +00
Etonaalors Y zpq= ). 2 | = > 2 |

(p,q)eN? p=0\g= q=0\p

On peut arbitrairement faire I'interversion p < q.
Exercice
Faire la démonstration

Legon 110 -
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n par paquets et




Autre application

Proposition - Fubini complexe indexé sur N

. 2
Soit (Z(p,q))(p,q)eN2 ecV.
(zp,q)(p,q)e,\,z est sommable si et seulement si

1. Pour tout p € N, la série Z |zp q| converge
q=0

+00
2. La série Z (Z Izp,ql) converge.
p=0\g=0

+oo [ +oo +00 [ +00
Etonaalors Y zpq= ). 2 | = > 2 |

(p,q)eN? p=0\g= q=0\p

On peut arbitrairement faire I'interversion p < q.
Exercice

Faire la démonstration .
22
Exemple Convergence et somme de Z

1
n=0 1- sz

Legon 110 -
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= Extension de la sommabilité aux familles de complexes

= Critére de convergence et manipulations

1. Probléme
2. Somme de famille de réels positifs

3. Familles complexes sommables

3.6. Application : Produit de
Cauchy

3.6. Application : Produit de Cauchy




Formulation

Définition - Produit de Cauchy

Soient (a,)nen et (b, )nen deux suites complexes.
Le produit de Cauchy de ) a, et )_ b, estlasérie ) cp,
n=0 n=0 n=0

n
avec, pourtoutn €N, cp, = Y. apbg= ) apbp_p.
p+g=n h=0

Legon 110 -
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3.6. Application : Produit de
Cauchy




Formulation

Définition - Produit de Cauchy

Soient (a,)nen et (b, )nen deux suites complexes.
Le produit de Cauchy de ) a, et )_ b, estlasérie ) cp,

n=0 n=0 n=0

n
avec, pourtoutn €N, cp, = Y. apbg= ) apbp_p.
p+g=n h=0

Proposition - Produit de séries absolument convergentes

Soient Y a, et Y b, deux séries abs. conv.,
n=0 n=0

alors leur produit de Cauchy Z cn, est une série abs. conv..

n=0

+00 +00 +00
Etona Y c,= ) anx Y by.
n=0 n=0 n=0

Legon 110 -
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Formulation

Définition - Produit de Cauchy

Soient (a,)nen et (b, )nen deux suites complexes.
Le produit de Cauchy de ) a, et )_ b, estlasérie ) cp,

n=0 n=0 n=0

n
avec, pourtoutn €N, cp, = Y. apbg= ) apbp_p.
p+g=n h=0

Proposition - Produit de séries absolument convergentes

Soient Y a, et Y b, deux séries abs. conv.,
n=0 n=0

alors leur produit de Cauchy Z cn, est une série abs. conv..

n=0

+00 +00 +00
Etona Y c,= ) anx Y by.
n=0 n=0 n=0

Démonstration
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Applications

Exemple Exponentielle
Application Formule du binbme négative

Attention. Cas de non convergence absolue

G

v+l

Les séries Y a, et Y b, sont semi-convergence (critére de
Leibniz), i.e. convergentes mais nor:Labsolum((ajtl;:’?nvergentes.
Le produit de Cauchy donne ¢, = };0 NS T

Considérons a,, = b,, =

Or x — (x + 1)(n + 1 — x) est maximal en x = % et vaut (% + 1)%.

2
dol |c,| = (n+1)—— =1, donc ) c, diverge
n+2

grossierement : la famille (¢, )nen N'ESt pas sommable.
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» Famille (ai)ECI sommable si (|0£i|)€CI sommable

> Décomposition en morceaux : positifs, négatifs, réels, imaginaires.
Pour démontrer la convergence ou pour calculer la valeur de la
somme !

> ¢1(D,K) est un espace vectoriel
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Objectifs
= Extension de la sommabilité aux familles de complexes
= Critére de convergence et manipulations

> Meéthode de la suite croissante d’ensembles pour calculer une
somme (pas pour montrer la convergence)

»> Sommation par paquets et théoréme de Fubini.

» Application au produit de Cauchy
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Objectifs
= Extension de la sommabilité aux familles de complexes
= Critére de convergence et manipulations

Pour le prochain cours
> Lecture : Espace de probabilité
> Exercice n°817, 820 & 821
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