Lycée Pierre de Fermat 2024/2025
MPSI 3 Devoir surveillé

DEVOIR SURVEILLE N°10

Sujet donné le vendredi 6 juin 2025, 3h.
L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

La notation tiendra particuliérement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé des
formules utilisées. Les réponses aux questions seront numérotées et séparées par un trait horizontal. Les résultats
essentiels devront étre encadrés ou soulignés.

BON TRAVAIL

ATTRIBUTION D’UNE VALEUR A DES SERIES DIVERGENTES

Le 23 février 1913 Srinivasa RAMANUJAN écrivit une lettre au mathématicien Godfrey HARDY dans laquelle il présenta une théorie

1
selon laquelle la somme infinie 1 +2 4 ---+n+--- vaut BETh S’en est suivi tout un ensemble de recherches sur ce sujet...

L’objectif de ce probléme est de présenter quelques situations ou l'on attribue une valeur finie a « une somme infinie ». On s’inté-
resse en particulier au cas de la série de terme général n. Dans la premiere partie sont présentées deux situations qui dans les deux cas
font apparaitre la valeur — 1—12 , ce qui montre que cette valeur ne semble pas étre fortuite. La troisiéme partie traite plus particuliérement
de la facon dont RAMUNAJAN a étudié les sommes infinies en s’appuyant sur la formule de EULER-MACLAURIN. La valeur qu’il octroie

a ces sommes étant en quelque sorte un terme de compensation entre une somme et une intégrale.

Notations

e On note, pour tout € R, |z] la partie entiére de z. On rappelle qu’il s’agit de 1'uniqe entier qui satisfait z — 1 < |z] < @.
On dira qu’une fonction ¢ définie sur R™ est & support compact sans R™ lorsqu’il existe un réel K > 0 tel que pour tout ¢ > K, ¢(t) = 0.

e (Définition) On dit qu’une application g est intégrable sur un intervalle [a, b[C R si
— pour tout z € [a, b[, |g| est intégrable sur [a, z]

— et, x> / |g(t)|dt (qui est donc croissante) est majorée sur [a, b

a
z

—b
e (Propriété 1) Ainsi, si g est intégrable, / lg(t)|dt admet une limite pour © — b~ que 'on note / lg(t)|dt.
e (Propriété 2) On admet que dans cette situation, si g est intégrable sur [a, b] et est en outre continue par morceaux,

T —b —b —b
/ g(t)dt| < / g(t)dt.

alors g(t)dt admet également une limite pour  — b~ notée g(t)dt et vérifiant

La notion d’intégrabilité sera exploitée a partir des questions 2 de la partie III.

I . Premieéere approche

—+oo +oo
On note, pour tout z € R, f(z) = Z e " et g(x) = Znefm.
n=0 n=0

I.1. Quel est I’ensemble de définition de f 7

1.2. Montrer que I’ensemble de définition de g est R} .

On pourra exploiter la limite, pour n — 400, de n? x ne™"

*, lorsque = > 0.

1.3. Montrer que pour tout z € Dy, f(z) peut s’exprimer comme une fraction rationnelle en e~* que 'on donnera.
—x
I.4. Montrer que pour tout € R}, (1 —e™®) x g(z) = Ty
— e—I
1.5. A laide de développements limités en 0, déterminer trois constantes réelles a, b et ¢ telles qu’au voisinage de 0

L—i+é+c+o(1)
(1—e=)2 2 g

1.6. En déduire

+oo 1
lim E ne " — 1
z—0 X
n=0



II Une seconde approche

On considére dans cette partie une fonction ¢ de classe C* & support compact dans R et telle que ¢(0) = 1.
Soit K > 0 telle que ¢ soit nulle sur [K,+oo[. On pose ¢ la fonction telle que pour tout ¢t > 0, 1(t) = to(t).
On peut alors observer que v ainsi que toutes ses dérivées sont nulles sur [K, +o0].

II.1. Généralisation du théoréeme des sommes de RIEMANN.
Pour toute cette question, f désigne une fonction définie et de classe C* sur [a, ] et = est un réel strictement positif.
(a) Déterminer I’ensemble des entiers naturels n tel que a + nz €]a, b].

L—|%]e|<

(b) Montrer que pour tout L >

(¢) Montrer que

122

[ atnz b
> ( / fla+nz) — f(t)dt> - / F(t)dt
n—1 a+(n—1)x b;a z

=2 b
T Z fla+ nx) —/ ft)ydt =
=1 a

n=

1252 b
(d) Montrer que lim x Z fla+nz) = / ft)de
z—0 - a

+oo
11.2. Un développement asymptotique lorsque z — 0 de Z ne(nx).

n=1
Soit x un réel strictement positif.
LX)

t kK
On pose, pour tout k& € N, pour tout £ € N, Ry ¢(z) = Z/ (/ @Iﬁw(k#)(s)ds) dt.
(n—1)x ne °

n=1
(a) Soit n € N*. On considére f de classe C* sur I et a,b € I.
Sans justification, préciser les valeurs des parametres « et 8 de la formule de Taylor avec reste intégral :

k=0 @

K K
(b) Déterminer/ o' (t)dt ainsi que/ " (t)dt
0 0

L£] LX) LX)
(¢) Déterminer lim x Z nxp(nz) ainsi que les valeurs de lim x ' (nz) et de lim z Z " (nx)
z—0 — z—0 — z—0 —

(d) Montrer que, pour tout k& € N, pour tout £ € N, pour tout ¢ > 0,

w(f) (t) — /t (tikils)kw(e‘HC-Fl)(s)ds
K !

K
1
(e) En déduire que pour tout k € N, pour tout ¢ € N, lim —k/ w(z)(t)dt =0.
L

x—0 T sz
(f) Montrer que pour tout k € N, pour tout £ € N, lin% Rk%,g(x) =0
xTr—r
(g) Montrer que pour tout £ € N, pour tout p € N*,
—nx
> / (O - O ma)) dt =33 ( / k¢<k+f>(m>dt) + Ry (x)
n=1 (n—1)z k=1 n=1 (n—1)z :
(h) En déduire que
1 L5 ne 1 L5 L5 Ro(2)
/ T 2,1(®
Ly /( 0 )t = =5 ST+ 5 3 )+ 2
n=1 n—Ll)z n=1 n=1
(i) Montrer que Z Y (nx) = Z (w'(na:) — w'(t)) dt — / ' (t)dt.
n=1 n=1Y -1z I—éJx

= = R 1[5
(j) En déduire que Z Y (nx) Z ECEICN f/ ' (t)dt.
n=1 L

X x K
n=1 -z

L5

(k) Déterminer lim — Z/ — Y(nz)) dt.
(n— 1)ac

z—0 T2



LX) LKJ X

() Montrer que Z np(nx) / P(t)dt — = Z (/ : (¥(t) — Y (nz)) dt) - %/ P(t)dt.
(n—1)z L&

n=1 TJI
+oo
(m) En déduire qu’il existe un réel A € R tel que Z np(nz) = = L +0(1)
— x2 12

[III Les sommes infinies au sens de RAMANUJAN

On considére une fonction f de classe C* sur R™.

II1.1. La formule d’EULER-MACLAURIN.

On considére la famille de polynéme (Bp)pen de sorte que :
1

By =1 et pour tout p € N*, B, = pB,_1 avec / By(z)dz =0

0
On admet dans ce probléme I'existence et I'unicité des polynémes B, (polynémes de BERNOULLI).
On pose pour tout p € N, b, = B,,(0) et By, la fonction 1-périodique de sorte que B, soit égale & B, sur [0, 1].
Autrement écrit : pour tout € R, By(z) = Bp(z — |z]).

S
By(t
On pose pour tout p € N, pour tout a € R, 7,4 = / #f@) (t)dt
1 P
(a) Déterminer B et Bs.
(b) Montrer que pour tout entier naturel p, Bp(1 — X) = (—1)?Bp(X).
(¢) Montrer que pour tout entier naturel p > 2, b, = Bp(1) et pour tout p > 3, impair, b, = 0.
En déduire que pour p > 2, B est continue sur R et n’est nécessairement PAS un polyndme.

(d) Montrer que pour tout p € N, pour tout k € N :

O _ Buei WP (k1) = Bpa (OSPR) [ By t) o),
[ e - 1) AT

(e) Montrer que pour tout n € N*, f(1) + - / f(t)dt + W) + f() +Tin.

(f) Montrer que pour tout p € N*, pour tout n € N*,

f(l)—|—~~~+f(n):/ F(H)dt + f(l)'fz‘f(n) n (24) (f(w D (n) — f(QZ_l)(l))‘FTQp-Q—l,n

=1

C’est la formule d’EULER-MACLAURIN d’usage fréquent en analyse mathématique.

II1.2. La constante de RAMANUJAN.
Pour les questions qui suivent, nous avons besoin de la notion de fonction intégrable définie en début de devoir.
On suppose dans cette partie qu’il existe ¢ € N tel que pour tout p > g, f(2”+1) est intégrable sur RT et que f(2p+1)(t) — 0.

t—+o0
On pose, sous réserve d’existence,

1 — 400
Co = %1)7/0 f(t)dt+/l Bi(t)f (t)dt

VpeN / £ LN f(QZ—l)(l) N /a+oo B2p+1(t)f(2p+l)(t)dt
' — (28) 1 (2p+1)!
(a) Montrer pour tout p > g que C,, est bien définie et ne depend pas de l'entier p.
R
On note & présent Z f(k) la valeur de C,, ou p > q.
k=1
R R R
(b) Déterminer Zl ainsi que Z ket Z k2.
k=1 k21 k21

(On pourra commencer par chercher la valeur de q suffisante pour chacun de ces calculs).
(¢) On suppose dans cette question que ¢ = 0 et que la suite (f(n)) converge vers 0.
R n n
Montrer que Zf(k) = lim ( g f(k) 7/ f)de
n—-+oo
k21 k=1 0

— 400
Qu’obtient-on si / f(t)dt existe?
0



Correction du DS 10

I . Premiére approche

—+o0

On note, pour tout x € R, f(z) = Z e " et g(x Zne e
n=0

I.1. Quel est I’ensemble de définition de f 7

Avec g € R, la série Z q" converge si et seulement ¢q €] — 1, 1],

ainsi avec ¢ = e~ *, la série g e~ """ converge ssi e ” €] — 1,1[<= z > 0 (par décroissance de t — e~ ").

n

1.2. Montrer que 'ensemble de définition de g est R} .

Pour z > 0 :

— - — n . ,
Avec oo = 2, n? xne™ " = n? (e z) — 0 par croissance comparée car e
n—-+oo

—x

€ [0,1]. Donc ne™™* =o (ﬂ%), pour n — +oo.
Par ailleurs, les suites (ne™"%) et (n—g) sont a termes positifs

- 1 N . - . - -
et enfin la série E —5 converge (critére de Riemann). Ainsi, par comparaison, la série E ne” """ converge.
n

n n
Pour x <0 :
ne ™ >ne’ =n — 1.
n——+oo

Ainsi, la série E ne” " diverge grossierement (terme général qui ne tend pas vers 0).

n

‘Bilan : Dg =R ‘

1.3. Montrer que pour tout z € Dy, f(z) peut s’exprimer comme une fraction rationnelle en e”* que ’on donnera.

On applique la formule bien connue pour les sommes d’une série géométrique (de raison e™*) convergente :

+ T
— e
Vl‘EDf, Z 1—67176z+1
6736
I.4. Montrer que pour tout z € R, (1 —e™®) x g(z) = T
— e—I‘
Soit € R} =Dy C Dy. Soit N € N.
N+1
(1—e" Zne "= Z Znef("ﬂﬂ Zne " Z(n —1)e ™
n=0 N T]LV:1
Z 7’L _ 1 —nz + Nef(N#»l)z _ Zefnz + Nef(Nﬁ»l)z
n=1 n=1

On peut alors passer a la limite pour N — 400 (tout converge ici) :

—x

e

(I—-e )glx)=e“flz)+0= e

1.5. A laide de développements limités en 0, déterminer trois constantes réelles a, b et c telles qu’au voisinage de 0

—x

e

a b
m—?+5+6+0(1)

On travaille au voisinage de x =0, donc e™* =1 —z + %:f — éx?’ + o(z?).
Donc au voisinage de z = 0 :

e " 1 -2+ 2% 4 o(z?) 1 l—az+32°+0(z?) 1 1 -2+ $2° + o(z?)

(1 —e=7)2 z550 (1—1+m—1x2+1m3+0(x2))2 _?(1—%x+%x2+o(m2))2 _$217x+(2><1><7+ )x2+o(x2)

1 1
= x—(l—x+1x2+o( ))(1—x+%$2+0(m2))_1:x—z(l—x+%az +o(@?)(1+a+ T52° +2° + o(x))
T—

1 1.2 5.2 1 5 14,2 2 1 1
=, ﬁ(lfergx +o(x®)(1+z+ Sz +o(m)):ﬁ(1+0x+(ﬁfl+§)x +o(z ))ZE*EJFO(U



oli on a exploité (1+v) ' =1—-v+0v> —23...

1ie_m :%+£+c+o(1) avecazl,b:Oetc:fi

Ainsi, au voisinage de 0, TR

1.6. En déduire

+o0 1
lim E ne " — —
z—0 xT
n=0

+oo
_ 1 e ” 1 1
. ner - _ - =
On a pour tout z >0 : z_:one T e 27 .00 12 + o(1). Donc
o0 1
li —nz
n=0
+oo
. N . 1
Cela conduit donc & penser un peu rapidement, en prenant x < 0 : Z n= 13
n=0

II Une seconde approche

On considére dans cette partie une fonction ¢ de classe C* & support compact dans RT et telle que ((0) = 1.
Soit K > 0 telle que ¢ soit nulle sur [K,4+o0o[. On pose 9 la fonction telle que pour tout ¢ > 0, ¥(t) = tp(t).
On peut alors observer que v ainsi que toutes ses dérivées sont nulles sur [K, +o0o].
II.1. Généralisation du théoréme des sommes de RIEMANN.
Pour toute cette question, f désigne une fonction définie et de classe C* sur [a,b] et = est un réel strictement positif.
(a) Déterminer 'ensemble des entiers naturels n tel que a + nx €]a, b].

On a les équivalences :

b— b—
a—i—nxe]a,b}<:>a<a+nx<b<:>>0<nm<b—a<:>0<n<7a<=>0<n<\‘ aJ
x x

on a divisé par z > 0, donc cela ne change pas le sens de 'inégalité puis on a exploité le fait que n est un entier.

{n €N | a+ne €la,b]} =10, V’;“J}]:m, Lb_TaJ]] siz<b—a

(b) Montrer que pour tout L > 0,

L- L%Jx| <z

L
| < =. En multipliant ces inégalités par  >0: L — 2z < |—= ]z < L.
x

L
x

L L L
Soit L > 0, alors — — 1< |— —-
x x x

Puis:z=L—(L—xz)>L—|=]z>L—L=0. Comme le nombre est positif et que I'inégalité peut étre élargie :

Pour tout L > 0, ’L — L%Jm} <z

(¢) Montrer que

LIFTGJ b LIFTGJ at+nz b
Y f(a—l—n:r)—/ fHdt= Y (/ f(a+nac)—f(t)dt> —/ F(t)dt
n=1 a n=1 at+(n—1)x a-H_b_TaJx

On note N = [2=2].
Par relation de Chasles :
N

N a+nx T a+Na N a+Nax
z:l (/a fla+ nx) —f(t)dt) :Zf(a—i—ms) Ma+(n—1)x_/a f(t)dt—z_:lmf(a—l-mc)—-/a f(t)de

n= +(n—1)z n=1

Et donc

12z b N

2:1 (/ai:zm f(a+mﬂ)f(t)dt> /aﬂbujzf(t)dt—:er(a+nw)/Lla+sz(t)dt/le f(t)dt

n=1 +Naz

n= x

122

atnz b 1252) b
Z (/ f(a+nx)—f(t)dt> —/a ft)dt =z ; f(a—!—noc)—/a f(t)dt

— +(n-1)z +1552 )




L2=2 ) b
(d) Montrer que lim x Z fla+nz) = / ft)de
z—0 a

n=1

Notons que f est de classe C* sur [a,b], donc f et f’ sont continues sur [a, b].
D’apreés le théoreme de Weierstrass, il existe M > 0 tel que V u € [a, b], |f(u)] < M.
D’apres le théoréme de Weierstrass, il existe M’ > 0 tel que V u € [a, b], |f'(u)| < M.
On a
1252

b x at+nz b
Y f(a+nx)f/ fod = |y </ f(a+m:)f(t)dt) f/ F(t)dt

+(n-1)z +12=2 e

=2 atne b
> < / fla+nz) — f(t)dt) + / St
n=1 a at| =2z

+(n—1)z =

N

e Soit n € [1, N]. Pour t € [a + (n — 1)z, a + nx],

If(#) — fla+nz)[ < sup ]\f'(u)l x |t = (a+na)| < M'|[(a+ (n—1)z) — (a+nz)| = Mz

u€lt,a+nz
Ainsi
b—a
\- T J a+nx N a+nz
3 ( [ sasn- f(t)dt) O I
n=1 at+(n—1)z n=1 " at(n-1)z

b—

z

ensuite, puisque Nz = U’*Tajx < 22z =1b—a, on a donc

Ry

a+nx
(/ f(a—}—nm)—f(t)dt) <M'(b-a)x

n=1 +(n—1)z

e Par ailleurs,

b b
/ F :/ F@ldt < Mo (@t Na) = M (0 —@)— 124)) < b
a+Nz a+Nz xr
d’aprés la question 1.(b) avec L = b — a.
Ainsi
152) b
x Z fla+ nx) —/ fO)dt| < M'(b—a)x + Mx
n=1 a
Ainsi, d’apres le théoréme de convergence par encadrement :
1252 123 b
t li = t)dt.
x Zl f(a + nx) converge pour z — 0 e lim |z Zl fla+ nzx) ) f@)
“+oo
11.2. Un développement asymptotique lorsque x — 0 de Z np(nz).
n=1
Soit x un réel strictement positif.
On pose, pour tout k € N, pour tout £ € N, Ry ¢(z) = Z/ (/ ;'Sdﬁk“{)(s)ds) dt.
n—1 v (n=1z nx :

(a) Soit n € N*. On considére f de classe C" ™" sur I et a,b € I.
Sans justification, préciser les valeurs des parametres « et 5 de la formule de Taylor avec reste intégral :

n

k b _ o
s =3 Lo + [T

C’est un résultat de cours, & savoir retrouver (dans I’énoncé au concours, il était donné) :

n

b n
F)y=>" (b;ila)kf(k)(a) + / %ﬂ"“)(t)dt donc a =n,f =n+1.

K K
(b) Déterminer/ ' (t)dt ainsi que/ " (t)dt
0 0




(c)

K
Le théoréme fondamental de ’analyse donne : / V' (t)dt = [p()]E = v(K) —(0) = K x o(K) —0p(0) = 0.
0

De méme : / W (H)dt = [0/ (D1 = o/ (K) =¥ (0) = K x p(K) ~0p(0) = 0
0

Or ¢ : x — xp(z), donc ¥’ (z) = z¢' (x) + p(x )
Et donc 9’(0) = ¢(0) = 1 (énoncé) et ' (K) = K¢'(K) + ¢(K) = 0 (énoncé).

K K
/ ' (t)dt = 0 et / P (H)dt = —
0 0

L£] LE] LE]
Déterminer hm T Z nzp(nx) ainsi que les valeurs de hm T Z ' (nz) et de hm T Z " (nx)

n=1 n=1 =

On applique la relation trouvée en 1.(d) avec f <, a + 0 et b+ K.
il faut vérifier qu’on a bien les hypothéses adéquates : 1) est bien de classe C'.
L2=2) LX) [£] b %
On trouve alors x Z fla+nz)=2x Z Y(nx) =z Z nxe(nz) dont on sait qu’elle tend vers / f)dt = / Y(t)dt
a 0

n=1 n=1 n=1

[£]

1
zgn:chc(pnm / P(t)

Avec la méme méthode, mais avec f < 1’ puis f < 1", on trouve

LE] LE]
lim x 1/) nx) / P ()dt =0 et lim x " (nx) / " (t)dt =
n=1

z—0 z—0

Montrer que, pour tout k € N, pour tout £ € N, pour tout ¢ > 0,

’L/J(D (t) = /t (t_ki's)kw(brwrl)(s)ds
% !

Soient £, k € N.
La fonction 1 est de classe C*°, il en est de méme de %9, on peut donc appliquer la formule de Taylor avec reste intégral
a cette fonction en sommant jusqu’a 'ordre k avec a «— K et b+t :

k

500 = 3 L o 4 [ ek yay
| B

=0

Or, comme rappelé dans I’énoncé, w(2+i)(K) = 0, pour tout ¢ € N, et donc

t ,
6O ) = / (7 e+ ()
A

K
1
En déduire que pour tout k£ € N, pour tout £ € N, lim —k/ w(z)(t)dt =0.
x—0 T LKJI

Soient £,k € N. Soit t € [| £ ]z, K].

D’apres la question précédente, puisque ¢(4+k+1)

est continue sur [\_%Jx,K} :

Il existe M*HE+t = SUP,, e[| X |4 K] | EF*+D (4)] (il ne s’agit pas d’une puissance mais d’une notation).

K k k+17 K O4k+1
© < [t —ul™ | (etrt) < ikl (u—1) _M Kt
pow] < [ e < areee |Gl - S -

(les bornes sont inversées pour les mettre dans 'ordre croissant).
Puis, comme t € [L%Jx,K], |K —t| < ‘K - \_%Jx‘ < z d’apreés la question 1.(b).

Ainsi
1 K
L

<
k

S X

K
M e LN K]y
xk LK |, (k+1)! zk (k+1)! x (k+1)!

Ainsi, d’apres le théoréme de convergence par encadrement :

z—0 T

K
1
pour tout k € N, pour tout £ € N, lim — / 1/1([) (t)dt = 0.
\_5




(f) Montrer que pour tout k € N, pour tout £ € N, lim

Ry.e(x)
x

=0.

z—0

On continue selon la méme stratégie,
puisque 1) est continue sur [0, K]

et admet toujours un majorant M**¢ sur [0, K], et donc sur R (nulle sur [K, +o0]) :

L) e Clro sy LKJ na
[Riel <) / / 2 yF (s)ds / / E pr+tasar
k! k;l
n—1 (n—1)z nx (n—1)zx
t<s<nx
L%J nx n (S _ t)k L%J nx (5 o t)k+1 s=nxz
< MR / ( / ds) dt = M** / {] dt
2o U 2 o wr ],

Mk+£ L%J 3 Mk--HZ ng
S T / (ne — )" dt = —— — (nz — )"

(k4 1)! ; (n1)z (k+2)! ; [ ](n—m

k4-£ L5 k42
. M LR+ M {KJ L2
S (k+2) (k+2)!
Ainsi, pour tout k,¢ € N,
Rl MUK g MY
zk S k+2)! L S (k+2)!
Et donc, par comparaison :
Pour tout k € N, pour tout ¢ € N, lim Mk(x) =0.
x—0 x

(g) Montrer que pour tout £ € N, pour tout p € N*,

YO (1) =y (na) ZZ(/
k=1 n=1 (

n—1)z

LX)

>
—1J/(n—1)z

n

" (t—na)* O

x (na:)dt) + Ry ey1(x)

Soit (¢,p) € N x N*.
Soit n < [£] puis t € [(n — 1)z, nal.
On applique la formule de Taylor avec reste intégral pour f < 1/1(5)7 bt,a+nretn<+p:

t P
(nx)Jr/ %w(“pﬂ)(s)ds

$O) = 40 (o) = 30 LEm o

k=1

Puis, on intégre pour ¢t € [(n — 1)z, nz] (on peut intervertir somme et intégrale, la somme étant finie) :

/(:xl)x <~/n:c S

p!
Et enfin, en sommant pour n de 1 & [ £] (on intervertit les deux sommes finies, indépendantes) :

n nT

(t — nx)*

ah e agar+

(n—1)z

(1/’(&(75) - w“)(mﬁ)) dt = zp:/ 1/J<Hp+l>(s)ds> dt

k=1 Y (n—Lz

L%J nx \_%J nx t
t— nT)" (k) (t—5)"  (erpt1)
(1/;“)( ) — ¢ (nz) dt / 1/J( (nx)dt + / (/ TP (5)ds | dt
; /(nl)z ; ; (n—1)z ; (n—1)z nx p‘
=Ry e41(a)
(h) En déduire que
LE] 1 L£] LE] ()
_ 1+ / £ " 2,1(T
—Z/ﬂ 0 v =5 Do) + § S o)+ 2
Ainsi,en £ =0et p=2:
L£) 2 L&) na %
Z/ —Y(nx))dt = </ (t_nm)wac)(nx)dt> + Ra,1(x)
k!
n=1"(n— l)z k=1 n=1 (n=1)z
Pour k=1:
[ £ [£] na L£)
- ne t —nz)t - —(t —nz)? =1 —(—x)?
3 EZ 00 rayat ) = 3 o nar) | ~E10) =5 2y
n—1 (n—1)z n n=1 2 (n=Dz  p=1 2



Pour £k =2:
[£)

n L&) 3
Z </(n—1)z (t_znw)djw)(nx)dx) = Z ¢//(nm) [—(t:—g'mv)} _ 2 w//(nm)

n=1

n=1

Ainsi, en divisant tout par x*(# 0) :

£ 1 [£] L£) Roa ()
’ " x
—Z/ (nm))dt:—azw(nx)—i-%zw(naz)—i—%
(n— 1)1 n=1 n=1
L LX) x
Montrer que x Z ¢ (nx) Z / - 1//(75)) dt — / ' (t)dt
(n— m £ e

On applique la réponse de la question 1.(d) pour a < 0, b+ K et f < ¢’ (de classe C') :

£ L5

xqu n) /w dt+Z(/(

n—1)x

(¥ (n) — ' (1)) dt) — / ' (t)dt
L

K
=l

Et comme on a vu en question (b) que / ' (t)dt = 0, on peut conclure :

LX) LX) x
xZ¢ nz) Z/ nx) — ¢/ (t)) dt —/ W' (t)dt
(n— 1)1 L%Jz
L5 LX) X
R1 2(x) 1 ,
E // fu2\y) -
n déduire que Z Y (nx) Z P ( - v ), o' (t)dt
En reprenant le résultat précédent, apres simplification par z(> 0) :
LX) LK . £
> W (nz)+ = / W (tdt ==Y / (¢ (n2) —4'(¢)) dt
n=1 z L%JT z ne1 v (n=1)z

On applique ensuite la formule de Taylor avec reste intégral pour f < ', a < nx, b+ tetn <+ 1:

V0 =)+ )+ [ yas

/ T W) @) dt= 9 (na) / )i - / / 1 (5)ds
(n—1)x (n—1)x 2 e (n— 1)7‘
_ w”(nx)[ —ne =0 } / / $)9 ¥ (s)ds
(n 1z (n—1)=

L) - /( - / (t - 5)p®(s)ds

n—1)x J nx

Donc

Puis en sommant pour n de 1 & [£] :

K 2 n t
/ 1 / 1 T /
D W na) + — / W' (t)dt = mZ(Qw’mt)— / / (t_s)¢<3><s)ds>
n=1 L%Jx n=1 (n—1)z Jnx
L£]
= v / [ =
(n—1)x
=Rj1,2(x)
On trouve donc le résultat attendu :
L£) [£) K
" R1,2(33) 1 ’
Zw n) Z_jlw () === — g ] YO




L£]
(k) Déterminer lim — Z/ — Y(nz)) dt.
(n— l)z

z—0 T2

On fait la fusion des réponses précédentes :

LX) LX) LX)

K
Z/ (nx quu nx an R2,12($) i Rl;i:t) n %/ w/(t)dt
(n—1)z L%Jz

LKJ X

ZW’ n) R2 1( ) Rl;ﬂfx) + 2;/[ Qﬁ/(t)dt

e

[£]
. s N . "
Puis, d’apres la question (¢) : z E Y (nz) — —1;
z—0

RQJ(Q:)

2

=1
Ria(x

— Oet L() — 0;

z—0 T x—0

la question (f) :
x

K
la question (¢) (k=1et £=1): 1 / ' (t)dt — 0.
L r—

LKJ
Ainsi, par addition, la limite existe et lim — Z —(nx))dt = 1
20 T2 (n— 1)z 12
LX) | Lo
() Montrer que np(nx) / Y(t)dt — (/ (¥(t) — Y(nz)) dt) — —/ P(t)dt.
> Z . =

n=1

On exploite la réponse de la question 1.(c) pour f < ¢, a=0,b=K
Lb’T“J L£) LKJ

et cette somme est alors égale a

baJ

a+nx b
/ OIS </ fla +nz) —f(t)dt) —/ F(h)at
—1 a+(n—1)z G‘H_IFTGJ

/ W(t) c1t+lKJ (/(n l)mw(na:)—w(t)dt> —/Lb Jz/;(t)dt

En divisant par z2 > 0, et en inversant le signe de I'intégrale au centre :

g%

L L] X

1
> motre) = / e dt‘z</(n_1)zw(”‘¢( ))dt) L /ijzzp(t)dt

—+oo
A
(m) En déduire qu’il existe un réel A € R tel que Zntp(n:r) =2 1 +o(1).

n=1

K
1
On termine en exploitant de nouveau la question (e) : — / Y(t)dt <— 0 (avec £ =0 et k = 2),
L

x %Jx z—0

K
On note alors A = / 1(t)dt, on trouve alors avec la question précédente, pour z — 0 :
0

an@ (nx) 112 +o(1) +0(1)

K K
Enfin, pour n > L%J alors, puisque n est entier : n > {—J +1> —, donc nz > K.
x x
Et donc pour n > [£ |, nz > K et donc ¢(nz) = 0.

Alors, pour tout = > 0, Zmp(mc) = Z ne(nx).
n=1

Et ainsi, au voisinage de O :

+o0 K
S ) = 5 - %2 +o(1) ot A = /0 B(t)dt




[III Les sommes infinies au sens de RAMANUJAN

On considére une fonction f de classe C*° sur RY.

II1.1. La formule d’ EULER-MACLAURIN.

On considére la famille de polynéme (Bp)pen de sorte que :
1

By =1 et pour tout p € N*, B, = pB,_1 avec By(z)dz =0

0
On admet dans ce probléme l'existence et 1'unicité des polynémes B, (polynémes de BERNOULLI).
On pose pour tout p € N, b, = B,(0) et By, la fonction 1-périodique de sorte que B, soit égale a B, sur [0, 1].

Autrement écrit : pour tout € R, By(z) = Bp(z — |z]).
“ Byt
On pose pour tout p € N, pour tout a € R, 7, o = / #f(p)(t)dt.
1 P
(a) Déterminer B; et Bs.

B} = 1By = 1. Donc il existe b; € R tel que By = X + b;.
1 1 2 1
Puis 0 = / Bi(z)dz = / (z+b1)dz = [232 —I—blx] = % + by. Donc by = —%.
0 0 0
B, =2B; = 2X — 1. Donc il existe by € R tel que Bs = X2 — X + ba.

! ! x> x2 ! 1
Puist/ Bz(x)dx:/ (1‘2—1'+b2)d$: [3 —2—|—ng] :—64-62, Donc by = %
0 0 0

1
B1:X—§ et Bsz2—X+6

(b) Montrer que pour tout entier naturel p, Bp(1 — X) = (=1)?Bp(X)

Nous allons montrer le résultat par récurrence.
Posons, pour tout p € N, P, : « Bp(1 — X) = (—1)?B,(X) ».
— By =1, donc By(1 = X)=1= By =(—1)°By. Donc Py est vraie.
— Soit p € N. Supposons que P, est vraie.
Dérivons le polynéme T = Byy1 0 (1 — X) — (=1)P"' Bpig.

T = —B;)H(l -X) - (—1)p+lB;/o+1

Or on sait que B,y = (p+1)Bp, donc T" = —(p+1)Bp(1— X))+ (—1)?(p+1)Bp = —(p+1) x [Bp(1—X)—(=1)?B,] = 0
d’apres Pp,. Donc T' est un polyndéme constant, noté A. Or, par linéarité de 'intégration :

1 1 1 1
A= / Adz = / T(z)dx = / Bp+1(1 — z)dz — / Bpt1(z)dx
0 0 0 0

1 1 0
Mais / Bpri(z)dz = 0 et en posant v = 1 — 2 (C'-difféomorphisme) : / Bpt1(1 — z)dz = / Bpt+1(v)(—dv) =0
0 0 1

Donc A =0, et T =0 et ainsi Bpr1 0 (1 — X) = (=1)P"' B, 1, donc Ppi1 est vraie.
On a donc

’ Pour tout entier naturel p, Bp(1 — X) = (—=1)?B,(X). ‘

Il est possible de faire sans récurrence, en démontrant que la famille des polynémes (Cp), définie par :
VpeN,C,=(-1)PBy(1—-X)

1
vérifie les mémes relations que la famille (Bp) : Co = 1, et pour tout p € N*, Cp, = pCp_1 et / Cp(x)dz = 0.
0

Puis, d’exploiter I'unicité de cette famille de polynémes.

(¢) Montrer que pour tout entier naturel p > 2, b, = B,(1) et pour tout p > 3, impair, b, = 0.
En déduire que pour p > 2, B, est continue sur R et n’est nécessairement PAS un polynoéme.

Pour p > 2:
1 1 1
By B0) = [ Bywyte = [ pBystiie=p [ Bt =0
0 0 0

d’apres la relation fondamentale de définition de Bp—1 car p — 1 € N™.

[VpeNp>2: By(1)=B,0) =b,|

Par ailleurs, si on applique la formule précédente en x =1 : b, = B,(0) = Bp(1 — 1) = Bp(1 —z) = (—1)?B,(1) = (—1)Pb,.
Donc (1 — (=1)P)b, = 0. Or si p est impair : 1 — (—1)? = 2 # 0, donc nécessairement

‘sipest impair (p > 2) : by :0.‘




Soit p > 2. La fonction B, vérifie en tout = € R, By(z) = B(z — |z]).
Et donc par composition, B est continue en tout x € R \ Z.
Par ailleurs, en z € Z et € > 0, Bp(:c +€) = B(e) et By(x —€) = Bp(1 —¢).
Or comme p > 2, B,(0) = B,(1) = By(x), By est continue en .
Si B, était un polynome, alors B, — b, serait également un polynome,
il admettrait une infinité de racines sur R : (au moins) tous les entiers relatifs, et donc B, — b, = 0.

B, serait le polynéme constant. Or B, est de degré n (récurrence) donc non constant sur [0, 1], comme B,

‘ pour p > 2, Bp est continue sur R et n’est nécessairement pas un polynéme.

(d) Montrer que pour tout p € N, pour tout k € N :

O ~ Bpni (P (k+1) = B (0P (k) [T Bpia(t) Lo
/k o B, (t)dt = P /k ] SETE(t)de

Soit p € N et k € N. Pour tout ¢t € [k, k + 1], |¢t] = k, donc

/ O g = / YO g japar = / T g
k k k

p! p! p!

Remarque :
Ici : ou bien p =0 ou p > 2 et donc Bp est continue sur R, et il n’est pas nécessaire d’exclure k + 1,
ou bien p = 1, et dans ce cas, on supprime la valeur en 1 point
ce qui ne change pas la valeur de I'intégrale en prenant B(k + 1) = B(1) plutét que B(0).

Puis on a fait le changement affine bijectif : u =1t — k

k1 p(p 1
/ () By(t)dt = l'/ FP (u+ k) By (u)du
2 P Jo

p!

La fonction g : u — f® (u+ k) est de classe C! sur [0,1] et ¢'(u) = f®D (u + k).

h:u mBPH(u) est de classe C* sur [0, 1] (cf remarque) et h'(u) = ;ﬁB;_H(u) = Z’%BP(U) = Bp(u).
On peut appliquer une intégration par parties :
k+1 o ) 1 1 1
P 1 / 1 1 '
Bydt = — [ gk (wdu= = [gwh()] ~—= [ g@h(u)du
»/k p! ]1! 0 - pl! o p+1
= Llownm] - L / ¢ (u)h(u)du
Lo D w 1
[Pk + 1By (1) — £ (k) Bp+1(0) 1 (p+1)
= - +k)B d
(p+1) x p! (p+1) xp! J, FE At k) By (w)du

Et en faisant le changement de variable réciproque x = u + k£ dans la derniére intégrale :

R (o) () (p) _ ¢ k1 .
/ ¥ ()B = d (k 4+ 1)Bps1(1) — P (k) Bp41(0) 1 ) / FP () By (2)da
k

p! (p+1)! (p+1)!

(e) Montrer que pour tout n € N*, f(1) + / f(t)dt + ) + f() + rin.

Sommons pour k de 1 & n — 1 les expressions précédentes avec p = 0 afin de faire apparaitre 71 ;.
En effet, avec la relation de Chasles, nous avons :

n 5 n—1 k41
/1 Bgft) far= ¥ /k F(O)Bo(t)dt

n—1 kE+1 7
= Z(Bl(l)f(k—i—l)—&(o)f(k))— / Blft)f’(t)dt

1
k=1 0 )

Ainsi, puisque By =1 :

: 1 [ s 2000
> 5t = [ a0+ 10 = 500+ g0+ = [ g LOTID




(f) Montrer que pour tout p € N*, pour tout n € N*,

£1) - / Jyde+ 7 +Z 2 (T ) = FOW) + s

C’est la formule d’EULER-MACLAURIN d’usage fréquent en analyse mathématique.

Reprenons la formule trouvée en (d), en ajoutant le fait que pour p > 1, Bpt1(1) = Bp4+1(0) = bpy1;
donc pour p > 1 :

/k+1 f(p) (t) Bp(t)dt ~ /k+1 f(p“)(t) B,,Jrl(t)dt _ [f(m(k +1)— f<p)(k)]bp+1
k k

p! (p+1)! (p+1)!

Commencons par sommer pour k de 1 a n — 1, d’apres la relation de Chasles :

") 5 ") - _ _ben @ ) gy — _Opt1 () ®
| Elmwe- [ s 00a - ey Z[f (4 1) = F 0] = 2 (7 ) — 12 (1)

ol 'on a vu un premier télescopage.
Mais il y également un second télescopage pour la somme de p = 1 jusqu’a 2s :

25 ) D () " FO @) - £ ()
;( T By (t)dt — M8p+1(t)dt) = /1 (Z o By(t) — ] By (t )> dt

0

p=1
n f(l)(t) ~ f(2s+1)(t)
= /1 < 1 By (t) - m325+1( V) dt =710 — rostin

On a donc, pour tout s > 1 (et méme s =0) :

Pl = Tastim + Z p“ ®)(n) — f® (1))

Enfin, comme on a vu que by4+1 = 0 dés que p + 1 est impair donc il ne reste dans la somme que les nombres p = 2¢ — 1
(p+ 1 est pair)
a condition que 2¢ — 1 € [1,2s] i.e. pour £ de 1 & s.

s b B B
T1,n = T2s+1,n + Z (QQZZ)' (f(ZZ U(”) - f(QZ 1)(1))
=1

Enfin, en remplagant 71, par cette valeur dans le résultat de la question précédente :

p g = [ ars 105 +Z (5 ) = FOIW) + e

II1.2. La constante de RAMANUJAN.
Pour les questions qui suivent, nous avons besoin de la notion de fonction intégrable définie en début de devoir.
On suppose dans cette partie qu'il existe ¢ € N tel que pour tout p = ¢, fF*?TY est intégrable sur RT et que f(Qp‘H)(t) — 0.

t—+o00
On pose, sous réserve d’existence,
f — 400 B
= T / fo)dt +/ Bi(t)f (t)dt
1 p —+o0 5
" f(1) / bae (20— D Bapt1(t) 42 +1) (4
VpeN', Cp==—=—[ f(t)dt— if (1) + ot L (E)dt
o2 £ (20)! . @+
(a) Montrer pour tout p > q que C, est bien définie et ne dépend pas de I’entier p.
Soit p > q. Compte-tenu de la question, on peut penser que cela signifie que Cp, = Cp—1 = --- = C; et ainsi le calcul s’arréte

a lordre q.
e Montrons ce résultat, en commencant par montrer que C), existe bien.
Tout d’abord Bap1][0,1] est une application continue sur un segment (compact),
donc elle est majorée. On note Map+1 = SUD,¢[o,1) | B2p+1(x)|. Alors :

VEER, [Baypi1(t)] =|Bapia(t — [t])| < Mpia

B
Ainsi, pour tout ¢ € [1,4o00], ‘Mli))‘f@pﬂ)(t) < %U(?”H)(tﬂ.
D .
Bapt1(t) c(2p+1) My e +1) 4
D tout & > 1, = fPT()|dt < P axs el i dt
onc pour tout /‘%H)f ()t < [ Gzl ol

10



Et comme x / ﬁﬁ(%ﬂ)(tﬂdt est croissante,
(2p

Bapi1(t) ,2pt1)
pour tout z > 1, /1 7(2;0 " 1)'f (t)
B2p+1( )
(2p+1)!

" Bapi1 (1) p2p41) - [T Bopa(t) papen)
— t)dt admet une limite pour x — 400, notée P 2 fLEP t
/1 ol P TR AR

TV ( "
dt < 7p+ 2p+1 dt

Ainsi, 'application t — f(2p+1)( t) est intégrable et la propriété 2 admise dans ’énoncé permet d’affirmer :

‘V p = q, Cp existe bien. ‘

o Comparaison de Cp a Cpy1.
bapt2  c(2p+1) T Bapia(t) popis) T Bopia(t) e
Cps1 —Cp = — pifp 1) + 71”9 t)dt — 71"’ t)dt
Or d’apres la formule d’EULER-MACLAURIN : en p et p+ 1, pour tout n :

p+1

Zf(k)_/ F(t)di— f(1) JQF fln) _ Z (gze)' (fm_l)(n) _ fm_l)(l))-i-mpﬂ,n _ Z (225' (f(u_l)(n) B f(QZ_l)(l))+72p+3,n

=1

Donc en soustrayant les deux derniers termes :

bapt2 f(2p+1)( 1) = bapt2

@ +2) ot T = e

Ainsi, pour tout n € N,

400 75 +oo 5
o~ Cp = — 2wtz _gemen iy o [ Bl vy gy gy [ Ben® penin gy
! g (2p +2)! . (2p +3)! SR A (2p+1)! e

Ce résultat est en particulier pour tout n € N. Soit € > 0.

— Par hypothese, f(2p+1)(n) — 0, donc 3 N; € N, tel que V n > Ny, ‘@?’j:;)f@pﬂ (n)] < g

Bapys(t)
(2p + 3)!
et par ailleurs, pour tout > n,

— Nous avons vu que t — f(2p+3)( t) était intégrable sur R,

* Bapys(t) p2prs) — " Bapis(t) p2pen) Bapis(t) cop3)
/1 mf + (t)dt—'f’2p+3,n = /n mf + (t)dt / ‘ 2p+3 f + (t) dt
T Bopya(t) sapis)
< [ R4
+oo | |3
Bap13(t) (2p+3) 4 7/ Bapy3(t) (2p+3)
< [ |Emereja- [ |ggero)

En faisant tendre x vers +oo (la majoration est vraie pour tout z) :

* Boprs(t) (ops) T Bapss(t) popin) " | Baps(t) pioprn)

e t)dt — ropisn| < L pEPTE () dt — il A A dt

| G @ =y < [ |G e [\ Gl e
n B — 400 B
Enfin, comme lim : ‘(;’f’g’))f@”“”(t) dt = /1 ‘(gf’g))f@"”)() dt, par intégrabilité,
On en déduit, qu’il existe N2 € N tel que pour tout n > No, / %ﬂm&@( )dt — raptan| < §
1
— Pour exactement des raisons comparables :
B
il existe N3 € N tel que pour tout n > N3, / %f@pﬂ)( )dt — ropi1,n| < %
1
Ainsi, pour tout n > N = max (N1, N2, N3),
b —+o0 B — 400 B
Cpyt — Cy| = (2;021—7:22) FOPED (1) +/ (22;7131())))]((2p+3)(t)dt — Toptan —/ (22;:_1;)]&2%1)( YAt + ropi1n
1 J1_
bap+2  (2pt1) * Bapy3(t) .2 +3) (4 * Bapia(t) .2 +2) (4

oo /M| 4] [ e T @d = rapyan| 4| [ S P (0)d = rapyan

(2p+2) . (2p+3)! :  2p+2)! !
< — - - =
< grzrgec

La majoration globale ne dépend plus de n : pour tout € > 0, |Cp41 — Cp| < €, donc Cpp1 = Cp

‘ (Cp)p=q est constante, donc V p > ¢q,Cp = Cy ‘

R
On note & présent Z f(k) la valeur de C, o p > q.
E>1
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(b)

R R R
Déterminer Z 1 ainsi que Z k et Z K.

k>1 E>1 k>1

Pour cette question, il nous faut trouver le ¢ minimal pour chaque somme, afin de réduire le nombre de calcul.

R
e Cas de Zl.

k>1
f it~ 1. Donc f@P*tY =0, pour tout p € N, et donc on peut considérer g = 0, directement.

On a alors
1 — o0 —+o00
Zl:()o:@—/ f(t)dt+/ B1(t)f/(t)dt:1—[tr+/ 0dt = —=
2 , 2 '),

R
e Cas de Zk

k=1
f:t— x. Donc f(2p+1)(x) =0, pour tout p € N*, et donc on peut considérer ¢ = 1, directement.
On a alors

_/a _ b T By ) 1 {tg} ' s o 1
Zk ¢ 2 f B EAR R S O Ol et Tl ) Ml Rl AL A &
k>1
(on a by = B2(0), le calcul de B; a été fait en question III1.1.(a).)

R
e Cas de ZkQ.

k>1
f it 2% Donc f® =0et f@P+t) =0, pour tout p € N, et donc on peut considérer ¢ = 1, directement.
On a alors

R 1 —+o0 3 1 —+o0
R (¢ b Bs . ¢ _l_[ir_i _1 11
Zl_cl_ 5 i F@)dt— () + : OO Wdt= 5~ |2 oy X2 1 0dt =5 — 2~ ¢

k>1

R 1 R 1 R )
21:7 Zk:ﬁ > k=0
k=1 k>1 k>1

On suppose dans cette question que ¢ = 0 et que la suite (f(n)) converge vers 0.

R n n
Montrer que Z f(k) = nll)rfoo (Z f(k) — / f(t)dt).

k>1

—4oc0
Qu’obtient-on si / f(t)dt existe?
0

Dans le cas ol ¢ = 0, on a directement avec By =

R 1 — o0
Sty =co=L0 / Feyde + / Bu(o)f (0

k>1

La formule d’EULER-MCLAURIN au rang p = 0 (question 1.(e)) donne :

/f )dt + )+f()+r1,n /f dt+/f dt+ )+r1n
Donc

R ——+o0
Zf(k) / f(@) ) — T +/ By (t)f(t)dt

k>1
Or pour les mémes raisons qu’en quest1on (a) :

—+o0
M0 et — By(t) /' (t)dt

2 notoo n——+oo

Donc

R n n
> Ik = lim_ (;f(k)— / f(t)dt>

k>1

Et donc si / f(t)dt admet une limite pour n — +o00, alors :
0

Zf k) converge et Zf Z (k) + /_}OO f()dt

E>1 E>1
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