MPSI 3 - Fermat Le 06.03.25
2024-2025

Devoir a la maison n°4
CORRECTION

Exercice - Développement limité

1. On sait qu’au voisinage de 0O :
_ 1.2 1.3, 1.4, 1 5 1.6 17 7
I61+m+§m + 577 + 577" + 1557° + w55 0° + g’ +o(xh) et

o | _ g4 lg2 1.3 1.4 1.5, 1.6 _ _1 .7 7
Sl-a4 527 — 527+ 9777 — 13077 + @~ om0 +o(z)

-z _ 2, 1.4, 1 6 7 —x _ 1.3, 1,5, 1 .7 7
Donc e* +e $62—|—x + 157" + 550" +o(z”) et e” —e $62x+§x + 557° + sEa2” +o(x”).

Pour le dénominateur, on met la partie principale en facteur :
e’ —eT" =2 (14 322 + 5 + sa52° + 0(29)),

coth(z) = 2175 (2+x + St 4 55520 + (2

) (11
24 2?4 5at + 5520 +0(2%) (1 - g2 + (— 35 + 35) @ + (—
) (1-3

211(
2170 (2+ 2% + 352 + 5552° + 0(2%) 527 + 502" — igga’ + o(a?))
~ o 2+ (1= 3)2% + (55 — 5+ 190)2" + (—7850 + 360 — 72 + 360) 2° +0(2%))
1 1 1 2
th(z) = — N =
coth(z) = 4 3o — o’ + gea’ + ofa”)

2. Par intégration du DL de z +— 1+z’“ en 0, on a:

arctan(z )Hx—gx + 25 + o(a®) et sin?x—%x?’—i—%ﬁ—ﬁ—o(ﬁ).

, arctanz 1 — 3% + tat 4 o(2?)
En factorisant par x : - =
sinz 01— 6;52 + 1—20m4 + o(z4)’
On applique les propriétés du logarithme :

In(1— 32+ f2* + o(z?)) — In(1 — $22 + 352t + o(a?))

el =l =l

1 3 44
—630 + 552" +o(x

. 2
Puis cosz =1 — %~ + o(2?), donc
0

1 3 1 1 1
f(z) = —6.’172 + 2—0374 + o(z*) + 6902 - EmA +o(z*) = 1—5304 + o(z*)
L 4
(1’) I:O T5
3. En +o0, arctan(z) — 7. arctan(z)— % = arg(l+iz)—arg(i) = arg H‘% arg(z—i) = arctan =
Donc warctanz — 275 e (= —3=3 +o(%)) T -1+ 35+ o().
In(£H) =In(1+ 1) = 1 L to(d).

Puis e™* — 0, pour z — +o0.

Et finalement, comme pour tout o > 0, 2% ™* — 0 (z — 00) In (ZH) x exp(—z) = o(:%)
Donc 1 1
™
g(@) = 5o =1+ o5 +o(—)

I
Cy admet pour asymptote A, d’équation y = 5%~ 1. C4 est au-dessus de A

[—g:c + 5% = 5[50 4 o(@) — [5o" + ga] + 3[—52%)" + o(a)
")

1

1

5040 T 360 216

2 3
%37 + 1205” + 50405”6] + [%CEQ + ﬁxﬂ - [éxﬂ + 0(556))

) b + o(xG))



Probléme - Approximation uniforme par des polynémes

1. Quelques calculs préliminaires.
Dans cette partie  est un nombre réel et n est un entier naturel, n > 1.

(a) On applique la formule du binéme de Newton :

n

S

k=0

(b) Notons que pour 1 < k < n,

k(Z) - k!(:!k o (k- 1)!((2(”_1)1)! k-1 ”(Z_D

Puis, on applique le bindme de Newton (la somme commence & 1, sinon on multiplie par 0) :

n ‘ 2 -1\ .
> kz@ 1) F =na Y (Z - 1)xk—1<1 — )" DD = (e 4 (1—2))" " = na
k=0 k=1

(¢) Méme idée : pour 2 < k < n,

n\ nlk(k—1) n(n —1)(n — 2)! B n—2
k(k—1) (k) R ) e 1)(k—2>

Puis, on applique le binéme de Newton (la somme commengant & 2, sinon on multiplie par
0) :

- _ n 21— F = n(n—1)a2 ~ (n—2 2E2(1 ) (== (k=2) — i 1)02 (s )2
;)k(k 1)@ (1-2) (n—1) ;(k_2> (1-2) (n—1)2(x+(1-2))

n

k(k — 1) (Z) 2P (1 — 2)" % = n(n — 1)a

k=0

(d) On exploite la décomposition en combinaison linéaire :

- E\? (n k n—k - 2 k K\ (1w n—k
Z(a:n> <k>z (1-x) Z<x 2nx+712) <k)x (1—2)
k=0 k=0

On exploite aussi le fait que k% = k(k — 1) + k, et donc

zn: (x - :)2 (Z) Zh(1— 2"k = g2 ; (Z) 2F (1 —2)"* + (—ix + n12> k_o (Z) kak (1 — z)n*

k=0
n

+ % 3 (Z)k(k — Dak(1 -zt

k=0
2 2
:x272x2+lx+n_1x2: —n+n-—1)z tr_r—x
n n n n

= k\? (n i et x(l—2z)
(x_n> (k)x (1-2) n
k=0
2. Etude de S(z).

Soit n € N* et € [0,1]. Le but de cette sous-partie est de majorer la somme

k
S(x) = g z - (Z)xk(l —z)nk
k=0
(a) Majoration de S(x) : premiere méthode.
1
i. Comme k € Sy, on a la majoration |x — k‘ < —, donc
n n
Sy (z) = E T — kL gF(1—z)"F < E L zF(1—z)"F = 1 " a*(1—z)nF
v n| \k S Lo m\k vn k
kev keV kev




En ajoutant des termes positifs :

¢é;() 1 —a)" kézkixz)ﬁﬂ—mﬁk’;#x+u—x»nzvz

Par transitivité : |V 2 € [0,1], Sy (z) < —=

=k At

1 1

i. ke W «—

d’apres la question 1.(d). Et ainsi

z(1—x)
Vn
iii. Soit f: x> x(1 —x) =z — 22, les variations de f sont classiques (polynome) :

— [ est croissante de | — o0, 1] sur ] — 00, ]

— [ est décroissante de [§,+oo[ sur [}, +00]

Comme f(0) = f(1) =0, pour tout z € [0,1], 0 < f(z) <
Donc

Vzel0,1], Sw(z)

N

S(x) = Sv(x)+ Sw(x) < in 4o =2

(b) Majoration de S(z) : seconde méthode (Cauchy-Schwartz). On rappelle que pour tout
(a07a1, - an), (bo, C bn) S R""_l,

k
T — =
n

En prenant ay =

On trouve :

\/<Z> 2P (1 — )" % et by, = \/<Z) oF(1—z) "
(

n 2 n n n 2
2 <Zakbk> <SR- <x_ ’f)
k=0 k=0 k=0 "

k=0 k=0
1-
St < =)y
n
1
On exploite un encadrement vu plus haut : pour tout = € [0,1], 0 < z(1 — z) < 7
1
D S(x)]?2 < —:
one [S()? < -

S(z) < —=

3. Application & ’approximation uniforme.
Dans cette partie, on note C 'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R.
Pour f € C et n € N*, on définit le n-iéme polynéme de Bernstein de f, notée B,,(f) en posant

pour tout z € [0,1],
) (e
k=0

Le but de cette partie est d’étudier sup,¢(o 17 [Bn(f)(z) — f(x)| lorsque f est un élément de C
vérifiant une hypothése additionnelle.
Notons ’équivalence suivante (qui explique pourquoi on parle de majoration uniforme) :

(Vze0,1],[f(z)] < M) <= sup [f(z)| <M

z€[0,1]



1
(a) Dans ce cas, f(£) = sz = —(k(k — 1) + k), le calcul a été réalisé explicitement :
n

B.(f)(z) = %(n(n —1)a? +nx) = 2% + %(w —2?%)

1 1
sup |Bn(f)(z) — f(x)|=— x sup |z(l—2x)|=—
S B~ S = 5 swp fofl -] =

d’apres quelques calculs faits plus tot.

(b) Soit f € C, comme pour tout z, f(z) = f(r) x 1 = Zf(a:) (Z) zF (1 — )"k,
k=0
on a pour tout x € [0, 1], par linéarité de la sommation :

Bu(f)@)— fx) =3 (f (fj) - f(x)> (Z) (1 )k

k=0

(¢) 1. Supposons que f soit d-lipschitzienne, donc
V2" €[0,1],[f(z) — f(z')] < O]z — 2|

Donc, par inégalité triangulaire pour commencer, pour tout x € [0, 1] :

|Bn(f)(x) = f(2)| < é f (i) — f(z) (Z)ka(l —z) Tk = kznjzo f (fl) — f(z) (ka(l )k
5;:_0 S —z (Z) 2 (1 — 2)" % = 65(x)

En prenant la borne supérieure (avec la réponse de la question 2.(b)) :

si f est d-lipschitzienne, alors sup,c( 1) [Bn(f) (%) — f(2)] < pour tout entier n > 1.

9
2y/n

ii. On suppose que f est de classe C! sur [0, 1], alors f’ est continue sur [0, 1],
et donc, d’apres la théoreme de Weierstrass, il existe ¢ tel que V x € [0,1], f/'(z) < c.
Puis, on applique 'inégalité des accroissements finis et donc f est c-lipschitzienne.
Et d’apres la question précédente :

Cc

NG

pour tout n € N, sup,.¢ (o) |Bn(f)(2) — f(2)] <

iii. Supposons maintenant que f est continue, de classe C' par morceaux,
Alors il existe 0 = (g = 0,21, 2, ..., T, = 1) tel que pour tout ¢ € Ny,
® fljws 1,2, SOit de classe cl,
® flei_1,e;] @dmet un C'-prolongement par continuité sur [z;_1,x;], notée f;.
On peut alors appliquer le résultat précédent & chaque f; (de classe C! sur un segment).

Bn(f)(@) = fi(x)] < T

Il existe donc, pour i € Ni,, ¢; tel que : V.n € N*, sup, iz, | 4,

Et comme pour tout z €]z;_1,2;[, fi(z) = fijz, 1 .2:((x) = f(x), on a donc

=max(c;)

~=~

C; C
Vi€NyVneN, sup [ Ba(f)(2) = f(2)| < —= <
T€|Ti_1,x| \/ﬁ \/ﬁ

Puis comme f est continue sur [0, 1], on peut considérer également x = x; :

sup |Bn(f)(x) = f(z)| <
z€[0,1]

Sl




iv. Considérons une fonction f : [0,1] — R suffisamment réguliére (au moins dérivable). Soit
n € N. Pour tout z € [0,1]

B, f (k> (Z) (ka* (1 — )" % — (n— k)a* (1 — )" 1)

A1) = .
;f () (D)oo et

= ! <fl> <Z> kah1 (1 — 2k -

-
:HM:
o

k=
=0 si k=0 L =0 si k=n
- 1\ . el (b_]) E\ (n—1 1
_ an( >< 1)$k 1(1_1,) 1—(k 1)_an(n> < ) )xk(l—:c) 1—k
k=1 k=0
k()= gttmr=n(2"1) (=) ()= =n("% ")
n—1 n—1
_ h+1Y\ (n— h n-1—h h\ (n—=1\ 4 n—1—h
= an(n)( b )x (1—-2) onf - b (1 —x)
h=0 h=0
h=k—1ek=h+1 h=k

SR (e

Puisque pour tout k € [0,n — 1], f est continue sur [£, i] dérivable sur | &, AL
d’apres 1’égalité des accroissements finis, il existe ¢ E]%

L[ tel que

n

PP s (5) = e < (-5

Donc n (f (B2) — £ (£)) = £/(tk). Et B,(f)(x) est presqu’égale & B,_1(f")().
Pour peu que f soit de classe C? (ou C? par morceaux - en exercice), f’ est §’-lipschitzienne :

Va,yel01], [f(x) - ful <z -y

Et donc, par inégalité triangulaire :

1B, (N)(x) = f'(@)| < [B,(/)(@) = Boa(f) (@) + | Bn1(f) () — f'(2)]

c/

D’apres la questions précédentes : 3 ¢’ tel que V « € [0,1], |Bp—1(f")(2)—f'(z)] < -
n—
De plus :

n—1 n—1
B (f)(@) = Baa(f)(@)] = > |f'(te) — (@)l e (1—a)" R <8y [t — Pt
> rw=ri (") S el (" )s

Or ty, €]E B[ comme £ €]k Al
(eneﬁet.ngﬁ@n 1<net%g%ﬁkngkn—i—n—k—l@kgn—l).
Donc
|t —x|—t—i+ i —ac<t—L i -z <kﬁ+1—E i —x—l i -
F N R D RS ) Py S n |n—1 n |n-—1
Et finalement (par linéarité) :
n—1
1 n—1 o 8
B’ gt §5/ - kl_ n717k+Bn, / ! <4
(P~ /@) (n;( G s B - ) ) < D2

En additionnant, on a donc

3C >0tel que sup |B,(f)(z)— f'(z)| <
z€[0,1]

S0

(d) Soit f:[0,1] = R, continue, C! par morceaux.

Soit 7 > 0; avec les mémes notations, on considere ¢ = max;ey,, (sup f;) puis N = L(%)Qj +1.
Puis P = By (f), on a alors

Vrel01], [P(z)— f(z)]

N

=

N
-




(e) Soit f : [a,b] — R de classe C!.
On va appliquer la transformation affine :

Tr—a

=(1-tha+th=a+tlb—a)<=t= —

qui permet de passer de [a,b] a [0, 1] et réciproquement.
Soient f:[0,1] = R, t — f(a+ (b — a)t), de classe C! sur [0, 1],

puis pour tout n € N : By ( tHZ() < > th(1 — )k,

Alors d’apres la question précédente : B B
pour tout 7 >0, 3 N € Ntel que Vn > N,V t € [0,1], | f(t) — Bu(f)(t)] <
On a donc pour tout = € [a,b] et n > N,

7)o (=)
Orf(xa)f(z) et pour tout n € N et « € [a,b] :
§<Z>f<a+(b_a)z> <§:2)’“ (Z:Z)n_k
— ( <>f<a+ ba:z>($a)k(bx)”k

Sy
3
oy
-
N~—
/N
b
|
ol
N~
I

3

Avec B(f) : [a, b]

ve>03NeNte1quevn NV z€la,b], |f(z)—B(f)(z)] <e

<k> < a)ii) (x — a)k (b— l‘)"_k polynomiale :




