DIFFERENTS RESULTATS D’ARITHMETIQUE

DM MPSI3 2024-2025 LYCEE PIERRE DE FERMAT
CORRECTION

Préliminaires

Le crible d’Erathosheéne donne un algorithme qui permet de savoir si un entier est premier ou non. Il est par suite
possible d’indexer la suite des nombres premiers p;, ¢ = 1,2... :

P1=2,p2=3,p3=5...
Dans tous le probleme la lettre p est réservée aux nombre premiers. Etant donné u réel z, sa partie entiere (inférieure)

|| est Ventier n qui vérifie la double inégalité suivante :

lzg] =n<z<n+1

PREMIERE PARTIE

Le but de cette partie est de démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée et d’étudier la nature de la
série de terme général (i> .
Pi J jen+

(1) La suite des nombres premiers est illimitée.
On garde les notations de ’énoncé. On fixe n € N. Pour tout ¢ € N,,,
n

Hpi = 0[p;], donc @ = 1[p;] et donc p; ne divise pas Q.

i=1
Si l'ensemble des nombres premiers était limité, donc fini, le nombre n = card(P) existerait et on aurait un
nombre @ sans facteurs premiers. Contradiction !

’ Donc la suite des nombres premiers est illimitée. ‘

Dans toute la suite n est un entier supérieur ou égal a 2 et s est un réel donné strictement positif.
(2) Sommabilité (somme multiple de termes positifs)
(a) On peut montrer que la suite (S,,) est croissante (somme de termes positifs, et majorée grace aux suites
géométriques), mais nous allons directement employer les suites géométriques.

Soit m € N, la suite (sg) := ((ni)k) est géométrique de raison # # 1, puisque n > 2, donc n # 1.

On a donc -
1)
Sm'_k;nks_ T

Or la suite ((ni)erl) est une suite géométrique de raison ni € [0, 1] donc convergente vers 0.

m
Par addition, puis division par une constante,

1

1-0 1\
la suite (Sp,) est convergente et lim Sy, = T = (1 - ) .

ns

=1 1\ "
On notera cette limite : Z — = (1 — )
n S nS
k=0
(b) Soient a et b deux entiers, différents I'in de lautre, tous les deux supérieurs ou égaux & 2 (a # b, a > 2,

b>2).

On note pour tout 4,j € N, u; ; =

prrrers On note N¢, 'ensemble des parties de N finis.
(i) Soient K une partie finie de N? (K C N?) On suppose que K est non vide.
{ie N|3jeN,(ij) € K} est un sous-ensemble fini non vide de N. Il admet un maximum,
notons le ix. Nécessairement, pour tout i > ix, pour tout j € N, (4,5) ¢ K.
{jeN|3JieN,(:7) € K} est un sous-ensemble fini non vide de N. Il admet un maximum,
1
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notons le jx. Nécessairement, pour tout j > jg, pour tout i € N, (i,7) ¢ K.
Et ainsi : K C [0,ix] % [0, jx]. Notons H = [0,ix] x [0,7x] \ K.

Comme les nombres u; ; sont positifs :

Z Zui,j< Z Us 5 + Z Ui = Z Z Ui

(i.j)eK jeJ (i,4)eK (GieH I i€[0,ix] j€[0,ik]
>

Or en exploitant la sommation par paquets :

1K1 IK 7 1 1
Ui, j = ais bis | ais b]s o 1_i 11
i€[0,ix] 7€[0,5x] i=0 \ j=0 i=0 a® bs

Enfin, comme a(ii(“ <l,etl-— % > 0 (de méme pour b), par transitivité :

-1 -1
> Sus o —r=(5) (15)

(i,5)eK jeJ - — 1-——

1
(ii) Soit € > 0. Notons ¢’ = <1 - > (1 - >
aé
. 1
Comme lim (1 — M) (1 ~ n+1)>

Il existe NV € N tel que pour tout n > ﬁ) (1- leﬂ)) >1—€.
Avec les mémes calculs qu’a la question precedente

ol 1\ 1\ " 1 1
Y % = (Sw) (S) = (05) () < () (e

i€[o,N] je[0,N] i=0

£ T () () e (-2 8

i€[0,N] j€[0,N]

tous les produits ont des facteurs positifs et en exploitant la définition de €.
Par exemple, en prenant K = [0, N|?,

1\ L 1\ L
AinsiVe>O,3K€N?telque Z ui’j>(1as> <1b5> — €.

(i,J)eK

(iii) D’apres (i), 'ensemble Z u; 5, K € N?c est majoré et est non vide, donc il admet une borne

(i,)eK
supérieure.

-1 -1
1 1

Et (1 - S) (1 — bs> est un majorant (¢), il est dans ladhérence (i7), c’est donc la borne
a

supérieure de ’ensemble.

1\ 1\ "
E u; 5, K € N? admet une borne supérieure E Ui j = <1 — s> (1 — IP)
(i,j)EK (i,j)€N? a

(3) Ensemble M,.

Soient p1, p2,. .. P, les n premiers nombres premiers. M, est ’ensemble des réels obtenus en considérant tous

les produits des réels (p1)®, (p2)®...(pn)® élevés & des exposants (o )1<i<n, entiers positifs ou nuls :
M,={meR | m=(p1)**" X (p2)**2 x -+ X (pp)**",; € N}

(a) Notons déja, que par définition de M,, (en tant qu’image de I’application ), 2 est surjective.

Si Qar, a9, ) = Qe o, - ,ak), alors (p1)* (p2)%2 X -+ X (pn)**" = (p1)®*1(p2)®®2 X -+

(Pn)>n.

Et par unicité de I'écriture en produit de nombres premiers, pour tout i € N,,, sa; = so}, donc oy = «.

’L’application QN = M, (a1,02,  ,an) = (p1)%* X (p2)5*2 X -+ X (pn)%*" est injective.‘

(b) On peut énumérer récursivement et de maniere croissante les termes de la suite M,.
e On commence par my; = 1 = (0,0,...0)
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e les nombres mq,msy...my étant obtenus (de manieére croissante dans M,,), on définit mr4q1 =
min M, \ {m1,ma,...,my}.
L’ensemble M, infini, n’est jamais épuisé.
On peut aussi tenter de trouver I’énumération croissante en faisant un tableau qui garde en mémoire, les
derniers («;) en mémoire puisqu’il ne peut y avoir de saut. C’est comme une gestion de bordure.
Nécessairement, le nombre my, = Q(a¥, ..., ak) suit un my, (h < k), ol = of sauf pour un hon of = aF 1.
(A noter qu’il y a plusieurs tel my,).
On garde donc en mémoire seulement les (au plus n) éléments maximaux (o, ...a”), pour h < k—1.
Puis comparer les (au plus n? : n nombres pour chacun des n éléments maximaux) nombres :
Qo al),. .. Q... alt!) pour connaitre le suivant (le plus petit de ces n? nombres).
On a ainsi un procédé constructif de recherche de minimum, & partir d’un ensemble fini, a chaque étape.

’ Il est possible d’indexer les réels m de M, dans ’ordre croissant. ‘

On considére s = 1 (mais en fait, cela ne change rien dans le relation d’ordre car t — ¢° est croissante.).
Si n = 2, il faut donc considérer p; = 2 et po = 3. Puis on classe les nombres 2*13%2.

2030 < 2130 < 2031 < 9230 < 2131 2330 < 2032 < 9231 < 9430 < 9132 < 233! < 2033 <
D R R R o Ve R Ve e R Vo d
=1 =2 =3 =4 =6 =8 =9 =12 =16 =18 =24 =27
Sin = 3, il faut donc considérer p; = 2, po = 3 et p3 = 5. Puis on classe les nombres 2¥13%25%3,

213050 « 913050 903150 923050 903051 - 913150 933050 903250 913051 923150 - 903151 - 943050
N—— N—— N—— N—— N—— N—— N—— N—— N—— N—— N—— N——
=1 =2 =3 =4 =5 =6 =8 =9 =10 =12 =15 =16

T
Il est admis que la suite (Z ) est convergente. Sa somme est noté par Z m~L.
reN*

— My
i=1 meM,
Comme le laisse présager la question précédente (généralisée de 2 & n), on admet le résultat suivant :

S I((E

meM,
(c) Soit f,, la fonction définie sur la demi-droite ouverte |0, +-o0o[ par la relation suivante :
n 1 -1
e =T(1-)
i=1 pi
Soit IV, le rang du plus grand nombre premier inférieur an : py < n < pyy1 ouencore N = max{i | p; < n}
-1
1 1
On sait que 1—— = —.
awl[(1-5) = % o
=1 z meMn
Or pour tout k£ < n, k se décompose en un unique produit de nombre premier k = H pv‘” (k)

=1

1.7131 (k) )

N
Mais pour tout ¢ > N + 1, p; >>n > k, donc vy, (k) = 0 et donc k = Hp
i=1

N
. N . (k
En élevant a la puissance s : k% = prv“( Ve M,,.

i=1
Notons J,, = {k* € R,k € [1,n]} C My et K,, = My \ J,. Donc

Sheyioyloytos Aoq(-t)

m ; p
meJ, meMn meK, meMy i=1 v
——
>0
n N —1

1 < 1 1

S g2

k=1 =1 ?

Puis avec s = 1, on trouve :

k=1

Le terme de gauche diverge vers +oo, si la suite des nombres premiers était limitée, la somme de gauche
serait fini. Absurde.

La suite des entiers premiers est illimitée. ‘
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1 1
(d) Pour s < 1, pour tout k € N*, k* < k et donc Z < =L ainsi
n 1 —1 Pn 1 Pn 1
fn(x)—H(l—s) > L3 o)
i=1 pi k=1 k=1

car p, est le plus grand nombre premier inférieur ou égal a p,,.

Et donc par minoration, si s €]0,1], fn(x) 7, oo
n—-+0oo

Il est admis qu’a tout réel x supérieur ou égal a 2, peut étre associé un entier N tel que : py < & < pN41-
(e) L’inégalité de gauche est déja démontré (en (c)). On rappelle que py < n < pyi1
On applique la méme méthode que la question (c), en cherchant un ensemble Ly contenant My .

N -1
1 1
Tout d’abord, on se souvient que H (1 - S) < Z —.
i=1 D; meMn m

Puis, on consideére My = {k G N|k® e MN} = v/Mpy. C’est bien un ensemble d’entiers.
Par bijection de /-
ar bijection de /- : Z Z ks

WLGMN keM},
Enfin, en considérant H € N, My N [1,H] C [0, H]

H
1 1
et donc par positivité des termes : g T S E T
keM,N[0,H] k=1
1 X1
Et en faisant tendre H vers +oo (on sait que les suites/séries sont convergentes) : — < E =]
keMpy k=1
n N —1 “+00
1 1 1
Vs>1, ks<H<1p$) <5
k=1 i=1 i k=1

Par théoreme d’encadrement :

N 1\ !
Pours > 1, fn(s) = H <1 - §>

Dans l’énoncé original, on démontrait également que

¢:l,+o[= R,s— lim fy(s st

N —4o00

est de classe C'. ..

DEUXIEME PARTIE

Le but de cette partie est d’établir une majoration du produit des nombres entiers premiers inférieurs ou égaux a un
entier donné n et d’encadrer le plus petit commun multiple de tous les entiers inférieurs ou égaux a cet entier n.
Soit toujours 7 un entier supérieur ou égal a 2 (n > 2), N le rang du plus grand nombre premier inférieur ou égal a n

(pny € n < pn41). Soit P, le produit des nombres premiers inférieurs ou égaux a n (P, = le)

(1) Majoration du produit P, des nombres premiers majorés par un entier n.
(a) On a le tableau suivant :

nl213] 4] 5
N|1]2] 2] 3
ov| 23] 3] 5
P26 6 | 30
47 |16 | 64 | 256 | 1024

(b) Supposons que n + 1 n’est pas premier.
On sait que py < n < pyy1, et comme n < n+1 et n+1 n’est pas premier, de méme : py < n+1 < pyy1.

’si I'entier n + 1 n’est pas premier, alors P, = P, < 4™ implique 'inégalité P, < 4"t
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c) L’entier n + 1 est premier dans cet alinéa.
p
(i) Ici, n = 2, donc n + 1 > 3. Par ailleurs, il s’agit d’'un nombre premier donc n + 1 est impair.
Donc n est un nombre pair.

’HexistemENtelquen—&—l:2m+1.‘

n+1
(ii) Soit p un nombre premier compris entre m + 2 et n + 1. Donc p divise H h. Or
h=m+2
2 1 2 1 1
m! me =m)! me =m]! nt =(m+2)---(n+1)
m m+1 m+1

2m+1

")

Or p est un nombre premier entre m + 2 et n+ 1, donc aucun des nombres h de {1,2---m} divise p,
donc pour tout h € N,,,, pAh =1 et donc p Am! =1 (Corollaire de Gauss).

Et donc d’apres le lemme de Gauss :

p divise donc m! x (

2 1
pourtoutp6Pﬁ[[m+2,n+l]],pdivise(m+ )
m

(ili) Un corollaire du lemme de Gauss indique que si pour tout 4,5 € I, b; Abj =1 et b;|c, alors H bilc.
iel
Nous appliquons ce corollaire & tous les nombres premiers de P N [m + 2,n + 1].

Lo . . . 2m+1
Etant premiers, ils sont premiers entre eux et par ailleurs, chacun divise ( ), donc
m

II p‘(?ﬂ;jl) done II ng (2ﬂ;j1>

peEPN[m+2,n+1] pEPN[m+2,n+1]

Majorons ce dernier terme, sans trop d’effort.
On sait que 2m + 1 =n+ 1, puis

n+1
+1 n+1 n+1 n+1 2m +1
Y > 2
Z( k m * m+1 * Z m+1 m
—— ——

k=0 k#m,m+1
>O (2m+1):(2mr11)
2m + 1 1
Ainsi : ( met ) < 522’”""1 =4™. Puis,
m
Poii= H p=Pui1 % H P < Prgq x 4™ AL s g = g2mFl — gyt

pePN[1,n+1] pEPN[m+2,n+1]

’Donc si Py < 4™ alors P, g < 4nHL.

(d) Il s’agit de faire une récurrence.
Notons, pour tout n € Ny et n > 2, H,, : “ P, <4".”
o P, < 42, donc Hs est vraie.
o P; < 43, donc Hs est vraie.
e Soit n € N et n > 3. Supposons que pour tout k < n, Hy est vraie.
si n + 1 n’est pas premier, alors comme P, < 4" (H,,) ; d’apres (b) : P,yq < 4™F!
si n + 1 est premier, alors comme Py, 11 < 4™ (H,,41) 5 d’apres (c) : Ppyq < 4L
Notons qu’ici, on a bien n+ 1 > 5 et donc m > 2 (c’est pourquoi on démontre H3z & part).
Donc H,41 est vraie.

Pour tout entier n > 2, P, = H;Di <4

Soit d,, le plus petit commun multiple de tous les entiers 1, 2, 3,..., n

Inn
K3

i=1 Inpi
c’est le plus petit des multiples de 1, 2...n.
e T est un multiple de 1, 2,...n.
Soit k € N,,. k se décompose un unique produit de nombres premiers, le plus grand pg vérifie pgr < k < pgy1.

ypi(k)

N
(2) Notons T = Hp‘?” avec o; = { J . On va montrer que T = d,,, donc que T est le PPCM, en montrant que

N
Et comme k < n, nécessairement K < N. Ainsi k = Hp
i=1
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Puis pour tout i € Ny, p;) < k < n, donc vy, (k) Inp;, < lnn.
Inn
Et donc, pour tout i € Ny, vp, (k) < o Et comme il s’agit d’un nombre entier : v, (k) < «.
np;
N ’L
En passant au produit sur i, k = Hp1 \ Hpa’ =

=1
Donc T est bien un multiple de tous les entlers de 2 & n. Autrement écrit : d,|T

e Montrons que c’est le plus petit.

nn .
Fixons i € Ny. On sait que a; < p’ donc pi" < n

np;

Donc p;* est un facteur des nombres 1, 2,...n. Et donc p;"|d,,.

Donc puisque tous les (p;l’) sont premiers entre eux : T = H p?-’ d,
j=1

. Inn
d, = Hp;’” avec pny <N <pny1eta; = an‘J
. 7

(3) Une minoration du PPCM day, 1.
Etant donné un entier n supérieur ou égal a 2 (n > 2), soit I,, I'intégrale définie par la relation suivante :

1
I, = / 2" (1 —z)"dx
0

On retrouve une étude déja faite en partie IV du DS 4.

(a) Pour tout z € [0,1], z(1—2) =2 — 2% = 1 — (z — 3)? (avec la forme canonique)

1
Donc, comme (z — 1)2 > 0, on a donc pour tout z € [0,1], z(1 — z) < 1 (on aurait pu étudier f).

Puis par croissance de ¢t — t" et de I'intégrale (0 < 1), on a donc :

I )*d d Lo
n_/o 2"(1 —ax)"dz < /—m —}0—47

Ingi
4n

(b) dap+1 est le PPCM des nombres de 1 & 2n + 1.
C’est donc un multiple des nombres den+1=n+k+1 (aveck=0)a2n+1=n+k+1 (avec k =n) -
entre autres.

’De maniere équivalente : da, 11 est divisible par tout entier n + k 4+ 1 (pour 0 < k < n). ‘

an/o (1—x"da:—/0k0() )’“”*kdx—g(?;)%

d2n+1
n+k+1

Notons aj = € N d’apres le résultat précédent, on a donc

doni1ln =Y (:) (-)Fap € Z

k=0

(¢) On a donc dapt11, € Z.
Notons que I,, > 0 car z(1 — x) > 0 sur [0, 1], ainsi dop 111, € N
Plus précisément, x — x(1 — x) est continue sans étre identiquement nulle. Donc I,, # 0.

. 1
Ainsi dop111, > 1, alors dop41 2 I >4 =4"car I, < o

n 4n
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TROISIEME PARTIE

Le but de cette partie est d’étudier les deux fonctions 7 et 6 définies ci-dessous pour en déduire un encadrement a
Pinfini du réel 7(z).

Pour tout réel x supérieur ou égal a 2 (z > 2), m(x) est égal au nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x.

PN ST < PN41 W(x):szl

Pour tout réel x supérieur ou égal a 2 (x > 2), 0(z) est égal a la somme des logarithmes des nombres premiers
inférieurs ou égaux a .

py <z <py41 O(x) =) In(p:)

Plus généralement : étant donnée une suite réelle A = (ay)k>1, soit Ha la fonction définie sur la demi-droite fermée
[1,4o00[ par la relation suivante :

H 4(x) est nulle sur I'intervalle [1,2[, égal pour = > 2, & la somme des termes de la suite A dont les rangs sont inférieurs
ou égaux au rang N du plus grand nombre entier premier inférieur ou égal a x :

0 sil<ar<?2

Hj(z) = .
Al@) Zak si2<x, py <2 <pNt1

(1) Un résultat auxiliaire.
(a) H, est assurément continue sur [0, 2[ puis sur les intervalles de la forme [pg, pr+1[, pour tout k € N*.

Et des que ay, # 0, alors H4 est discontinue en py, puisque Um Ha(pr) — Ha(pr — €) Zaz Z a; = ag.
e—0T

(b) Soit f une fonction réelle, définie et continfiment dérivable (i.e. de classe C!) sur la demi-droite fermée
[2, +00], et une suite réelle A = (a;);>1.
Soit x € [pn, pPn41[-
k
Comme H 4 est constante, égale a Z ay (notée oy, pour la suite) sur tout intervalle de la forme [pg, pr+1],
i=1
on a avec la relation de Chasles (p; = 2) :

. N=1 ,pis z
Hat)f'(dt = > / Ha()f'(t)dt + [ Ha(t)f'(t)dt
2 = N
_le piia i ’ « N N-1
Z / ap f'(t)dt +/ Zahf/ Z oilf pl“ +on [f(t)};v
J<7:—11 Pi h=1 PN p=1 i=1
=Y 0ilf(pir1) = f(p) + on(f(2) = fpn))
16:_11 N-1
= pz-i-l Zazfpz +0Nf( )_UNf(pN)
=1

N
o1 f(i) =Y

K2

= (Uz'—l —0i)f(pi) + on-1f(pn) —o1f(p1) + onf(x) —onf(pN)
; ———

[
MZ'

=1
Y
oif(pi) +onf(x) —onf(pn)

N
—

il

=2 =a;
N-1
= *a1f(p1) - ; az’f(pi) - (CTN - UN—l)f(pN) JrUNf ;az Pz + UN f( )

=an _HA( )

N T
Adnsi, 3 0uf () = Ha(a)(2) - | mawra

(2) Une majoration de la fonction .
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(a) Soit x > 2 et py < = < pn+1, on note n = |z, on a donc py

car In est croissante, en exploitant la majoration P, < 4™ et py

0(z) < zln4

(b) Prenons, selon la demande, a; = Inpy, donc Ha(z) = EN: In(p
N N 1 -
;azf(pz) = ;ln@k)ln o =
— o)~ [ Ha
Or pour tout z > 2, f'(z) = x(l;l‘l’,v)Q et donc :

<n < py+1 (puisque py € N) :

N N
x) = Zln(pi) =In (sz> =InP, <In4"=nln4d <zln4
i=1 i=1

k) = 0(2)

<n<x.

1
et fix— —

Inz

_9(m)+/ 0(x) d$<m1n4+/ zln4 de
2 X 2

Inz (Inx)? Inx

car 6(z) < z1ln4 pour tout x > 2 :

z(Inx)?

Inz > 0 pour majorer le premier terme puis z(Inx)? > 0 et > 2 pour majorer I'intégrale.

Ce qui donne bien apres simplification et factorisation :

dt

N =n(z) < 1n4<1nx+/;(mt)2>

1 Tode
(¢) On note pour tout = > 2, R(x) = % ></2 D

Et donc pour z > 4 (et donc /z > 2) :

R(z) = % /ﬁ dt +/z dt \ Inz (V" dt  Inz (" dt
o 5 (Int)? yze)2 )z Jy (Int)? z J sz (Int)?
1
Sur [2,/z], t — ThE est décroissante et positive, donc
n
VT VT _
Oglnjx 1 dt < Inx / dzlnx(\f 2)< 1 Inz 0
x Jy (Int)? x(In2)2 x(In2)2 (In2)? \/z s+
1
Sur [z, 7|, t — TDE est décroissante et positive, donc
Ogmi/ lzdtg Inx 2/ dt:41nx(x—2\/§)<i 0
v )z (Int) r(Iny/x)? J & z(Inz) Inx 2—+o00
Ainsi, par théoreme de convergence par encadrement, puis par addition :
1 roodt
avec R(x) = 22 / —=,ona lim R(z)=0.
T 5 (Int)? z—+o00
(d) En reprenant la majoration de la question (b)
(e + o)
m(z) <1In o + lan(x)
Or R(x) — 0. Donc il existe g > 4 tel que V = > xg, R(x) < 1.
xr——+00
Ainsi :
pour tout x > zg, (puisque = > 0) : 7(x) < 2In2 (— + 1—) —4ln2x
na Inz Inx Inx

(3) Un minoration de la fonction 7.

Soit z € R et n = |z, puis N =7(x), donc py <n<ax<n+1<
On peut supposer x > 3, et donc py est impair. Donc il existe m € N tel que py <2m+ 1< n < py41.

Enfin, on rappelle que d,, est le PPCM des entiers compris entre 1 et n.
N

On a vue question IL.(3)(c), que domi1 = 4™ et que dopmi1 = pr’ puisqu’on a bien py < 2m+ 1 < pyy1

=

1

PN+1-
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In(2 1 In(2 1
etoflai:{n(m—i_ )J< n(2m + )

In p; Inp;
N

En composant avec la fonction logarithme (croissante) : Z a;In(p;) =2 2mIn2.
i=1

Comme tout est positif (Inp; > 0...), on a donc :
N

N
In2 1
Nlnz}len(2m+1);nmﬂ;jlnpiBEOziln(pi) >mlnd =2mln2
-3 1
ﬂ(x)zN}anx — 2> —3ln2—
Inz Inx Inx
car 2m + 1 < x < 2m + 3, donc 2m > x — 3.
Ainsi :
Inx 3In2
— In2

—m(z) 2 In2—
x r x—+o0

Inx In2
Par conséquent, & partir d’un certain rang (noté ), 771’(1‘) > - et donc en multipliant par = >0 :

In2
3x1>0telque,vgc>x1:ﬁ(m)}—n x L
2 Inx

En application numérique, on a 4In2 ~ 2,77 et 1“72 =~ 0, 35.

X
Donc on trouve w(x) = Q <l—> C’est en effet cohérents avec le 7 théoreme des nombres premiers” établi par Hadamard
nx

x
et de La Vallée Poussin en 1896, qui affirme que la fonction 7 est équivalente a 'infini a la fonction z +— e
nx

QUATRIEME PARTIE

Soit, dans toute cette partie, un entier n donnée (n > 2). L’anneau #ZZ est I’ensemble quotient de I'anneau Z par
la relation a = b[n]. Classiquement un élément de %7 une classe d’équivalence, est noté @, a étant un représentant de
cette classe. 7
Soit ¢, la fonction qui, a I’entier n, associe le nombre d’éléments inversibles de 7

n

(1) Théoreme d’Euler.
(a) Soit a € Z, on a les équivalences (Bézout) :

a est premiers avec n <= Ju,v € Z tel que ua +vn =1 Identité de Bézout
<= Ju € Z tel que ua = 1[n]
<~ 3JucZtlqueuwa=u-a=1

. . Z
<= @ est inversible dans —
0

Z . . . . .
L’élément @ de 7 est inversible, si et seulement si que a est premier avec n.
n

Faisons un tableau de valeurs :

n 2|1 3 4 5 6 7
p(n) 1] 2 2 4 2 6
Inversibles |1 1,2 1,3 1,2,3,4|1,5|1,2,3,4,5,6

(b) C’est un résultat du cours (officiellement au programme).
Visiblement, on attend une démonstration ici. Je vous renvoie a celui-ci. . .

Z
Les inversibles de 7 forment bien un groupe, son cardinal est simplement ¢(n).
n

Peut-étre faut-il préciser la valeur de ¢(n).

e Notons que p(1) = 1.

e Sin = p%, ol p est un nombre premier.

Comme p est un nombre premier, pour tout m € Z, on a m A p® # 1 si et seulement si p|m.
Ainsi sur [1,n] = [1,p%], les nombres non premier avec n sont : p, 2p, 3p...p* 1p.

Il y a donc p®~! nombres non premiers avec p® parmi les p® nombres de 1 & n.

Dans ce cas p(n) = o(p®) = p® — p®~! = p® (1 - %)

e  est multiplicative, i.e. elle vérifie si a Ab =1, p(a x b) = p(a) x @(b).
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Je renvoie au DS 5 2018-2019 - Question A.3.(b).
Une autre option : montrer que I'application

Z Z

N N —mn
mnZ. mZ =~ nZ’

——m —n . . ,
a™ — (a%n ,a%m ) est un isomorphime d’anneaux.

Z \" Z\" Z\"
En particulier les groupes des inversibles | —— | est isomorphea | — | X | — ] .
mnZ m nZ,

Ils ont le méme cardinal : ¢(mn) = p(m) x @(n).
(Vu la question IV.(2)(a) demandée plus loin, je pense qu’on n’attend vraiment pas de démonstration ici).
On a alors (pour P,, est 'ensemble des nombres premiers divisant strictement n) :

n= T " = g =n J] 2

PEPR PEPR pi

(¢) Nouvelle démonstration du petit théoréme de Fermat, adapté directement ici. . . (cf exercice N°277)
Soit a un entier compris entre 0 et n — 1 (0 < a < n — 1) premier avec n. Donc @ est inversible.

On peut alors définir G =< @ >, le sous-groupe monogene de <Z) , engendré par a.
n

Il contient au moins un élément, puisque a An = 1.

Notons 7 = card(G). D’apres le théoréme de Lagrange : r|card (TLZZ) = ¢(n).
Puis, k — @" ne peut étre surjective de N sur G, puisque G est fini ;
il existe donc k > h > 0 tel que @* = a@", et donc en multipliant par (ah)f1 cahh =1
Donc {¢ € N* | a’ = 1} est non vide (k — h en est un élément) et admet un plus petit élément .
Alorsa®® =1etVke{1,2,...0} =N, a" #1.
Nécessairement si k > h € Ny, @* # @", sinon on aurait @~" =T avec 0 < k — h < £y.
Et par conséquent, card{a", k € Ny, } = /.
Et enfin, {@*,k € Ny, } C G (clairement),
Mais l'inclusion réciproque est vraie : si @° € G, alors @* = @?°*" avec k = qly + r DE de k par /.
On a donc @* = (@§)%a" =a" € {a*, k € Ny, }.
Et donc G C {a@*, k € Ny, }.
Par double inclusion : G = {@", k € Ny, } et donc r = cardG = card{a", k € Ny, } = £o.

Par conséquent, o = r|@(n) et ainsi, @?™ = (@°)* =1° =T en notant s x £y = @(n).

’ Si a un entier compris entre 0 et n — 1 et a An = 1, alors a#™) =T. ‘

On notera que si n = p est un nombre premier, alors tous les nombres a de 1 & p — 1 sont premiers avec
p et p(p) = p — 1. On retrouve exactement la formulation du théoréme de Fermat (qui est donc un cas
particulier du théoreme d’Euler).

(d) 251 =246 +5 =41 x 6 + 5, donc A = 251 = 5[6] et ainsi 43! = 5311[6].
Puisque 5 A 6 = 1, on peut appliquer la formule précédente.
Or ¢(6) = 2, donc

A311 = 5311 = 52X155+1 = (52)155 X 5 = 1155 X 5 = 5[6]

’ Le reste de la division de 2513'! par 6 est donc 5. ‘

(2) Principe de cryptographie
Soit n un entier (n > 2) égal au produit de deux nombres premiers p et ¢ : n =1p X g.
(a) p et g sont des nombres premiers.
Les nombres de 1 & pg qui sont premiers avec p sont ceux qui ne sont ni dans pZ, ni dans gZ.
Il s’agit des nombres de [1, pq] \ (pZ U ¢Z).
Notons 4, = pZ N [1,pq]. On a A, = {p,2p,...qp}, donc card(4,) = q.
Notons A, =q¢ZN[1,pq]. On a A, = {q,2¢,...pq}, donc card(A4,) = p.
Remarquons que 4, N A4, = {pq}.
En effet, si a € A, N Ay, alors 3 r € Z tel que a = rp. Or g|a, donc g|rp, mais ¢ A p =1, donc g|r.
Donc a € pgZ, et nécessairement a = pq car par ailleurs : a € [1, pq].
Notons I = {m € [![1,pq] | m A pg = 1}.

card(I) = card(N,,) — card(4, U A;) = pq — [cardA4, + cardA, —card(A,NA,) =pg—p—q+1=(p—1)(¢g—1)
On rappelle qu’on a vu que pour p premier, (p) = p — 1. Et donc
| o(n) = card(I) = (p — 1)(g — 1) = ¢(p) x p(q)|

Soit e un nombre entier premier avec (p — 1)(¢ — 1)




(b)

()

En fait, 'entier e est connu de ’expéditeur, ’entier d du destinataire. L’entier d est tres difficile a
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Toujours avec le théoréme de Bézout : 3 ¢,d € Z tels que ¢(p — 1)(¢ — 1) + de = 1.
On a alors

[exd=1 [(p—1)(g— 1)
Avecn=6,onap=2et g =3, ¢(6) =1 x 2 =2 (mais on le savait déja).
Puis e = 5 est bien premier avec 2, on a alors 1 x 5 = 1[2]. On choisit donc d = 1.
Ensuite, ed = 5. On a vu que si a A6 = 1, > = 1[6]. Ce qui donne le tableau suivant :

a
aed

ol o

NN

Wl ol

DO DO

| Ml

Ql

Car 22 = —2[6], puis 2° = 2[6], 32 = 3[6], 4% = 4[6]
. _ 7
Soit @ € 7 On peut supposer que a € [[O7 n — 1]]

e Ou bien, si a An = 1, alors on a vu plus haut que a¥™ = 1[n].
Puis de 4 cp(n) = 1, donc a = a' = a9te¢() = gde¢(q#(M)e = gd¢ x 1¢ = a® [n]
e Ou bien, si a = 0, alors, pour tout h, a" = 0 = a[n)].
e Ou bien, si a An # 1.
Puisque n = pq (décomposition en nombre premier), a An = p ou ¢ (pas n).
Supposons sans perte de généralité que a = ps, avec s € Z et finalement s A ¢ = 1.
Alors a = 0[p] et donc a®? = 0 = a[p).
Ainsi pla®? — a.

Par ailleurs : a®? = q!=¢(P=D@=1) = g x (a4 1)eP~1) =g x 1[g] car a Ag =1 et p(q) =g — 1.

Ainsi gla®? — a.
Et donc, comme p A ¢ = 1, d’apres un corollaire du lemme de Gauss : pqla®? — a.
Dans tous les cas :

Z
pour tout élément @ de — on a bien la relation a®?

nZ

= a[n].

calculer si la factorisation de Pentier n n’est pas connue (les entiers p et ¢ sont grands).

Chiffrement du message a par 'expéditeur : a — a° ;
Déchiffrement par le destinataire : b(= a®) > b? = a*? = a.
Le message est trouvé.
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