DIFFERENTS RESULTATS D’ARITHMETIQUE
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A FAIRE A DEUX. A RENDRE POUR LE 10 JANVIER

Préliminaires

Ce sujet est tres largement inspiré de I’épreuve du concours Mines-Pont MP 2002 - Seconde épreuve.
Il y était écrit : Il est conseillé aux Candidats de lire le probleme en entier. Les deuxiéme et quatriéme parties peuvent
étre abordées indépendamment des parties précédentes.

Le crible d’Erathoshene donne un algorithme qui permet de savoir si un entier est premier ou non. Il est par suite
possible d’indexer la suite des nombres premiers p;, i =1,2... :

p1:2,p2:37p3:5"'

On note P, 'ensemble des nombres premiers. Comme P est infin (Question I.1.), il est admis qu’a tout réel x supérieur ou
égal & 2, peut étre associé un entier N (x) (simplifié si cela ne crée aucune confusion en V) tel que : py() < T < PN (2)+1-
Dans tous le probleéme la lettre p est réservée aux nombre premiers. Etant donné un réel x, sa partie entiere (inférieure)
|| est entier n qui vérifie la double inégalité suivante :

—

rl=n<z<n+1
n

On pourra étre amené a exploiter la relation E
k=1

> Inn.

El i

PREMIERE PARTIE

Le but de cette partie est de démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée et d’étudier la nature de la

série de terme général (i) .
Pi / jenN+

(1) La suite des nombres premiers est illimitée.
Démontrer que la suite des nombres premiers est illimitée en considérant, par exemple, pour n nombres premiers
P1, P2,. - ., Pn donnés, 'entier Q) & partir de ces n nombres premiers par la relation suivante :

n

Q:p1p2"'pn+1=Hpi+1

=1

Dans toute la suite n est un entier supérieur ou égal a 2 et s est un réel donné strictement positif.

(2) Sommabilité (somme multiple de termes positifs)

—1
1 1
a) Justifier que la suite — est convergente et que sa limite vaut {1 — — .
ks g
n
m

k=0 e
= = 1\ !
On notera cette limite : ;O pvrl On a donc ; i (1 — TLS) :
(b) Soient a et b € N, différents I'un de l'autre, tous les deux supérieurs ou égaux & 2 (a # b, a > 2, b > 2).
1
On note pour tout i,j € N, u; ; = N On note N3, I'ensemble des parties de N? finis.
! 1\' 1\ !
(i) Montrer que pour tout K € N2, Z Ui < (1 — as> (1 — b5> )
(i.4)EK

Indication : on pourra montrer que si K # (), il existe ix et jx tel que K C [0,ix] X [0, jx]-

-1 ~1
1 1
(ii) Montrer que : Ve > 0,3 K € Nfc tel que E U5 > (1 — s) (1 — bs) —€
(i)eK ¢
1
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iii) En déduire que wi ;i KX © N2} admet une borne supérieure notée u; i, et on dit que
J f J
(IS¢ (i,7)EN?
la famille (u;;)(i,j)en a termes positifs est sommable.

Que vaut Z Usj !
(4,5)€N?
(3) Ensemble M,
Soient pi, pa,...p, les n premiers nombres premiers. M, est I’ensemble des réels obtenus en considérant tous
les produits des réels (p1)®, (p2)°. .. (pn)® élevés a des exposants (o;)1<ign, entiers positifs ou nuls :

M, ={meR|m=(p1)"™ x (p2)**2 X -+ X (p)**",a; € N}

(a) Démontrer que 'application Q : (a1, a9, -, ) — (p1)°* X (p2)**2 X -+ X (pp)**, de N dans M,, est
injective.

(b) Pourquoi est-il possible d’indexer les réels m de M,, dans l'ordre croissant ? Ainsi, on considere ’application
i — m,, strictement croissante de N* dans M,,.
Exemple : écrire la suite des 12 premiers termes de la suite (m;);en+ lorsque le réel s est égal & 1 et Uentier
n a 2 puis a 3.

T
1
Il est admis que la suite (Z ) est convergente. Sa somme est noté par Z m~L.
; m;
i=1 reN* meM,,
Comme le laisse présager la question précédente (généralisée de 2 & n), on admet le résultat suivant :

1 +oo 1 n 1 -1
| ()
meM,, i=1 i=1 L

(c) Soit f,, la fonction définie sur la demi-droite ouverte |0, +o0o[ par la relation suivante :

fuls) = [[1 (1 - plf)_l

Soit N, le rang du plus grand nombre premier inférieur an : py < n < py41 ouencore N = max{i | p; < n}
Démontrer 'inégalité suivante :

n N —1
1 1
S <l (t-)
k=1 ke i=1 P
Retrouver, en donnant une valeur particuliere au réel s, le résultat : la suite des entiers premiers est
illimitée
(d) Déterminer, en supposant le réel s inférieur ou égal a 1 (0 < s < 1), la limite, lorsque l’entier n tend vers
I'infini de Pexpression f,(s).
(e) Etablir lorsque le réel s est strictement supérieur & 1 (s > 1), 'encadrement ci-dessous :
n N — +00
1 1 1
Se<ll(-5) <X
k=1 i=1 @ k=1

En déduire, pours > 1, la limite de 'expression f,(s) lorsque I’entier n tend vers I'infini.

DEUXIEME PARTIE

Le but de cette partie est d’établir une majoration du produit des nombres entiers premiers inférieurs ou égaux a un
entier donné n et d’encadrer le plus petit commun multiple de tous les entiers inférieurs ou égaux a cet entier n.

Soit toujours n un entier supérieur ou égal a 2 (n > 2), N le rang du plus grand nombre premier inférieur ou égal a n
N

(pny <n < pyy1). Soit P, le produit des nombres premiers inférieurs ou égaux a n (P, = H Di)-
i=1
(1) Majoration du produit P, des nombres premiers majorés par un entier n.
(a) Construire un tableau donnant pour les valeurs 2, 3, 4 et 5 de l'entier n la valeurs de N, py, P, et 4™.
(b) Vérifier que, si Pentier n + 1 n’est pas premier, I'inégalité P, < 4™ implique I'inégalité P, 1 < 471,
¢) L’entier n + 1 est premier dans cet alinéa.
L’enti 1 est premier d t aliné
(i) Justifier existence d’un entier m tel que : 2m+1=n+1
. . . . . . 2m +1
(11) Démontrer que tout nombre premier p compris entre m + 2 et n + 1 divise le coefficient ( )
m

(iii) Etablir que I'inégalité P, ;1 < 4™*! implique I'inégalité P, ; < 47T}
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(d) En déduire, pour tout entier n > 2, la majoration
N
i=1
Soit d,, le plus petit commun multiple de tous les entiers 1, 2, 3,..., n
(2) Une expression du PPCM d,,.

Démontrer que le PPCM d,, est égal au produit des nombres premiers p; inférieurs ou égaux a Uentier n, élevés
a des puissances «; égales aux parties entiéres du rapport Inn sur Inp;. C’est-a-dire :

N
Inn
d, = i avec <n< et a; =
n il;[lpz PN X PN+1 i I p;

(3) Une minoration du PPCM day 1.
Etant donné un entier n supérieur ou égal a 2 (n > 2), soit I,, I'intégrale définie par la relation suivante :

1
I, = / 2" (1 —z)"dx
0

(a) Démontrer la majoration :
1
In< 4

n

(b) Démontrer que le PPCM da, 11 est divisible par tout entier n + k + 1, lorsque V'entier k varie de 0 & n
(0 <k < n).
En déduire que le produit do,4+1 X I, est un entier en considérant, par exemple, une expression de I,
obtenue par développement de (1 — z)™.

(c) Démontrer, a 1’aide de la majoration de 'intégrale I,, une minoration du PPCM da;, 11

TROISIEME PARTIE

Le but de cette partie est d’étudier les deux fonctions 7w et 6 définies ci-dessous pour en déduire un encadrement a
linfini du réel 7(z).

Pour tout réel x supérieur ou égal a 2 (x > 2), w(z) est égal au nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a z.

N
PN ST < PN+l 7T($)=N=Zl
=1

Pour tout réel x supérieur ou égal & 2 (x > 2), 6(x) est égal a la somme des logarithmes des nombres premiers
inférieurs ou égaux a .

N
py <z <pyi1 O(x) =) In(p)
i=1

Plus généralement : étant donnée une suite réelle A = (ay)x>1, soit Ha la fonction définie sur la demi-droite fermée
[1, +o0] par la relation suivante :
H 4(x) est nulle sur lintervalle [1,2[, égal pour x > 2, a la somme des termes de la suite A dont les rangs sont inférieurs
ou égaux au rang N du plus grand nombre entier premier inférieur ou égal a x :

0 sil<e<2

Ha(z) ={ +
AV Zak si2<x,py <T<PNt1
k=1

(1) Un résultat auxiliaire.
(a) Préciser, pour une suite A = (a;);>1 donnée, sur quels intervalles la fonction H4 est continue.
Quels sont ses points de discontinuité ? Préciser en ces points x la valeurs de lim+ Ha(z) — Ha(z —€).
e—0

(b) Soit f une fonction réelle, définie et contintiment dérivable (i.e. de classe C') sur la demi-droite fermée
[2, +00], et une suite réelle A = (a;);>1.
Démontrer la relation suivante : pour tout réel x compris entre px et py1+1 (Pn < = < py41), il vient :

N T
> auf(p) = Hala)f@) = | Ha@)F ()t

(2) Une majoration de la fonction .
(a) Démontrer la majoration suivante de la fonction 6 :

O(z) < zln4
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(b) Etablir en choisissant, dans la relation établie & la question précédente, comme suite A, la suite (In(px))r>1
et comme fonction f la fonction x +— ﬁ, I'inégalité suivante :

(z) <1n4<hi”x+/:(h‘lii)2)

(c) Démontrer la convergence vers 0, lorsque la réel = croit vers U'infini, de la fonction R(x) suivante :

Inz Toodt
R@) ==~ X/2 (nt)?

Indication : introduire, pour x > 4, les intégrales de 2 a \/x et de \/x a x.
(d) En déduire existence d’un réel zg tel que, pour tout réel x supérieur ou égal & xg, la fonction 7 vérifie la

majoration suivante :
x
m(xz) <4In2 x —
Inx

(3) Un minoration de la fonction .
En utilisant par exemple la minoration du PPCM ds,, 11, obtenue a la question II.3., démontrer qu’il existe un

réel x; tel que, pour tout réel x supérieur ou égal a x1, la fonction 7 vérifie la minoration suivante :
In2 x
— X

w(x) =

(z) 2 Inx

Ces résultats sont cohérents avec le 7 théoréeme des nombres premiers” établi par Hadamard et de La Vallée Poussin en
T

1896, qui affirme que la fonction 7 est équivalente a U'infini a la fonction x — o
nx

QUATRIEME PARTIE

Soit, dans toute cette partie, un entier n donnée (n > 2). L’anneau #ZZ est I’ensemble quotient de I'anneau Z par

la relation a = b[n]. Classiquement un élément de %, une classe d’équivalence, est noté @, a étant un représentant de
cette classe.

Z
Soit ¢, la fonction qui, a I’entier n, associe le nombre d’éléments inversibles de 7
n
(1) Théoreme d’Euler.

Z
(a) Démontrer que, pour que 1'élément @ de 7 soit inversible, il faut et il suffit que I'entier a soit premier
avec n. n
Donner les valeurs de ¢(n) lorsque Uentier n prend toutes les valeurs de 2 & 7.

Z
(b) Démontrer que ’ensemble <Z> des éléments de 7 inversibles est un groupe multiplicatif.
n n

Quel est son cardinal ?
(¢) Soit a un entier compris entre 0 et n — 1 (0 < a < n — 1) premier avec n. Démontrer la relation

¥ =1 (ou a®™ = 1[n])
On pourra au choix adapter la démonstration vue en cours pour démontrer le petit théoréme de Fermat,

ou bien exploiter le sous-groupe monogéne < a > de ((nZ—Z)* , X) e

(d) Application. Déterminer le reste de la division de 25131

(2) Principe de cryptographie
Soit m un entier (n > 2) égal au produit de deux nombres premiers p et ¢ : n =p X gq.
(a) Démontrer la relation p(n) = (p — 1)(¢ — 1).
Soit e un nombre entier premier avec (p — 1)(¢ — 1)
(b) Etablir 'existence d’un entier d tel que

exd=1 [(p-1)(g—1)]
d

7
(¢) Exemple simple : n =6, e = 5. Calculer, pour tout élément @ de A a®®.

par 6.

Z
(d) Démontrer pour tout élément @ de — la relation a®? =

aln].
En fait, 'entier e est connu de ’expéditeur, ?’entier d du destinataire. L’entier d est tres difficile &
calculer si la factorisation de 'entier n n’est pas connue (les entiers p et ¢ sont grands).

e Chiffrement du message a par I'expéditeur : a — a® ;

e Déchiffrement par le destinataire : b(= a®) +— b? = a°? = a.

e Le message est trouvé.



