Lycée Pierre de Fermat 2024/2025
MPSI 3 Activités

Calcul intégral & Equations différentielles. . .

Il s’agit de la reprise du DS 4 de 'année 2023-2024. Evitez, si possible de lire trop vite la correction !

Cette activité est Poccasion de retravailler, en condition de devoir (mais sans le stress), le chapitre 6. Soyez
particulierement attentifs a la facon de « recevoir »le sujet et a votre organisation pour y répondre.

Nous effectuerons la correction le mardi 19 novembre.

PROBLEME - « TRANSFORMATION I’ »ET TRANSCENDANCE

Dans ce probléme, nous étudions I’approximation de réels par des rationnels.
Dans la premieére partie, nous mettons en place une transformation a partir d’'une équation différentielle. Cette
partie aboutit donc sur la transformation :

P <I(P) = /Ot etuP(u)du>

Nous étudions, en seconde partie le cas de la transformation pour P : ¢ — v/t. Cela nous conduit & définir et
étudier les intégrales de Wallis.

En troisiéme partie, nous cherchons un critére de transcendance pour les nombres réels. On étudie le développe-
ment en fractions continues pour 1'occasion.

En quatriéme partie, de maniere différente de la précédente partie, nous démontrons la transcendance de e
(Théoréme d’Hermite) a 1’aide de la transformation étudiée en premiére partie.

1 Equation différentielle paramétrée

On fixe a € R, et on note (E,) 1’équation différentielle : zy’ + (x — a)y = e~ *, définie sur R.
(On notera que x est la variable selon laquelle y est dérivée.)

1. (a) Résoudre (H,) I’équation différentielle homogene associée & (E,) sur un intervalle I ne contenant pas
0.

(b) Donner S,, I'ensemble des solutions de (E,).
On donnera d’abord les solutions sur R* , R* et on cherchera les solutions sur R.

(c) Résoudre le probleme de Cauchy définie sur R :

{ zy' + (z —a)y =0
y(1) =e*

On note f,, la solution de ce probleme. On étend sa définition a tout R et pour ¢ > 0, en posant :
fo i R— R xr— e a2

2. Montrer que f, admet sur R une unique primitive, notée Fy, qui s’annule en 0
3. (a) En exploitant (H,), préciser les variations de f, sur R,.

(b) Déduire des variations de f,y2 que sur R, :

—a—2 (a + 2)a+2

fa < e_mx"/]_[o’aJrg] +e 22

1[a+2,+oo}

(¢) Conclure que, pour tout = > a + 2 :
Fy(x) < Fyla+2) +e % 2(a +2)H!

et que F, admet une limite en 400, que ’on note ~,

4. Montrer que pour tout n € N, ~,, = n!
On commencera par donner une relation de récurrence entre v,4+1 €t 7y,.



2 71 et intégrales de Wallis

On garde les notations de la partie précédente.
1. A l’aide d’un changement de variables, puis d’une intégration par parties, montrer que :

Vo
Fi(n)= /o e du— v/ne "

2

Z
2. On note, pour tout entier n € N, W,, = / cos” 6d6.
0

(a) Calculer Wy et Wi.
(b) Montrer que la suite (W,,) est décroissante et positive.

(¢) Montrer avec une intégration par parties que W10 = (n + 1)(W,, — Wy12)
En déduire une expression sous forme de fraction de a, tel que W, o = a,, W,,.

(d) Montrer que la suite (nW;,W,,_1)n>1 est une suite constante. Quelle est sa valeur ?

(e) En exploitant la décroissance de (W,), et le résultat précédente, montrer que pour tout n € N :

3. En exploitant I'inégalité : In(1 + =) < x, vraie pour tout > —1,

(a) Montrer que :

2\" > 2\ "
Vi€ [=vn Vi, (1—> <e <(1+n)

n

(b) En déduire les trois inégalités suivantes :

VnWan i1 < Fi(n) +vne ™™ < \/5/4 cos""20d0 < V/nWayn_o

2 0

+o0 R
4. Conclure sur la valeur de Y= g et de / e " du.
0

3 Nombre de Liouville, approximation rationnelle et mesure d’irra-
tionalité

On considére un nombre £ algébrique de degré d, racine de I’équation polynomiale & coefficients entiers T'(z) =
d
k=0
On suppose donc que Ay # 0.
1. Soit r = b € Q, une fraction écrite sous forme irréductible.
(a) On suppose, en outre, que r € [ — 1,£ + 1]. Montrer qu'il existe a € Z tel que T'(r) =
(b) En exploitant I'inégalité des accroissements finis, montrer qu’il existe M € Ry tel que |T(r)| < M|r—¢|
C
(¢) En déduire qu’il existe C' € R tel que pour toute fraction r € Q, non racine de T', |£ — r| > —

2. Mesure d’irrationalité de x.
On note pour tout réel z € R\ Q,

1
Az) = {m € R, tel que card{(p,q) € Zx N* | 0 < |z — §| < q—m} = —l—oo}

x—p|>A}

B(x):{mER+3A>OtelqueV(p,q)€Z><N*, . e




(f)

Montrer que, pour tout x € R\ Q, 1 € A(x).
Soient mq < ms.
i. Montrer que mg € A(z) = my € A(z).

On note /i1 (z) = { sup A(xz) si A(xz) majoré

+00 sinon
ii. Montrer que m; € B(x) = ms € B(x).
On note po(x) = { inf B(x) si B(x) non vide

+o00 sinon
Montrer que si my € A(x) et mg € B(x), alors nécessairement : my < ma.

. Montrer : A(z) = [0, u1] ou A(z) = [0, u1].

. Montrer : B(x) = [p2, +0o[ ou B(x) =|uz, +0].

On suppose que B(x) non vide. Montrer que ¥V m < us(z), m € A(x).

Conclure que 1 (z) = po(x).
On appelle mesure d’irrationalité de = € R, le nombre définie par I'une des deux formulations suivantes :

1
w(zx) = sup {m € Ry tel que card{(p,q) € Zx N* | 0 < |z — £| <—}= —|—oo}
q q

A
u(a:):inf{meR+ | 3A>OtelqueV(p,q)EZXN*,|$—B| > m}
q q
Montrer, en exploitant III.1., que si £ est algébrique de degré d et non rationnel, sa mesure d’irratio-
nalité est inférieure a d.

3. Nombre de Liouville. On note 4,, = Z 107k,
k=0

(a)
(b)
()

Montrer que (¢,) est une suite croissante majorée donc convergente. On note ¢ = lim(¢,,).
Montrer que la mesure d’irrationnalité de £ est supérieur a n, pour tout n.
Conclure que ¢ (nombre de Liouville) est transcendant.

4. Fractions continues.
On considére une suite (a,,) d’entiers naturels non nuls. On lui associe suites de nombres d’entiers (pg)k>—1
et (gr)k>—1 définies par récurrence :

(a)

(b)
()

p-1=1 po=ao VneEN D1 =ant1Pn +Pn-1
G-1=0 q=1 VneEN g1 =0an11Gn + qn-1

Montrer que (gn)n>1 €st une suite strictement positive et strictement croissante d’entiers naturels.

On admet qu’il en est de méme pour (py,).
n

Montrer que pour tout n € N, ¢upn—1 — Pngn-1 = (=1)".
On note pour tout n € N, r,, = Pn.

n
Montrer que (ra,)n €t (r2n41)n sont des suites adjacentes
Ici (ropn )N décroissante, (ron41)N croissante et lim(ro, —ro,41) = 0. On note x = lim(rg,) = lim(ro,41) =
lim(ry,).

1 1

S5

dndn+1 qn
(*) Montrer que pour tout (p,q) € Z x N*,

Montrer que pour tout n € N, |z — 7| <

x—2‘<|x—rn=»q>qn

Autrement écrit : on ne peut pas faire de meilleure approximation de z par P avec une fraction dont
qn
le dénominateur est plus petit que g,.

(***) Démontrer que la mesure d’irrationalité de x vérifie :

u(x) =1+ limsup Int1
n
On appelle lim sup(u,,) la limite de la suite (i), ou pour tout entier n, t, = sup{ug,k > n}.
On démontre que dans tous les cas otl (uy,) est bornée : (uy,) est une suite décroissante, minorée donc
convergente. Sa limite est la plus grande des valeurs d’adhérence de (uy,).



4 Pseudo-transformation de Laplace et transcendance de ¢

On note, pour toute fonction f définie sur R :

I(f):tb—>/0 e v f(u)du

1. Si f: x> 2% quelle relation existe-t-il entre Z(f) et F, (définie en partie I)?

2. Résoudre, en exploitant en particulier la méthode de la variation de la constante 1’équation différentielle :

y-y="P

3. Soit P:z— Zakxk.
k=0
(a) Pourquoi P est-elle de classe C* sur R ?

(b) Soit t > 0. Soit ® : u— ey " P (u).
h=0
Simplifier le calcul de ®'(u).

(¢) En déduire
Z(P)(t) =Yy PM(0)— ) PM()
h=0 h=0

4. Supposons que e(= exp(1)) soit un nombre algébrique (de degré d).

d
Donc il existe d € N, puis Ag, A1,...A\g € Z tels que Z)\kek =0 avec \g # 0.
k=0
d
On note T la fonction polynomiale : T : z — Z ez
k=0

n

(a) On considére toujours une polynéme P = Z apz®, quelconque.
k=0

d d n
Y OMI(P) (k) = => > NP (k)
k=0

k=0 h=0

Montrer que

On notera ce nombre J(P)
(b) Soit s € N*. On considere k € [1,d] et on note Py(z) = (z — k)°.
Montrer que P,Eh)(k) = { 0 sihs .

s! sinon
(c) On fixe un entier non nul s € N* et on considére le polynome P(z) = z° *(z — 1)*(z — 2)* - - (x — d)*.
Montrer que J(P) est un entier, divisible par (s — 1)!.

h
h . .
On admettra la formule de Leibniz : si P = Py x Py, alors pour tout h € N, P = Z ( ,)Pl(J)PQ(h 2

=0

(d) (*) Montrer que si s est un nombre premier suffisamment grand J(P) # 0.
5. (a) Montrer que pour tout polynéme P, pour tout k € [0,n] : |Z(P)(k)| < e™ sup{|P(t)|,t € [0,n]}
(b) Dans le cas P(z) = 2° (x — 1)*(x — 2)*--- (x — d)*, montrer que pour tout k € [0,d], I(P)(k)| <
edgs(d+1)—1
d
(¢) En prenant a = max{e? Z |\k|; d}, puis C = ad® montrer que |J(P)| < C*
k=0
(d) Conclure.



Correction
PROBLEME - « TRANSFORMATION ' »ET TRANSCENDANCE

On considére deux ensembles notés E et F.

5 Equation différentielle paramétrée

On fixe a € Ry, et on note (E,) I’équation différentielle : xy/ + (z — a)y = e~7, définie sur R.
(On notera x la variable selon laquelle y est dérivée.)
1. (a) Soit I un intervalle ne contenant pas 0.
L’équation (H,) est zy’ + (z —a)y = 0.
On Décrit sous forme résolue (ou normalisée), c’est possible car x # 0, puisque = € I.
Ainsi (H,) <=y + (1 - Z)y =o0.
x

Le cours permet d’affirmer directement (sans réciproque et cie) :

Sy ={z— Cexp(—(x —aln|z]));C € R} = {z — C|z|% ", C e R}

(b) Tl s’agit maintenant de trouver une solution particuliére de (E,) sur I (ne contenant pas 0, comme
précédemment).
On peut chercher cette solution particuliére, notée § sous la forme z — g(x)e
On a alors § dérivable sur R (donc sur I) ssi g 'est bien.
Supposons que tel est le cas, on a alors :

—X

x —XT

2y + (x —a)j = zlg' (@)™ — g(x)e” "]+ (v —a)g(z)e™™ = [xg' —agle™ =

Et donc comme e™* # 0; pour tout z € I : g’ —ag = 1.
e Si a # 0. L’application constante g : x — est alors une solution.
a

Et donc on trouve sur Ri ou sur R* :

1
Sg ={z— Clz|%e ™" — ae*‘”;C €ER}— casa #0

e Si a = 0. L’équation devient zg’ = 1, donc g = In |z| est une solution.
Et donc on trouve sur R’ ou sur R :

Sg={r—Ce™® —Inlzle *;C e R} — casa=0

Pour le recollement sur R :

e Sia#0,alors x — Clz|¢™® — —e™ " est bien continue sur R entier.
Elle est par ailleurs dérivable sur R entier si a > 1.
En effet, si x < 0, |2|* = (—x)¢, %|x|“ = 1xax(—z)" ! = —alz|*

qui admet une limite nulle égale & celle de x + az®~* (en 07).
e Si a = 0, on trouve, par continuité : ¢’(0) — oo, il n’y a aucune solution particuliére sur R

1
S% ={z— Clz|?¢ " — - CeR}— casa>1
a

1
Si={z— ——e"C R}~ casa€l0,1]
SE=0— casa>1

(c) Si f est la solution du probleme de Cauchy sur R, alors, elle est solution de I’équation homogene.
Donc il existe C' € R tel que : V 2 > 0, f(z) = Ca%® Puis f(1) =e ! = C1% !, donc C = 1.

La solution du probleme de Cauchy précédent est f: R} — R, z — 2 f(x).




On note f,, la solution de ce probleme. On étend sa définition a tout R et pour ¢ > 0, en posant :

—X

fo : R— Rz +—— e %2z

2. f, est continue sur R, elle admet donc des primitives.
Elles sont toutes définies a une constante additive pres. On peut faire en sorte de choisir celle-ci de sorte
que F(0) = 0.
Une seule fonction vérifie une telle propriété, elle se note communément :

Fa:xb—>/ fa(t)dt:/ ettt
0 0

3. (a) fo étant solution de (H,), on a pour tout x € R :

a—x

afo(x) + (@ — a)fo(z) <= fo(z) =

fa(z)

x

Or fo(x) =e “2* 20 (car z > 0).
Donc fi(z) 2 0 < z < a.

Ainsi f, est croissante strictement sur [0, a] et décroissante sur [a, +o0].

—a—2 (a’ + 2)a+2

(b) Notons g: 2+ e "2"1jg 442 + € 5 1ja42,400]-

x
e Pour tout = € [0,a + 2], fu(z) = 2% " et g(z) = e 2% x 1 + e %72
Ainsi, pour x € [0,a + 2], fo(z) < g(z).
e La fonction f,42 est donc croissante strictement sur [0, a + 2] et décroissante sur [a + 2, +00[.
On a donc pour tout = € [a + 2, 4+00[, for2(z) < far2(a+2).
Ainsi pour tout z € [a + 2,+o0[, e "zT? < e D (g 4 2)7*2 et donc fo(x) = e Tz® <

o 1
e~ % 2<a+2)a+2ﬁ'

(a—i_xﬂ onfa(l')

—a—2 (a + 2)a+2
)
On a bien la encore, pour z € [a + 2, 4+00[, fo(z) < g(z)

Et par ailleurs : g(z) = e "z x 0+ ¢ x 1.

On a une inégalité fonctionnelle, puisqu’elle est vraie en tout x de R

B o a+2 a+2
fa <e w$a1[07a+2] +e“ 2%1[114-274-00]

(¢) Soit & > a + 2, intégrons l'inégalité précédente pour t € [0, z] (en reprenant la notation précédente) :

z a+2 T a+2 z
Fa<LL‘) :/0 fa(t)dt</0 g(t)dt—i—/ g(t)dt:/o fa(t)dt+e—a—2(a+2)a+2/ 1dt

+2 +2 t2

-1]" 1 1
F.(v) < Fy(a+2)+e “?(a+2)*"? [t} s =F,(a+2)+e * ?(a+2)"" [a—i—? — x}

1 1
Comme — >0, on a —— < 0, donc
x x

Fy(z) < Fyla+2)+e % %(a+2)*"!

Par ailleurs, la fonction ¢ — F,(t) est croissante, puisque sa dérivée F,, = f, est positive.
Elle est majorée par F,(a +2) + e *%(a + 2)*"!, donc

F,(x) admet donc une limite pour z — +o00. On la note v,




4. Soit n € N*. Faisons une intégration par parties en considérant : u : ¢t — t" et v : t — —e ',
Ces deux fonctions sont de classe C* sur Ry (n #0), on a alors, pour tout x € R,

Fo(z) = /0 e~tndt = /O o (u(t)dt = [o(t)u(t)? - /0 w(E (1)dt
= [—e "% + e_tnt”_ldt:\(),/—e_mx"+nFn,1(x)
0 n#0

Enfin, comme lim e “2™ = 0, on peut passer a la limite, on trouve :

r—400
Yn =0+ nyn1
Ainsi pour tout n € N*, In _Min-1 _ On-1
n! n! (n—1)!
0

Par conséquent la suite ( '
n!
x

’Yn) est une suite constante, elle vaut : —.
neN 0!

_ : —t _ : _ e x] —
Or'yo—xgr}_loo ; e dt—xgrfoo[l e =1

VneN, ~,=nl!

6 71 et intégrales de Wallis

On garde les notations de la partie précédente.
1. Soit n € N. Soit ¢ : t + v/, bijective sur [0,7], & valeurs dans [0, /n] et de classe C'.

On fait le changement de variable u = p(t) = V't < u* = t.
On a donc 2udu = dt.

Puis, on exploite @(e*“ )= —2ue™.
n v 2 v 2
Fi(n) 2/ eft\/fdtz/ e " u(2udu)=/ (—2u)e™™ x (—u)du

? 0 0 0 S =

w’ (u) v(u)

Vvn NG n
= [w(u)v(u)h\)ﬁl—/ v (u)w(u)du = [—ue‘“ﬂo —I—/ e du
0 0

\/ﬁ 2
VnGN,F%(n):/ e " du — /ne™"
0

3
2. On note, pour tout entier n € N, W,, = / cos” 68d6.
0

(a)

W, = /5 cos? 0dh — [9} - g et W, = /5 cos' 6d6 = [Sin@]
O O

S oA

=1

S wla

(b) Pour tout 6 € [O, g}, 0 < cosf <1,
donc cos™ 6 > 0, et donc 0 < cosf x cos™ 0 < cos™ 6.

Ainsi 0 < cos™t1 0 < cos™ 4.
Ensuite, I'intégration étant croissante, les bornes « dans le bon sens »

0< WnJrl <Wn

(¢) On a (avec une intégration par parties bien choisies)

s

5 El
Whte = / cos" T2 0dh = / cos™ 10 x cosf
0 © e v

™

- /2 (n+1)(—sinf) cos™ @ x sin HdO
0
(1 —cos? ) cos™0dO = (n + 1)[W,, — Wy,42]

[=RVE

= [COS”Jr1 0 x sin 9]

[NE]

™

:O+(n+1)/2 sin? § cos™ 0df = (n + 1)
0 0



en exploitant la linéarité pour finir. Cela donne donc (n + 2)W, 412 = (n + 1)W,

W2 = a, W, avec oy, =

n+1
n+2

Notons, pour tout n > 1, Z,, = nW, W, _4.

On adonc, pourn>1, Z,11 = (n+ 1)W1 W, = (n+ Va1 Wi Wy, = (n+1)
n

TLWan_l = Zn

T
Donc la suite (Z,)n>1 est une suite constante, elle vaut Z; = 1W, Wy = 5 d’apres un calcul précédent.

Soit n € N, 2n+1 > 1, on a donc : (2n + 1)Way, 11 Wa, =

VneN, aW,W,_=—

2

2o

n

Wp Wy, =

Puis (W,,) est décroissante et positive, donc 0 < Wa,y11 < Way,, donc W22n 1 < WoiWa, =

™

22n+1)

En multipliant par n : nW2, 1 <
Pour la minoration, on exploite Ws,, 11 = Wa, 42, donc W22n+1 > Wont1Wapyo =

De méme, en multipliant par n : nWQQR 112

n
dn+2"
nm
4(n+1)
n
<nWs, <
dn 4 ST S gy

_t2 t2
Soit t €] — v/n,v/n[, alors — et — €] — 1,1].
n n

On a donc avec 'inégalité rappelée dans I’énoncé :

t2\"
En composant par exp, croissante : (1 — ) <e

Et de méme :

In(1

n

—¢2

n

2 2 2\ "
In(1+ t—) < z donc In [(1 - t) ]
n n

n

n

t2 t2 t2\"
——)<—— donc In [(1) } =nln(
n n

2

™

2(2n +2)

t
1- Sy g -
n

2

= —nln(l — t—) > —t?

2 —n
2
En composant par exp, croissante : (1 - ) >e b,

n

Ensuite, en prenant la limite pour t — /n et t — —+/n les inégalités sont conservées (avec des 0 voire
des 400 en majoration.)

2\ " 5
Vte[-vn,Vnl, (1—’;> <e™ <(1+n

Si on inteégre les inégalités pour t € [0, /n] :

vn £2\" Vn 2 vn
/ (1—> dt</ e—tdtg/ (1+
0 n 0 0

t2
n

)

Pour la premiére intégrale, faisons le changement de variable : ¢t = \/nsin 6,
0 — /nsin 6 est bijective de [0, g] sur [0, v/n],
et dt = \/ncosfd#, ainsi :

I

t2
1 —
n

) dt = \/ﬁ/2 (1 —sin?6)" cos fdf = \/ﬁ/ * cos?t gdg = VnWapniq
0 0



Pour la troisiéme intégrale, faisons le changement de variable : ¢t = y/nsin 9,
0 — /ntan@ est bijective de [0, Z] sur [0, v/n],
et dt = /n(1 + tan®0)d6, ainsi :
vn 2\ " T T 1 —ntl T
/ <1 + ) dt = \/ﬁ/ (1+tan? 0) " (1+tan? 0)do = \/ﬁ/ < ) do = \/ﬁ/ cos®™ 2 9do
0 0 0 0

n cos? 6

z
Mais pour ¢ € [%, g}, 0 < cos?" 26, donc / cos™720d0 > 0;

4

T Bl
Donc d’aprés la relation de Chasles : \/ﬁ/ cos?" 2 0df < \/ﬁ/ cos?"20d0 = /nWa,_s.
0 0

z
VnWan i1 < Fi(n) +vne ™™ < \/ﬁ/ cos?""20d0 < /nWayn_o
0

2

4. Comme /ne~™ — 0, et que F1(n) admet une limite égale & v,
n—-+oo 2 2

n
. 7’ N EBY . — 2 . .
on peut affirmer avec la relation trouvée a la premiere question que / e~ " du admet une limite pour
0
n — +o00o,

+oo
et que cette limite vaut Vi Par ailleurs, nous la noterons naturellement : / e du = 71
0

. 7’ 7T
Par ailleurs, ’encadrement donné en 2.(e) montre que /nWa, 11 converge vers g,
nm nm ™

en ete nirfm 4(n+1) nﬁlrfoo n+2 4

Et de méme vnWoy, 11 < vVnWa, o > n 5 X Vn — 2Wa(n_2)4+1, par décroissance de (Wy)p.
n—
Nz

Donc on trouve également par encadrement : lim /nWa,_o = 5

Y1 = +(>067“2du:ﬁ
0 2

Nl=

7 Nombre de Liouville, approximation rationnelle et mesure d’irra-
tionalité

On considére un nombre £ algébrique de degré d, racine de I’équation polynomiale & coefficients entiers T'(z) =

d
k=0

On suppose donc que Ag # 0.

1. Soit r =2 € Q, une fraction écrite sous forme irréductible.
(a)
d pk d
"T(r) =q¢"> M =D apftF ez
= 4 k=0

On note a € Z, ce dernier nombre, on a bien :

a

Ja€Ztel que T(r) = —.
q

(b) La fonction polynomiale T est dérivable, de dérivée T” continue sur [ — 1,& + 1],
donc il existe M = sup{|T"(t)|,t € [ —1,£+ 1]} et on a d’apres I'inégalité des accroissements finis :
pour tout t € [ —1,E+ 1], |T(t) —T(&)| < M x [t —&|. Or T(§) = 0 et en prenant ¢ « 7 :

il existe M € Ry tel que |T'(r)| < M|r —¢&|.




(¢) Soit r = b € @, un nombre rationnel, fixé. On suppose que r n’est pas une racine de 7.

1
eAucasour¢ € —1,6+1],alors [E—1]| 21> —
q
la|
e Au cas ou r €] — 1,£ + 1], alors d’aprés la question précédente : [€ — 7| > Md (en conservant les
q

notations).

On a a # 0, puisque r n’est pas racine de T'.

a
En prenant, C' = min(1, L_M|)’ on a bien (dans tous les cas) :
. . C
Pour toute fraction r € Q, non racine de 7', |{ — 7| > —.
q

2. Mesure d’irrationalité de x.
On note pour tout réel z € R\ Q,

1
A(x) = {m € R, tel que card{(p,q) € Zx N* [ 0 < |z — §| < q—m} = +oo}

B(x):{m€R+E|A>0telqueV(p,q)6Z><N*,|x—p}}iln}
q q

(a) Soit z € R\ Q. Pour toute entier ¢ € N, et p= [gz],ona p < qr <p—+ 1.

1
Donc P <z < P + —, ainsi,
q q q

x—p‘gl.
q q

1
Ainsi, card{(p,q) € Z x N* | 0 < |2 — ZZ} < —} = 400, donc
q q

1e A(x)

(b) Soient my < msy.

i.

ii.

(c) Soit my1 € A(x), donc card{(p,q) € Zx N* | 0 < |z — g‘ <

Soient 0 < my < my deux nombres réels positifs. Pour tout entier naturel ¢, ¢™' < ¢"?, donc
1 1

> .
qrr g™
N p 1 p 1
A1ns1,510<|x—f|<—,alors()<|x—f|< .
g g™ g™ )
Donc encore si card{(p,q) € Z x N* [ 0 < |z — B‘ < ——} = 400, alors card{(p,q) € ZxN" | 0 <
q q
D 1
‘x—;‘ < qm1}=+oo.

ma € A(z) = my € A(z) et A(z) est de la forme [0, py(z)] ou [0, py1(2)].

u1(z) = sup A(x) existe bien si et seulement si A(x) est majoré. Sinon, on a o = +00

Soit 0 < my < mao.
De méme si 3 A > 0 tel que V (p, q) € Z x N*, P

A
x—f‘E—lalorsV(p,q)EZxN*, p
q qm

a:—f’ >
q

my € B(x) = mgy € B(z) et B(x) est de la forme [, 4+00[ ou |3, +o0].

p2(z) = inf Ba(x) existe bien si et seulement si B(x) est non vide. Sinon, on a = 400

1
qm

}=+oo.

/
1
Alors comme pour p # p/, |B - ]l| > —, pour chaque g, il ne peut exister qu’au plus deux entiers p
q

telque0<‘x—§‘< .

1

qm
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1
Donc puisque cet ensemble est infini, cela signifie que {q |[IpeZ|0< ‘.T — 2‘ <0 = +oo}
q q

est infini.

Il existe donc une suite (g,) strictement croissante et une suite (p,), tels que Vn € N, 0 <
o= B <

' !
Soit me € B(x). Supposons, par 'absurde que mg < my.
Pour tout A € R, lim W =0,
n
donc pour tout A > 0, on ne peut donc pas avoir toutes les couples (pn, ¢, ) vérifiant |z — Pn >
qn

A
——. Contradiction. Donc
qmz

mo > Mjy.

Puisque m < po, alors m n’est pas un minorant de B(x).

A
Donc pour tout réel A > 0, il existe (au moins)un rationnels Pt que |z — p‘ < —
q q q
1
On va créer une suite infinie de rationnels qui vérifie |z — B| < —.
B .\ . DPo Po 1
Prenons A <— Ap = 1, on trouve une premiere fraction, — tel que |z — —| < —
qo qo )
1
Mais ce terme |x — Po est non nul. Notons A; = —qg X |z — Po >0,
9o 2 ‘0
A
on a donc x—p—o 271.
q0 ’ls)

Do
r— 2

A
< T{b Et ainsi de suite, on obtient donc la
q0

do

1l existe donc une seconde fraction b tel que
q1

suite désirée.
Donc m € A(x)

Vom < pa(z), m € A(z)

Soit mgy € B(z). D’apres (c), me étant un majorant de A(x), on a uq(z) < mao.
Donc p1(x) est un minorant de B(z) et donc pi(z) < pa(x).

Puis d’apres d, pour tout € > 0, pa(z) — € < p2(z), donc pa(z) — € € A(z).
Ainsi, pour tout € > 0 : po(x) — e < p1(x) done pa(z) < pr(z).

Par double inégalité :

pa () = pa(z)

On appelle mesure d’irrationalité de x € R, le nombre définie par I'une des deux formulations suivantes :
1
pu(x) = sup {m € R, tel que card{(p,q) € Zx N* | 0 < |z — §| < q—m} = —|—oo}

u(x)inf{m€R+|3A>0telqueV(p,q)€Z><N*,|xZ|>qj§n}

Supposons £ est algébrique de degré d et non rationnelle.

D’apres la partie précédente, alors pour toutes les fractions r = ]3, hormis les au plus d — 1 autres
q

racines potientiellement rationnelles de T on a [ — 7| > —.
q

Pour ces d — 1 racines, différentes de x (qui est non rationnel), on peut trouver une valeur C’ tel que
!

C
|€7T|>q7d'

A
Doncde{m€R|3A>0telqueV(p,q)GZXN*,|x—p|2m}.
q q™

Ainsi p(z) < d.
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3. Nombre de Liouville. On note ¢,, = Z 107+,
k=0

n+1 n
(@) L1 — Lo =Y 107F =3 "107H = 10=("+1" > 0,
k=0 k=0

Donc (4,,) est une suite croissante.
Par ailleurs, pour tout k € N, k! > k, donc 107% < 107*.
n n n

o iy e L 1-0,1"" 10
Amswn:Zm ‘gz:lo :Z(O,l) =1x——s— <5
k=0 k=0 k=0 ’

Donc (4,,) est également majorée.

(£,) est une suite croissante majorée donc convergente de limite ¢, par définition.

(b) Soit n € R. 4, est une addition (finie) de n nombres décimaux, qui sont donc des fractions.
Ainsi /,, est un nombre décimal, mieux : c¢’est une fraction,

n
cette fraction s’écrit sous la forme % oup= Z 10™* e N.
k=0

La suite (¢,,) est croissante tendant vers ¢, donc ¢,, < £, 41 < £. Ainsi :

1 1 n+1
—(n+1)!
|€ - enl =l—"Ln 2> €"+1 — =10 !t = 10(n+1)n! - (1071!)
1
Ainsi, pour tout entier n, on a trouvé une fraction ¢,, = P il que |£ — b > .
q ql = ¢!
Par conséquent :
A
{mGR | 3A>Ote1queV(p,q)€Z><N*,|xf£| > m} est vide
q q

Donc

La mesure d’irrationnalité de £ est supérieur a n, pour tout entier n. On dit qu’elle est infinie

(c) ¢ ne peut pas étre algébrique d’ordre n, pour tout entier n. Donc

¢ (nombre de Liouville) est transcendant.

4. Mesure d’irrationalité et fractions continues.
On considere une suite (a,,) d’entiers naturels non nuls. On lui associe suites de nombres d’entiers (pg)r>—1
et (qx)r>—1 définies par récurrence :

p-1=1 po=ap VnENpyi1=any1Pn+Pn_1
g-1=0 g=1 VneNgi1=0ant1qn + qn-1

(a) Notons que g1 = a1qp + g—1 = a1 € N*| il peut étre égal a 1 donc g1 peut étre égal & ¢o.
G2=aq1+q 2q+1>q.
Posons pour tout n e N, n > 1, P, :« ¢ny1 € Net g1 > g > 0.
— Les calculs introductifs donnent ¢y = a1 >0et ¢ =asa; +1 €Net go > q1 +1> 1.
Donc P; est vraie.
— Soit n € N, n > 0. Supposons que P,, est vraie.
Gn+2 = Qn+2Qqn+1 + ¢n somme et produit d’entiers naturels donc g,4+2 € N.
et par ailleurs, gn4+2 > apyaqny1 car g, > 0.
Puis, comme a2 € N*  a,40 > 1, donc gui2 > Gnr1-
Et on sait, d’apres P,, que g,+1 > 0. Donc P,, ;1 est vraie.

(gn)n>1 est une suite strictement positive, strictement croissante, d’entiers naturels.
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(b)

Notons, pour tout entier n € N, d,, = ¢npPn—1 — Pngn_1. Alors

dn+1 = dn+1Pn — Pn+19n = [an—HQn + Qn—l}pn - [an—Hpn + pn—l]‘]n = Pnln—1 — GnPn—1 = —dn

Donc (d,,) est une suite géométrique de raison (—1). dg=1x1—ag x 0= 1.
Donc pour tout n € N, d,, = (—=1)" x 1.

n

Pour tout n € N, ¢upp—1 — pngn-1 = (_1) .

Notons u,, = ra,, on a donc

_ P2nt242n41 — Q2n42P2n+1  P2n4192n — 92n+1P2n

Un+1 — Un = T2n42 — T2n = (7”2n+2 - 7‘2n+1) - (T2n+1 - T2n) =
q2n+292n+1 d2n+192n
7(71)2n+2 7(71)2n+1
q2n+292n+1 q2n+192n

car (gx) = 0. Donc (u,,) est décroissante.
Notons v,, = 2,41, on a donc

Pon+392n+2 — @2n+3P2n+2  P2n+292n+1 — G2n-
Un4+1 — Un =T2n43 —T2n41 = (T2n+3 - T2n+2) - <r2n+2 - r2n+1) - -
q2n+392n+2 q2n+292n+1

_(_1)2n+3 B _(_1)2n+2

=0

q2n+392n+2 q2n+292n+1

car (gx) = 0. Donc (v,,) est décroissante.

Enfin, calculons
_ (_ 1 ) 2n+1 B 1

42n+192n q2nq2n+1

Up — Up = T2n41 — Ton =
Or (gy) est une suite strictement croissante d’entiers (donc g, > n, par récurrence simple), elle

diverge
donc vers +oo, donc (v, — uy,) — 0.

Les trois conditions sont vérifiées :

(ron) et (ran41) sont donc adjacentes, les extractions paires et impaires ayant méme limite : (r,,) converge.

La question précédente permet d’affirmer que pour tout n € N : v, < & < u,.
Soit n € N.
e Supposons que n est pair.

alors il existe k € N tel que 7, = rop = uy.

— -1 2k
DOHC ‘.’I}' _ rn| — |fE _ uk| =u, — < Uy — Vg = Tap — T2n+] — qn+1pn ann+1 — ( )

dnqn+1 dn+19n .
e Supposons que n est impair.

alors il existe k£ € N tel que 7, = r9g4+1 = Vg
n+1Pn+2 — qn+2Pn+1 _

Donc |z — 1| = |2 —vg] = 2 — v < U1 — Vk = Tont2 — Fongl =
An+1qn+2
7(71)2k+1
Gnt2Qnt1
Donc, dans tous les cas :
1 1
Pour tout n € N, | — rp| < < -
qndn+1 qn
La derniére inégalité étant donnée par croissance de (gy, ).
(*) On suppose que les fractions sont irréductibles.

On va raisonner par contraposée. Supposons que ¢ < g, et montrons que cela impose |z — =|.

;

Dans un premier temps, nous ajoutons 'hypothese : ¢,—1 < ¢ < @n-
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Cherchons & exprimer (p,q) en fonction des nombres (p,,¢q,), considérons donc le systeme a deux
inconnues (y, z) :

YPn + 2Pn—1 =P
Yqn + 2qn-1 = ¢

Son déterminant est ppgn_1 — GnPn_1 = (71)"+1 et donc le systéme se résout facilement :
{ y= (—U"“(qqnfl — qpn-1)
z=(=1)""(pnqg — qnp)

Par ailleurs, on a ¢ # g, donc on ne peut pas avoir z = 0 (sinon b_ ]ﬁ)? ni y =0.

n
et y, z € Z, donc puisque g € [gn—1, ¢n], Nécessairement y et z ne sont pas de méme signe : yz < 0.

Enfin :

qx—p = (Yqn+2Gn-1)— (YPn+2Pn—1) = Y(@n—20n) +2(Gn-1—2Pn—1) = Yqn(x—7n)+2Gn-1(x—7n—-1)

y et z sont de signe opposé, de méme pour x — 71, et T — rp,_1.
Faisons 'hypothese (SPDG) que ygy,(z —r,) < 0 et donc de méme zgy,—1(z —r,—1) < 0 et gz —p < 0.

lgz—p| = —(qz—p) = —(ygn(x—70))—2qn—1(2—Tn-1) = [ygul|z—rn|+|2¢n-1||z=Tn_1| = [Ygn—2¢n_1]||2—74]

car |z —ry| < | —rp_1| et y et z sont de signe contraire.

Enfin, yg, — 2gn—1 est un nombre entier non nul : |gz — p| > |z — ry,|, donc ¢ |z — p’ > qn |z — Pn)
q qn
x_p’>% _Pn >’$_Pn
q q An An
. b Pn
Puisque ¢ < ¢,. Onadonc ¢,—1 < ¢< g =z —=| 2 |z — —
q an
Siq < gn_1, c’est encore pire, car il existe s < n tel que ¢s_1 < q < g5 et donc |z — p’ > ‘x _bs >
q qs
‘ Pn
Tz ——|.
qn

p
o=t slo-nl=aza

(f) (***) Je vous renvoie a I’article : Jonathan Sondow, « Irrationality measures, irrationality bases, and
a theorem of Jarnik », 2004, arXiv :math/0406300

On termine cette partie en trouvant un critére qui donne acces a la mesure d’irrationalité d’un nombre z
obtenu & partir de la suite (a,,) donnée.

Cela ne semble pas tout & fait satisfaisant, puisqu’il faudrait d’abord connaitre x avant de connaitre (ay,).
C’est algorithme de décomposition en fractions continues qui permet de passer de = & (a,) dans un
premier temps, avant de retrouver ensuite les suites (p,) et (¢gn,) associées a x.

On peut, pour étudier cela, reprendre le DS 3 en 2016-2017 ou le DS3 en 2019-2020 ou encore le DS6
2020-2021.

8 Pseudo-transformation de Laplace et transcendance de ¢

On note, pour toute fonction f définie sur R :
t
Z(f):t— / e! =" f(u)du
0

x
1. Ona F,:x / e~ tt%dt. Donc
0

Z(f)(x) =¢€” /090 e "udu = " F,(x)
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2. L’équation se résout sur R, ou elle est sous forme normalisée (ou résolue).
L’équation homogeéne a pour ensemble de solution : S = {t +— Ce’,C € R} On applique la méthode de
la variation de la constante. On cherche donc une solution de E de la forme gz — C(z)e”.
Pour tout x € R, §' — § = C'(z)e” + C(x)e” — C(x)e® = P, donc C'(z) = e *P(x).
xT

Prenons, une solution : §(z) = C(z)e” = e’”/ P(t)e~'dt = Z(P)(x).
0

S={R—=>R,z— Ce® +Z(P)(x),C € R}

n
3. Soit P:2z— Zakxk.
k=0
(a) P est une fonction polynomiale, donc

P est de classe C*° sur R.

(b) Soit ¢t > 0, fixé.
® est le produit d’exponentielle et de fonctions polynomiale donc est dérivable sur R.
Pour tout u € R :

n n+1

@’(u) — _etu Z ph) (U,)—Fet_u Z P(h+1)(u) — gt—u Z ph) (u) _ Z P(h)(u) — et—u[P(n+1)(u)_P(0) (u)]
h=0 h=0 h=1 h=0

par télescopage. Or P71 =0 et PO = P, on a donc :

VueR, & (u)=—e"""Pu)

(¢) On a pour tout t € R :

I(P)(t) = /O e P(u)du = — /O &' (w)du = —[B(u)]l = &(0) — B(#)

On remplace par I’expression de @ :

Z(P)(t) = ¢! zn: PM(0) — zn: P (t)
h=0 h=0

4. Supposons que e(= exp(1)) soit un nombre algébrique (de degré d).
d

Donc il existe d € N, puis Ag, A1,... g € Z tels que Z Apek =0 avec \g # 0.

k=0
d

On note T la fonction polynomiale : T : z — Z Apzh.

k=0
n

(a) On reprend la relation précédente : Z(P)(k) = e* Z PM(0) — Z PM (k).
h=0 h=0
Donc

d d n d n
T(P) =S MIP) k) = 3 ae® 3T PO (0) = 325" AP (k)
k=0 k=0 h=0 k=0h=0

=T(e)=0

d d n
J(P) =Y MI(P)(k) ==Y _> MPM(k)
k=0

k=0 h=0

(b) Soit s € N*. On consideére k € [1,d] et on note Py(z) = (z — k)°.
|
Posons, pour tout h € [0, s], Py : « Pour tout x € R, P,gh) (x) = 5 _gsmhy,
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|
— Pour tout z € R, P,EO) () =Py(x)=(x—k)°=—=(x—k)° = : 5 (z — k)*~° Donc Py est vraie.

s!
s!
— Soit h € [0,s — 1]. Supposons que Py, est vérifiée.

|
On a donc, pour tout z € R : P,gh)(x) = E j'h)'xs_h

C’est une fonction polynomiale dérivable : V z € R,

| |
PIE}H_I)(I) _ (S . h) ~ S Isfhfl _ St s—h—1

Donc Pj41 est vraie.

s!
Ensuite, P,gs) = @mo = s!, polynéme constant. Toutes les dérivées suivantes sont nulles.

Enfin, on regarde la valeur en k :

kR0 sih<
—(k — = i s

pM gy = 4 (s=h)!
v (k)= s! sih=s
0 sih>s

P]Eh)(k):{ 0 sih#s

s!  sinon

(¢) On fixe un entier non nul s € N* et on considére le polynéme P(z) = z* ' (x —1)*(z —2)* - - - (x — d)*.
Par définition de T', les nombres A\; sont tous entiers.
ds+s—1
Egalement, par développement de P, on obtient P = Z a;zt ol a; € Z (on peut le démontrer par
i=0
récurrence).
On a alors P (k) € Z (addition de produit d’entiers) et donc

J(P) est un entier.

Mais soyons plus précis pour la suite.
Soit h € [0,n] et k € [0, d]. Nous allons préciser la valeur de P (k) (et... est divisible par (s — 1)!).
e Sikel,d].
Notons P = P(z) x R(z), ot P(z) = (z —k)® et R = 2°* H(:c —1)°.
i#k
Mo L _
D’aprés la formule de Leibniz, pour tout h € N, P = Z ( ) PO R,

i=o M

J

Or d’apres la question précédente : PU )(k) = 0 sauf si j = s et dans ce cas elle vaut s!, donc la
somme se simplifie :

h
et donc pour tout h € N, P(h)(k) = Z (h> P(j)(k)R(hfj)(k)-
=0

0 sih<s
h
P (k) = (s)S!R(hs)(/{) sih>s
N——
Jj=s

h
Notons que (

) est un nombre entier, ainsi que R(h_s(k) car R est un polynome a coefficients
s

entiers.

e Sik=0. J
Notons P = P(z) x R(z), ott P(z) =2°"'et R= H(Jc —1)°.

=1
h
3 (h) PO glh—i)
J

Jj=0

D’aprés la formule de Leibniz, pour tout h € N, P()

h
et donc pour tout h € N, P (0) = Z (
7=0

R\ 50) (0 plh—1)
j)P (0)R"=9)(0).
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Or d’apres la question précédente : PU)(0) = 0 sauf si j = s — 1 et dans ce cas elle vaut (s — 1)!,
donc :

0 sih<s—1
h
P (0) = ( 1) (s = DIRM=TD(k)  sih>s-1
s
j=s—1

Notons que ( ) est un nombre entier, ainsi que Rh—s+1 (k) car R est un polyndme & coefficients

s—1
entiers.
Finalement puisque (s — 1)! divise s!, alors dans tous les cas P (k) est divisible par (s —1)! (souvent
ce terme est nul).

Et donc la combinaison linéaire entiére : Donc (s — 1)! divise P (k), ceci est vrai pour tout
h € [0,n] et tout k € [0, d]. Les A, étant entiers :

=— Z Z AP (k) est un entier, divisible par (s — 1)!
k=0 h=0

(*) En revanche, si on précise le calcul précédent, on voit que pour tout k # 0, s! divise P(h)(k) (pour
tout h € N).

d
h
et pour k=0 (et h>s— 1) : P(h)(0> = (5 B 1> (S — 1)!R(h_s+1) (O) avec R = H(!L‘ — Z)S Donc
i=1
esih<s—1,onavuPM(0)=
esih=s—1, PC7D(0) =1x ( D!'x RO0) = (s — 1)(=1)%d(d)*

d S
e si h > s, alors un facteur s de la premiere dérivée de R = (H(aﬁ — z))

i=1
/

d d sl
donc R = s <H(m - z)) (H(m - z)) est en facteur.

i=1 i=1
donc P (0) est également divisible par s!.
Finalement, dans le calcul de J(P), on retrouve s! dans tous les termes sauf pour P(s_l)(O).
Ainsi

T(P) = =Xo(s = DI(=1)*(@)  [s]

Alors si s est choisi suffisamment grand, premier de sorte que d! et Ag ne puisse diviser s, nécessairement

J(P) # 0[s]]

Si s est un nombre premier suffissamment grand J(P) # 0.

Pour simplifier, notons M,, = sup{|P(t)|,t € [0,n]}.
k
Soit P, un polynéme quelconque. Pour tout k € [0,n], Z(P)(k) = / eF = P(u)du.

0
Or la variable d’intégration, u appartient & [0, k] C [0,n], donc |P(u)| < M,.
Donc \ek_“P( )| = ek_“|P( )| < eFTUM,, car F7% > 0.

Ainsi |Z(P / |ek “Pu)|du < / UM, du = M, [—ek_“]]g = M,e" < M,e" par

croissance de exp.

Pour tout polynéme P, pour tout k € [0,n] : |Z(P)(k)| < " sup{|P(¢)|,t € [0,n]}.

On suppose P(z) = 25 'z — 1)%(z — 2)* -+ - (z — d)*.
Pour tout t € [0, d], pour tout j € [1,d], |(t — 5)°| < d°,
d
donc pou tout ¢ € [0,d], | H s Lot H d° = dls—NFsd — geld+1)-1
On a donc un majorant de {|P(t)|,t [0 d}}, il est plus grand que le plus petit : sup{|P(t)],t €
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[07d]} < ds(d+1)fl
On applique donc I'inégalité de la question précédente, pour n = d :

Pour tout k € [0, d], |Z(P)(k)| < e*d* @)1,

(¢) On a alors

d d d d
P)l =3 MZ(P) (k)| <D (Il x [Z(P)(R)]) = ed*@D7EN " x| = ey M| x @@L d* < (ad?)” = C*
k=0 k=0 k=0 k=0 <as—1
————
<a

|7(P)| < C°

(d) D’apres les questions 4.(d) et 4.(c), si s est premier est suffisamment grand, J(P) est non nul et
divisible par (s — 1)!,
Donc |J(P)] € [(s — 1)! - Z] \ {0}, donc |T(P)| = (s — 1)

On a donc, pour tout s (suffisamment grand) :
(s—1I<gC?

Cc?® c® 1
Or lim G- = 0, donc & partir d’un certain rang S : G-t < 5 done (s — 1)! > 2C°.

On a une contradiction. La seule hypothese qui reste est que e est algébrique.

e est donc un nombre transcendant.

18



