Lycée Pierre de Fermat 2024/2025
MPSI Activités

Relations & Constructions de C et R

Cette activité sera corrigée le mardi 26 novembre 2024.

1 Préordre et conséquences

Soit (E, <) un ensemble pré-ordonné, i.e. =< est un préordre i.e. réflexif et transitif.
Exemple de (u,) < (v,) ssi & partir d’un certain rang u,, < vy,.
> Exercice 1.1.
On note, pour tout a,b € E, a = b si et seulement si a <bet b <X a.
1. Montrer que = est une relation d’équivalence sur F

2. Montrer que pour 1’égalité définie par =, alors < est une relation d’ordre.

> Exercice 1.2.

. .U , . .
1. Montrer que la relation : « (u,) =< (v,) ssi — est bornée »est une relation de préordre.
Un

2. Quelle est la relation d’équivalence qui en découle.
C’est cette relation d’équivalence/ordre qu’on exploite particulierement en informatique lorsque 'on compare la
complexité (Uefficacité) des programmes.

2 Construction de C (version Cauchy)

On suppose que R est bien construit (cf. partie suivante).
On définit alors sur I’ensemble des polynémes R[X], la relation : P = Q[R] R|P — Q (i.e. 3 S € R[X] tel que
R xS =P—Q). On note R,[X], 'ensemble des polynome de degré inférieur ou égal a n.

> Exercice 2.1.
Relation d’équivalence. Soit R € R[X], un polyndme fixé quelconque
1. Montrer que - = -[R] est une relation d’équivalence sur R[X]

2. Montrer que pour tout P € R[X], il existe un unique A € R[X] avec deg A < deg R tel que P = A[R).
A s’appelle le représentant principal de la classe d’équivalence {A + RS, S € R[X]}.

> Exercice 2.2.
1. Montrer que 'addition + est compatible sur les classes d’équivalences :
P, =P R] et Q1 =Q2[R] = P+ Q1 = P>+ Q2[R]
2. Montrer que ’addition x est compatible sur les classes d’équivalences :
P = P3[R] et Q1 = Q2[R] = P1 X Q1= P2xQ2R]

> Exercice 2.3.

R[X
Montrer que (C, 4+, X) est en bijection avec <E[)[(2]+”7 +, x)

3 Construction de R par les coupures de Dedekind

Le principe des coupures permet de compléter Q en « bouchant les (petits) trous », en gardant la relation d’ordre.
On doit I'idée a Richard DEDEKIND en 1858.

On rappelle que Q est muni d’une relation d’ordre totale que ’on note <g.

Exemple : le nombre v/2 est celui qui fait la frontiére entre {z € Q | 2% <g 2 ou x < 0} et {zQ | 2% >¢ 2}.

Définition de coupure puis de R :

Une coupure t = (T_|T) est la donnée de deux sous-ensembles T et T de Q tels que :
— T #0, T . #0,Q=T_WwWT,
— SiaeT _,alorsb<ga=beT_,etsiceTy,alorsc<gd=deTy



— Il n’existe pas d’éléments m de T_ tels que T_ = {z € Q | x <g m}.
On notera R I’ensemble des coupures de Q. On dit que ¢ est un nombre réel et que R est 'ensemble des réels.

La notion de coupure a été reprise pour étendre des corps, non complet, et muni d’une relation d’ordre to-
tale (par exemple : les nombres surréels de CONWAY).

3.1 Manipulation. Section commencante ouverte
Nous allons alléger la définition ici

> Exercice 3.1.

1. On note C(Q), 'ensemble des sous-ensembles A de Q vérifiant :
—acAetb<ga=bec A
— il n’existe pasde m € Q tel que A ={z € Q | x <g m}.
On appelle ces parties de Q des sections commencgantes ouvertes de Q.
Montrer que ® : R — C(Q), ¢t — T_ est une bijection.

2. Soit t € R. Montrer que pour tout a € T_ et c€ Ty, a <g ¢
3. Montrer que ¥, : (T_,Ty) — Q7 (a,c) — ¢ — a est surjective.
Est-elle injective ?

4. Soit r € Q. Montrer qu’on peut associer naturellement une (unique) coupure de R & 7.
On note x,., ce nombre réel « égale »a r.

3.2 Extensions des opérations de Q a R

> Exercice 3.2.
Addition et relation d’ordre.

1. Soit 2,y € R. On note T_(z) et T_(y) les sections ouvertes commencantes de Q qui définissent = et y
respectivement.
Onnote T ={a+b,a € T_(x),b € T_(y)}. Montrer que T est une section ouverte commencante de Q.
On note = + y, la coupure associée (i.e. x +y = (T,Q\T)).
Comment montrer que + est commutatif, associatif et vérifie : x,. v = 2, + z,» pour tout r, r' e Q.

2. Comment définir I’élément neutre de 'addition et I'opposé de tout nombre z € R?

3. Pour z,y € R, on dit que = < y si et seulement si T_(z) C T_(y).
La relation d’ordre (admis) ainsi définie est-elle totale ?
On notera z < ysiz <yetx#y.

4. Montrer que si x < y, alors pour tout z € R, z+ 2 <y + 2.
Soient r,r" € Q. Montrer que r <g 7’ si et seulement si z, <

5. Montrer que x < y ssi il existe s > 0 tel que y = x + s.

> Exercice 3.3.

1. Soient t,u > 0. Montrer que V={a € Q |a<0ou3IteT_NRy,u € U_NR, tel que a =t x u} est
une section commencante ouverte.
On note v =t x u la coupure associée (i.e. v = (V|Q\ V)).

2. Comment définir la multiplication de deux réels, non nécessairement positif 7
On admet (ensuite) que la multiplication est associative, commutative et posseéde 1’élément neutre 1.
On admet aussi qu’il s’agit d’une extension de la multiplication sur Q.

3.3 Topologie
> Exercice 3.4.

1. Montrer que la fonction partie entiere est bien définie sur R, i.e. :Vz e R, IAneZtelquen <z <n+1
(on devrait noter x,, au lieu de n).
2. En déduire que R est archimédien, i.e. : V (a,A) € R} xR, In € Z tel que A <n x a.
3. Montrer que Q est dense dans R : V z,y € R (avec z < y), 3¢ € Q tel que x < ¢ < y.
a+1
10m

a
4. Montrer que pour tout z € R, V n € N, il existe a € Z tel que Ton <z <
En déduire la densité de D dans R.

> Exercice 3.5. Montrer que toute partie majorée de R admet une borne supérieure.



4 Construction de R par les suites bissecantes

On rappelle que Q est muni d’une relation d’ordre totale que ’on note <g.

Définition d’une paire de suites bissecantes de rationnels :
Soient (a,) et (b,) deux suites de rationnels.
On dit que le couple ((ay), (by)) forme un couple de suites (de rationnels) bissecantes si :

1. VneN, a, et b, € Q (suites de rationnels)
2.VneN, a, < tnt+1 <Q bnt1 <o by
La suite (a,) est croissante, (b,,) est décroissante et (b,) majore (a,)

1
3. VneN, byp1 —ant1 <o §(bn —an)

4.1 Premier exemple

> Exercice 4.1.
On crée les suites suivantes par récurrence avec ag = 1 et bg = 2.

Pour tout n € N, on suppose que a,, et b, sont définies,

ayn + bn
et on note ¢ = .

sic? > 2, ie. ai + bi + 2a,b, > 8, on prend a,41 = ay, et b1 =c

si @ <g 2ie. ai + bi + 2a,b, <@ 8, on prend a,41 = c et b1 = by,.
Montrer que ((an), (bn)) forment un couple de suites rationnels bissecantes.
Qu’en pensez-vous ?

4.2 Petits lemmes et quotientage
> Exercice 4.2.
1. Soit ((an), (bn)) un couple de suites bissecantes.
Alors pour tout n € N, 0 < b, — a,, <g %(bo —ap)

2. Considérons quatre suites de rationnels (ay,), (¢,), (d,) et (fy) telles que (ay,) est croissante, (f,,) décrois-
sante et ((¢,), (dn)) un couple de bissecantes.
On suppose également que pour tout n € N, a,, <q d,, et ¢, <g fn,
montrer que pour tout n € N, a,, <g fr

3. On considére deux couples de suites bissecantes ((an), (bn)) et ((¢n), (dyn))). On dit que ((an), (by)) est
similaire & ((cy), (dn))) si
VneNe, <gby,eta, <gdy
Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.

On dira par la suite que ((ay), (bn)) et ((cn), (dy))) définissent le méme réel.

On appelle R, 'ensemble des classes de similarité définies sur ’ensemble des couples de bissecantes.
Formellement :
z € R <= 3 ((an), (by))couple de bissecantes tel que z = ((an), (by))

bn) (bn) ¢
On notera = = (bn ou encore : z.
{ (an) (an)
1
Il sera donc toujours sous-entendu que : VneN, apb, €Qet 0< by —ant1 <o Q(b” —an)

4.3 Corps R

> Exercice 4.3. Relation d’ordre
On considere deux nombres de R, z et y.
On dit que x est inférieur a y, noté = < y, si

pour tous couples ézzg > z et Ei:; > y,ona:vneNa, <gdp.

1. Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre, indépendante du choix du représentant.
2. Montrer que 'ordre est total

3. Montrer que I'on peut « récupérer »l’ensemble Q dans R.



> Exercice 4.4. Segments emboités rationnels
Soit ([an, b)) est une suite de segments emboités de Q,
ie. VneN, [ant1,bni1] C [an,bs] avec an, b, € Q,
et de longueur qui tend vers 0 :
ieeVe>0,3meNtq(VpeN): (< bmtp — Amtp) < bm —am < e
Montrer que : JlzeRtqVneN, a, <x<by, noté : x € [ay, by

> Exercice 4.5. Opérations sur R
1. Si ((an), (bn)) et ((cn), (dyn)) sont deux suites bissecantes.

(a) Montrer que ((an + cy), (bn + dy)) est également bissecante.
On définit donc I'addition sur R :

_ [ (o) N (dn) N0 _ [ (bn+dn)
IJF?J{(GH)/‘ Jr{ (cn) {(an+cn)/‘

(b) Montrer que cette définition est indépendante du choix des représentants de = et 7..
(¢) Comment définir la soustration ?

2. On définit la multiplication sur R par :
Siz=0o0uy=0,alors x xy=0.
SiO<x:{ Ezzg> et0<y:{ Eccl:;> . Alors il existe ng € N tel que a,, > 0 et ¢, > 0,
la suite ([anCn,bndn])n>n, €st une suite de segment emboités de longueur qui tend vers 0.
Il existe un unique réel dans chaque [a, ¢y, bndy], il s'agit de = x y.
Six < 0ouy <0, alors on considere les suites opposées. . .
Montrer que cette définition est correcte

3. Inverse :
. b
SIOSJZ:{ Ea"§> et x # 0.
n
(a) Montrer qu’on peut supposer que a, > 0, & partir d’un certain rang. SPDG, on suppose que ce rang
est ng = 0.

1
(b) En déduire que la suite <[

b ]) est une suite de segment emboités de longueur qui tend vers 0.
n  On

(¢) Conclure
4. On admet : La relation d’ordre usuelle < est compatible avec les opérations + et X :

V(az,y,z)ERS, <Yy = zTz+zLy+z
V(z,y) eR2,Vz€Ry, 2<y = wzz<yz

Montrer alors les régles d’usage suivantes :

<y

Ve, ga'y) €RY — 4+ <y+y
~
0<z<y
v(xvya$,7yl) € R47 0 g il'/ g y/ - J).T/ g yyl
Y(z,y) € R? <y = —y < —x
1 1
Y(z,y) € R? 0<z<y = 0<-<-
y T

4.4 Topologie

> Exercice 4.6.
1. Montrer que R est archimédien, i.e. : V (a,A) € R} xR, In € Z tel que A <n x a.

2. Montrer le théoréme de la borne supérieure : toute partie non vide majorée de R admet une borne supé-
rieure.

> Exercice 4.7.
1. Montrer que les deux constructions de R sont équivalentes.

2. Montrer qu’on peut également construire R a partir des suites de Cauchy rationnelles, i.e. vérifiant :
VeeQL,3NeNtelqueVpg>N, |uy—ugl <e
(Pour la définition naturelle de la multiplication, on aura besoin de montrer que de telles suites sont
nécessairement bornées. )



Correction des exercices

> Corrigé de I’exercice 1.1

1. ¢ Comme a = a, puisque = est réflexive, alors a = a.
Donc = est réflexif.

e Soient a et b tels que a = b, donca <betb=<a
donc b <aeta=b, ainsib=a
Donc = est symétrique.

e Soient a, b et ctelsquea=bet b=c,
donca<betb<aetb=<cetec=<b
donca<betb<cetc=<betb=<a.
donc a < c et ¢ < a, par transitivité de <
Donc = est transitif.

2. On sait que = est réflexif et transitif.
Par ailleurs, si a < b et b < a, alors a = b, donc < est antisymétrique.

> Corrigé de ’exercice 1.2
U Up, V.
1. Cette relation est réflexive, avec M = 1. Elle est transitive car — = — %
Wy Up Wy
2. Il s’agt de la relation « du méme ordre »des informaticiens dans le calcul de la complexité algorithmique :

u v
(un) Q (v,) si et seulement si — et — sont bornées

< My M.

n un
si et seulement si 4 A, B € Ry tels que V n € N, Au,, < v, < Buy,.
(Cela ressemble & ’équivalence des normes. . .).

> Corrigé de 1’exercice 2.1

1. e Pour tout P,0x R= P — P, donc P = P|R).
e Soient P, @ tel que P = Q[R], donc il existe T' € R[X] tel que RxT =P —Q, donc Q— P = (-T) X R.
Or (-T) € R[X], donc Q = P[R].
e Soient P, @, S tel que P = Q[R] et Q = S[R],
donc il existe T7, T € R[X] tel que RxTh =P —Q, et Rx Ty =Q — Sdonc P— S =(Ty +T3) X R.
Or (Ty + 15 € R[X], donc P = S[R).

2. A est nécessairement (unique), le reste de la division euclidienne de P par R.
On a deg A < deg R.

> Corrigé de I’exercice 2.2
1. OIl a P2*P1 = TlR et QQ*Ql = TQR, dOIlC (P1+Q1)7(P27Q2) = (T1+T2)R, dOIlC P1+Q1 = P2+Q2[R]

2. AVGC les mémes notations : PlQl — P2Q2 = Pl(Ql — Qg) =+ QQ(Pl — P2) = (P1T2 + QQTl)R, dOI’lC
Py x Q1= P x Q2[R
> Corrigé de I’exercice 2.3
Soit @ : C — (%)7 (a +ib) — a + bX. Elle est bien définie.
Il s’agit bien d’un morphisme d’anneau :
— (1) =1
— ®((a+1ib) — (' +ib)) =P((a—d')+i(b—-V))=(a—d')+ (b—V)X = ®(a+ ib) — ®(a’ + ib’).
— ®((a+1ib) x (a' +ib')) = ®((aa’ —bb') +i(a’b+ab')) = (aa") — (bb') + (a’b+ab') X = (aa’) + (a'b+ab’ ) X +
(W) X2®(a +ib) x ®(a’ +ib'). car X2 = —1[X? +1]
La réciproque s’obtient directement, en prenant bien le représentant principal de chaque classe d’équivalence.

> Corrigé de I’exercice 3.1

1. ® est bien définie, car pour tout ¢ € R, T_ est bien une section commencantes ouvertes de Q.
Soit A € C(Q), on note B =Q\ A, alors (A|B) vérifie exactement les propriétés des coupures.
Donc pour tout A € C(Q), il existe un unique nombre t = (A|C(Q)) € R tel que ®(¢t) = A

2. Soit t € R. Soient a € T_ et c € T}

Si ¢ <q a, alors par définition des coupures, ¢ € T_. Impossible car T NT_ = ().
Donc, comme la relation d’ordre est totale, a <q ¢



3. Soit r € Q7.

b
Soit a € T_ et be T,. b—a € Q. Puis

Onadonc0<b—a< Nr.
b—a

—a . ooy b—a
€ QY. Notons N un entier supérieur a .

r

k
Notons ag = a, a; = a + et pour tout k € [0, N], ax = a + N(b —a).
Ona:a=ap<a; - <ag <agyr1 < - -ay = b, il s’agit de nombres rationnels.
Nécessairement, il existe k € [1, N] tel que Vi < k, a; € T— et Vi > k, a; € Ty (k= min{i | a; € T4},
non vide).
b—a
Onaalorsay_1€T_,a, €Ty et ap —ag—1 = —— <.
Et donc ag—1 +7 > ap € Ty et ag—1 € T— et U(ag_1,ax—1 +7) =r. Donc ¥ est surjective.
Elle n’est pas injective : sia€T_ et ce T ,alorsa—1€T_etc+1eT}.
Puis ¥(a—1,¢)=c—a+1=c+1—a=Y(a,c+1).
4. Soit r € Q. Onnote R_ ={a€Q|a<r}et Ry ={beQ|r <b}. Alors (R_|Ry) est une coupure qui
définie r. Si une autre coupure définie r, alors nécessairement, la section commencgante contient R_, mais
ne peut contenir r sinon elle ne serait pas ouverte et donc il s’agit nécessairement de R_.

> Corrigé de I’exercice 3.2

1. Soit ¢ € T, il existe a € T_(x) et b € T_(y) tel que ¢ =a +b.

Soit d < ¢. Comme d est un nombre rationnel, ainsi que a, alors b’ =d —a € Q.
Etdoncd=a+"b,avecac T (z) et b =d—a<c—a=bdoncd €T_(y).
Donc d € T. Ainsi, T est une section commencante. Elle est ouverte car s’il existait m € @ tel que

T={xeQ|z<gm}, alors comme m <o m, m€T.
Et donc il existerait (a,b) € T_(z) x T_(y) tel que que m = a + b.
Puis, comme T (z) et T_(y) sont ouvertes, il existe a’ > a, b’ > b tels que a’ € T_(z) et V' € T_(y).
On aurait alors m < a’ + V' € T, impossible.

Enfin, pour la commutativité, on exploite la commutativité (resp. associativité) sur Q.

2. L’élément neutre est 0. Bt —z = (T, T, ) ou T. ={a € Q| —a >z} = —(Ty(2) \ ({z} NQ)).
3. Oui, elle est totale par totalité de <qg et propriété 2. des coupures.

4 o4+z<y+z2<=T (v+2)CT_(y+z2)<=VacT (z),YVheT (2),a+hecT_(y+2)
<= VaeT (2),YheT (2),a+h3IbeT (y),Ih € T_(z)telsquea+h <g b+ h' Si
—b 1
a > b, alors en prenant h €]z — %72[, onaheT (z)et (h')=a+h—b>z+ (a—b)(1— 3> %
Donc il n’existe pas de i’ € T_(z) tel que a +h <g b+ h'.
Nécessairement z + 2z < y+z=Vae€T_(z),3beT_(y) tel que a <g b, donc T_(x) C T_(y) et
T < Y.
Réciproquement, si x < y, en prenant, pour tout h, h’ = h, on trouve z + z < y + z.
On passe I'étude du cas ou = et y sont des rationnels
5. Notons T'= {a — b,a € T_(x),b € T+ (y)}. Alors T est une section ouverte commencante de Q.
Soit s = (T,Q\ T). En fait, onax +s=y
Avec un travail comparable : z <y <= s >0

> Corrigé de I’exercice 3.3

1. Soita e V.
e Sia < 0. Alors pour tout s <g a, s <0 et donc s € V.
eSia=txu,avecteT_NRy et uecU_NR,.
pour tout s < a, ou bien s < 0 et donc s € V, par définition de V,

. S - . .
ou bien s > 0, v’ = n € Q et vérifie nécessairement u’ <g u,

ainsi s =t xu’,avect € T_ et v € U_. Donc s € V.
V est donc bien une section commencante.
Il reste a montrer qu’elle est ouverte. ..

2. Pour deux nombres négatifs, ou un nombre négatif et un nombre positif,
+ sis; = s

. ) — 1
C ks £ ou s1,52 € {+,—} et le

on définit le produit avec une régle des signes : s; X sy =
produit des valeurs absolues (valeurs positives) des nombres.
> Corrigé de I’exercice 3.4

1. Soit z € R, alors il existe deux fractions r et r’ tel que r € T_(x) et v’ € T ().
r= b On réalise la division euclidienne de p par ¢. Il existe a € Z et b € [0,q — 1] tel que p = ag + b.
q



b
Ainsir=a+ -, donca<r<a+letdonca—1€T (x)NZ.
q

Donc {n € Z | n < x} et non vide. De méme, on trouve o’ € Z, tel que a’ < v’ < ' + 1, donc
d +1€T,(z)NZ

Donc {n € Z | n < z} est majoré (par a’ + 1).
On prend n = max{n € Z | n < z}.

A
2.Onprendz=—etn+n—1
a

3. Voir le cours
4. Idem

> Corrigé de I’exercice 3.5

C’est la question importante.

En fait si A est une partie de R majorée, on considére To = {¢ € Q |Vez e Az < qlet Th ={geQ | Tz €
Atel que ¢ < z}.

Alors (T1,T») est une coupure de Dédekind, elle définit un nombre z réel, égale a la borne supérieure recherchée.

> Corrigé de 1’exercice 4.1
Il faut démontrer la majoration.
Soit N € N. Soit n € N
e ou bienn < N, a, <an < by.
e ou bienn > N, a, <b, < by.
Donc V n,N € N, a,, < by, on en déduit (par construction) : a, <g n+1 <@ bnt1 <g bn.

Cela peut donner une bonne définition de v/2.

De la méme maniere, on doit pouvoir viser la construction de tout nombre réel admettant une définition calcu-
latoire.

> Corrigé de I’exercice 4.2
1. Par récurrence.

2. Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe m € N tel que a.,, > fin-
Alors ay, — fin > 0. Et comme (a, — f,,) est croissante, pour tout n = m : an — fn > am — fm.
En particulier a,, — fm < an — fn <g dn — ¢ et donc pour tout n = m, do — co > 2" (am — fm)-
Ce qui est impossible, car le terme de droite peut étre rendu aussi grand qu’on veut. ..
3. o Elle est réflexive par définition des bissecantes : a,, <g by
e Elle est symétrique, par construction (symétrique).
e Elle est transitive : supposons que ((ay), (b)) est similaire & ((cy), (dn))) et ((cn), (dn)) est similaire &
((en), (£2)))-
On peut appliquer le lemme (an), ((cn ),( n)) et (fy), doncVn €N, ap <@ fa-
et également & (ey,), ((cn), (dn)) et (by), donc Vn €N, e, <q bn
Donc ((an), (by)) est snmlalre a ((en), ( fn )

> Corrigé de ’exercice 4.3

1. e Elle est réflexive par définition des bissecantes.
e Elle est antisymétrique, en effet siz <yety <=z
alors pour tout couple de suites bissecantes ((ay), (bn)) et ((cn), (dn))) associés & x et y respectivement,
VneN a, <gdy, et aussi ¢, < by.
Cela signifie par définition que =z = y.
e Elle est transitive. On exploite & nouveau le lemme.

(bn) (dn)
(an) # o) Y
e Ou bien il existe ng € N tel que by, < Qcp,.
Alors pour tout n € N, a,, <g bn, <g Cny <Q dn-
Et ainsi, par définition : z < y e Ou bien, pour tout n € N, ¢, <g b, et donc par définition y < x

2. Supposons

1
3. SizeQ,alors z = ((2), (z+ 27)) € R. Donc d’une certaine fagon Q C R.
Puis si x <g y, alors z < y.
Donc la relation d’ordre définie sur R, prolonge cela définie sur Q.
On peut donc garder la méme représentation en passant de Q a R.
C’est la représentation d’un droite pointillée qui devient ligne continue.



> Corrigé de I’exercice 4.4 On note Ag = ag, By = bg.
On construit alors (4,) et (B,,) de la facons suivante (par récurrence) :
Si A, = Gy (n) €t B, = bg,(n),
Alors comme V € > 0, 3m € N tel que 0 < b,,, — a,, <€,
en prenant € = 1(Bn — A,) >0, il existe m,, € N tel que 0 < by, — aym, <
On considére alors ¢(n + 1) = max(p(n) + 1, my,).
On considere alors Ay, 11 = apnt1) €6 Bry1 = by(ny1)-
Nécessairement, p(n+ 1) € N et o(n + 1) = ¢(n), donc ¢ est strictement croissante.
Ainsi (A,) est extraite de (a,) et (By,) de (by).
Et donc elles héritent : (A,,) est rationnelle croissante et (B,,) est rationnelle décroissante.
Ensuite, par construction de ¢ :

1
Bn+1 - An+1 = bw(n—i—l) — Qp(n+1) < bm,n — Qm,, < i(Bn - An)

oo (Ba) N\
Smtx—{ (A) 7

Alors, pour tout n € N, il existe m € N, tel que a,, < A,, < B,, donc a, < x.
de méme, pour tout n € N| il existe m € N tel que A,, < B,,, < by, donc z < by,.

!
Si il existe un second réel ' = { Ei,"; > qui vérifie les mémes propriétés :
n
YvmeN, a, <2’ <bn.
On a donc 2’ < by, donc ¥V n,m € N, A/, < by,.
Et en particulier pour m = ¢(n) : A;, <q by(n) = Bn.
Et de méme : a,, <2’ , donc V n,m € N, a,, < B,.
Et en particulier pour m = ¢(n) : A, = aym) <qg By,
Donc x = 2’ car ce sont des suites de bissecantes similaires.

> Corrigé de ’exercice 4.5
1. Addition
(a) e En effet, (a, + ¢,) est croissante et (b, + d,,) est décroissante.
o Il s’agit de suite de rationnels (corps Q).
evVneN,b,+d,>a,+c,.
o VneN, (bni1+dni1) = (@nt1 + cnt1) = (ng1 — ang1) + (dngr — Cnsa)

1 1
< 5((bn —ap) + (dn —cn)) = 5((bn +dn) — (an +cn))
(b) A démontrer

(c¢) On étend la soustraction par addition avec un nombre négatif (i.e. plus petit que 0,ieVn € N, a,, <o 0

ou de maniere équivalente : 3 n € N tel que b, <g 0
2. Si on n’avait pas l'existence de ng, alors pour tout n € N, a,, < 0 et donc z < 0.
Pour n > nyg,
(ancy) est croissante : produit de deux suites croissantes, positives.
(bndy) est décroissante : produit de deux suites décroissantes, positives.
Enfin : ]
0 < bndn — QpCp = dn(bn - an) + a/n(dn - cn) < 27(d0(b0 - aO) + bO(dO - CO))

Ainsi lim b, d,, — anc, = 0.

3. Inverse
(a) Cela découle du fait que x # 0 (et 0 < x)
1 1
(b) —— > — : car (by,) est décroissantes et positives.
bnfrl biL
< — : car (a,) est croissantes et positives.
Ap+41 Qn
Enfin : ) ) . 15
ng—f: n — An <f 0 — Qo
Gn b b, 27 a
1 1
Ainsi lim — — — = 0.
an by

1 1 1
(c) Il existe un unique réel dans chaque ({, } ), il s’agit du nombre —.
b, an T

Siz < 0etx+#0, on considere 'opposée de I'inverse de 'opposé de .. .



4. Gratuit : une démonstration de plus :

x:{bn\l :{dn\etzz{fn\&.

an Y cn en
= = <
Alors x + 2 {an-i-@n . et y+z { o ten N Comme z < y, alors Vn € N, a, <d, et

également e, < f,.
Et donc a, + e, < ap+ frn <dp+ frn. Ainsiz+ 2 <y + 2.
Et les segments emboités [a,en, by, fr] converge vers xz et les segments emboités [c,e,, d, fr] converge vers
yz.
Par positivité : aye, < anfn < dnfrn. Donc zy < yz.
Enfin :
En quatre temps :
— Comme z < y avec z; = 2, puis comme 2’ <y avec zo = y, on a :

z4+2 <y+a2' <y +a2
— Comme z < y avec z; = 2’ < 0, puis comme z’ <y avec zp =y < 0,on a :
zr' <ya' <y'a'

— Comme z L y,avec z=—zr—y,ona —-y=x+z<y+z=—z
1

— Comme 0 < xz <y, avec z = —, on a

1 1 1
Et comme — # 0, sinon 1 =y x — =y x 0 =0, ce qui est faux. Donc 0 < —.
Yy Y Y

> Corrigé de ’exercice 4.6
1. m<b0<po+1€N,sib0:@
do
2. Soit E une partie non vide et majorée de R.
On note M ’ensemble des majorants de F, non vide donc.

E est non vide : soit a € E. E est majorée, on note b € M.

2
Il est possible que b = { (A 2) S ¢ Q, on prend alors b = 43, un majorant rationnel. ~ De méme,
br)

sia={ CARRN ¢ Q, on prend alors a = o, un rationnel, plus petit qu'un élément de E (a)

- (Oé?) /\ 9 p - 0 ) p p q .
Construisons la suite suivante de bissecantes par récurrence.

an+b .
Cp = % (pi1 = Up,bpi1 = ¢y sic, e M
Gnt1 = Cpn,bpy1 = by, sic, n'est pas majorant de £
Le nombre z = éb"; > est la borne supérieure de F.
n

x est bien défini :
— Par récurrence : pour tout n € N, a,, < ant1 < ¢ < bpy1 < by
Donc (a,,) est croissante et (b,,) est décroissante.

ayn + b, — 2a,
. Cnp —Qn = f 1
— pour tout entier n, b1 — Gpi1 = %, — i,y — by = §(b" —ap).
n — Cn = 9
On a alors, par récurrence, pour tout entier n : b, — a,, = 27(170 — ag) Puis, pour tout n € N, b,, est un

majorant de F, par construction et a, n’en est pas.
1 1
Et a, = b, — (bofao)gxgbn:an+2—n(bo—ao).

on
e Si x n’est pas majorant de FE, il existe u € E tel que = < u.
1
et donc b, < = + 27(b0 —ag) < u.
Tr+u
2

1 —
En prenant n tel que 27(1)0 —ap) < % (possible), on a b, < <u



Ceci est impossible. Donc x est bien un majorant de E, i.e. x € M.
e Puis pour tout n, a, n’est pas un majorant, donc il existe u,, € E tel que a,, < uy,.

1
Puis z < b, = a,, + z—n(bg —ag) < up + Q—n(bo —ap)

1
donc pour tout n € N, 3 u,, € F tel que = — 2—”(b0 —ag) < up

> Corrigé de I’exercice 4.7

1.

On peut exploiter les deux théorémes de la borne supérieures, afin de
— construire les suites bissecantes a partir des coupures (=)
— construire les coupures a partir des suites bissecantes (<).

Tout a tour :

— On donne sens géométrique a la limite d’une suite de Cauchy

— On définit la relation d’équivalence (sur les suites de Cauchy) : a, ~ b, ssi Vee Q,3IN €
Ntel que Vp,g > N, |a,—by <e

€
(Pour la transitivité, on prend 3 et 'inégalité triangulaire). R est alors le quotientage des limites des

suites de Cauchy sur la relation ~.
— On montre la propriété d’étre bornée (4 partir d’un certain rang, donc bornée tout cours)
enprenant e=1:Vp > N,ay —1<a, <any+ 1
— L’addition est naturelle : @, + b, = a,, + bn,.

— La multiplication est trés naturelle (peu importe le signe!!), mais pas facile & démontrer.
€

On exploite : |apb, — aghy| = lap(by, — by) — (ag — ap)by| < Ssupb, + Ssupa.’
— Pour la relation d’ordre, il faut démontrer que si on n’a pas a,, ~ b,, alors on a :
e ou bien 3 ¢y tel que V n € N, 3 p,, ¢, tel que a,, — by, > € (cas (by) < (an).
e ou bien 3 €y tel que V n € N, 3 p,, ¢, tel que a,, —b,, < —e€p (cas (an) < (byn).
On prend la négation de a, ~ b,, mais ce n’est pas suffisant, il faut aussi exploiter le fait qu’elles
soient de Cauchy, avec n = max(Ne,,q; Neg,b)- - -
— Reste a montrer 1’équivalence des constructions.
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