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Suites classiques

1 Suite définie implicitement

Principe

Les termes de la suite sont définie comme solution d’une fonction dépendant de n.

Il faut commencer par démontrer ’existence de la suite, cette existence ne peut étre que théorique; c’est a
dire qu’il est impossible d’exprimer simplement (ou analytiquement) la solution du probléme. Le théoréme
utilisé est donc ici : le théoreme de la bijection ou théoreme des valeurs intermédiaires monotone. Rappelons
les hypotheses : la fonction est continue, monotone. Ce sont finalement nos seules connaissances, il faut les
utiliser a de multiples reprises. . .

L’utilisation de tableau de variations et d’un bout de schéma peut s’avérer trés pratique. . .

> Exercice 1.1.

Pour n € N, on définit la fonction numérique f,(x) = 2™ + 1622 — 4.

Montrer que 1’équation f,,(x) = 0 admet une unique solution sur R*.

On note z,, cette racine. Etudier la suite (z,,).

On pourra commencer par tracer sur un méme graphe y = f,(x) et y = fn41(x), puis localiser x,, 1 et x,. ..

Comment étudier une suite définie par une équation (implicitement) ?
On suppose que f, est une application monotone sur I, continue et que 0 € f,(I).
On note alors pour tout n € N, x,, = f,71(0) (il s’agit d’un ensemble d un seul élément).

~ Encadrement.
On a nécessairement x, € I, et donc si I est borné, il en est de méme de (zy,).

Etude de la dynamique (c’est le plus subtil).
1l faut comparer fn11(xn) @ fnt1(Tng1) =0, puis utiliser la monotonie de fr41.
Ainsi par exemple, si l'on sait que fn11(xn) > 0= fri1(Tnt1)
puis que fni1 est décroissante, alors &, < xT,y1 et donc (x,) croissante.
Pour faire cette comparaison, on est souvent amené d faire fni1(xn) = for1(xn) — frn(zn).
Trés souvent, on exploite le tableau de variations.

~ Convergence.
On applique tout simplement le théoréme de la limite monotone.

~> Recherche de la limite.
Ici, il faut montrer toutes nos qualités d’analyste mathématicien : il faut savoir élimer les termes
négligeables pour garder le meilleur qui donne alors une premiére approzimation puis la valeur £ de la
limite visée.

~> Recherche d’un développement limité.
Méme chose que précédemment, en considérant v, = x, — £. C’est le début du D.L.. ..

> Exercice 1.2. .
k

. T
Soit V¥V n € N, f":IHZﬁ_e
k=0

1. Montrer que V n € N, 3! z,, € R} tel que fy,(z,) = 0.
On définit ainsi parfaitement une suite (z,,)

2. Etudier les variations de la suite (x,,)
3. En déduire que la suite (x,) converge.

Pour continuité le DL, il faut en savoir un peu plus sur les séries. Ici la limite est 1



> Exercice 1.3.
Soit f une fonction définie et continue sur [0;1] telle que f(0) = f(1). Montrer que :

1
VneN* Ja, €l0,1] tel que f (acn + n) = f(zp).

La suite (z,,) est-elle convergente ?

> Exercice 1.4.
Pour n € N*, on considére le polynéme
P=X"+X"14+.. +X-1
Etudier la fonction polynomiale associée et en déduire que P, n’admet qu’une seule racine positive. On la note
Tn.
Etudier les variations de (r,) puis déterminer sa limite £.
Chercher un équivalent de (r,, — ¢)

> Exercice 1.5.
Montrer que, pour tout n € N*, il existe un réel > 0 et un seul, noté w,, tel que (u,)" In(u,) = 1. Montrer que
la suite (u,,) est décroissante et converge, déterminer sa limite.

2 Suite définie par une récurrence fixe : u, 1 = f(u,)

Principes de base
Soit f une fonction continue d’une partie de R dans R et (u,,) la suite définie par ug et Vn € N, w1 = f(uy).
— Il faut commencer par s’assurer de l'existence de la suite : suivant le domaine de définition Dy de f,
il faut prendre garde & ce qu’une telle suite soit bien définie; si f(Dyf) C Dy et up € Dy cela ne pose
pas de probléme.
— On admet (momentanément) le résultat suivant (cela dépend d’une propriété sur f, non encore défi-

nie) : Soit (uy) une suite réelle définie par un+1 = f(u,) avec f continue. SI la suite converge vers ¢
ALORS f(¢) = ¢.

Insistons :
— f est bien indépendante de n.
— ce théoreme ne donne donc absolument pas la convergence de la suite, simplement les éventuelles limites.
Toutefois si f n’admet pas de point fixe, la suite est nécessairement divergente.

> Exercice 2.1.
On a représenté une fonction f quelconque sur un graphe et plusieurs valeurs initiales (ug, vg, wp). Représentez
les valeurs de ug pour k < 5, v pour k < 5 et wy, pour k <5
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> Exercice 2.2.
Etudier la suite définie par ug € [0,2] et Vn € N, w41 = V2 — up,.

Comment étudier une suite définie par une relation de récurrence u, 1 = f(u,)
On procéde dans ordre suivant :

~ Ftude des variations de f et/ou du signe de f(x) — x (ce qui donne aussi les solutions de f(£) ={).

~ Recherche des intervalles J de R stables par f (i.e. tels que f(J) C J) : on montre par récurrence que si
ug € J, alorsVn € N, u,, € J.

~ Cas ot f est croissante sur J stable par f : on montre par récurrence que si ug € J alors (uy) est
monotone. Son sens de variation dépend du signe de uy — ug = f(ug) — ug.

~ Cas ou f est décroissante sur J stable par f :
On se raméne au cas précédent en posant v, = Usp, Wy = Uspt1- Les suites (vy,) et (wy,) vérifient :

vg =ug, Yn €N, v, = fo f(uv,)

wo =u1, Yn €N, wy11=fof(w,)
La fonction g = f o f est croissante, J est stable par g, les suites (v,) et (w,) sont monotones de sens
contraire, il reste @ étudier leur convergence.

~ Nous verrons des méthodes complémentaires avec l’inégalité des accroissements finis. Souvent, on exploite
également les formules bien connues des développements limités. L’usage des séries peut également aider
(trouver des équivalents par la méthode dite « des petits pas ».

> Exercice 2.3.
Etudier la suite définie par ug > 0 et Vn € N, up41 = V2 + .

1
En exploitant la comparaison logarithmique, on pourra montrer que, pour tout € >0 : u, =2+ O <(4 + e)”>

Comparaison logarihtmique

U
Si on arrive a montrer que pour n = N, ntl o (< 1).
n

. N . , u U \ ,
Alors pour tout € > 0 (on prend aussi € < 1—{£), a partir d’un certain rang : ntl < nﬂ, ot vy, est une suite

un Un

géométrique de raison £ + €.
Et donc par comparaison logarithmique : u, = O(v,) = O ((£ + €)™), pour tout ¢ > 0...



> Exercice 2.4.
Etudier la suite définie par ug € [0,2] et Vn € N, up11 = 2 — up

> Exercice 2.5. 9
Etudier la suite définie par ugp > 0 et Vn € N, up 41 = u? + —.

mn

> Exercice 2.6.

in(L
On pose, pour z € R*) f(z) =1+ sz(””).
1
1. Montrer que si z € R*, alors f(x) € | §] et que fo f(z) > 1.

2’2
1
2. Montrer que f est i—lipschitzienne sur [1, +ool.

3. Montrer que : 3 € [1, +00[ tel que f(¢) = L.

4. Soit (uy) telle que ug =1 € R* et Vn €N, upi1 = f(un).
Montrer que : V n > 2, u, > 1 et que (u,) — ¢

> Exercice 2.7.
Etudier la suite définie par u,4+1 = arctan(u, ). Déterminer toutes les applications continues telle que f(z) =

f(arctan(z)).

Peut-on “alléger" les hypotheses de 'exercice ?

> Exercice 2.8.

Soit la suite définie par ug € R et up41 = up + ui Etudier le comportement de la suite suivant les cas :
a) ug €] — 0o, —1[U]0, +o0|

b) ug € [-1,0]

> Exercice 2.9. On note I l'intervalle ]O; L [
V6

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel non nul n par u, 11 = u, — 2u> et u; =

TO.
On note f la fonction définie sur I par f(z) =z — 2z°.

1. Déterminer les variations de f, comparer f(I) et I.

2. Déterminer la monotonie de la suite (uy,).

3. Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite

> Exercice 2.10. Soit ug(a) = a et upy1(a) = In(1 + uy(a)).

1. Montrer 'inégalité suivante dans R* :
2

xf% <In(l142z) <=z
2. u,(a) est-elle définie sur R™ ?
Mountrer que lirf un(a) = 0.
n—-+0oo

1
n+1
En déduire la nature de Z up(1).
4. Pour a > 1, a-t-on u,(a) > u,(1)?
Quelle est la nature de Z un(a)?

3. Montrer que u, (1) >



Correction des exercices

> Corrigé de I’exercice 1.1 Soit n € N.
1. La fonction f, est continue sur RT, c¢’est une fonction polynome.
2. La fonction f,, est strictement croissante sur RT.
On peut le démontrer avec la dérivée.
Ou bien, on peut le démontrer directement :
x> ", x > 1622 sont croissantes sur RT (elle sont bien connues)
et x — —4 est constante (donc croissante).
Une somme de fonctions croissantes est croissante.
3. donc la fonction f,, établit une bijection de Rt sur [f(0); Eg fl.
Or f(0) = —4 et lim f = +o0.
+oo
Donc f réalise une bijection de [0; +oo[ sur [—4; +00].
Comme 0 € [—4; +oo|, 3 !z, € R tel que f,(z,) =0
—1+ V257
2

3
(Remarque : zg = % ~ 0,433, T = —ay ~ 0,470, x5 =

211
par croissance de f,, on a x, < =

puis fni1(rn) = 2" + 1622 — 4 = 2"(z, — 1) < 0 car z,, €]0, 1].
Donc fni1(2n) < fuy1(Tny1), par croissance de fri1 @ Ty < Tpy1-
Ainsi la suite (z,,) est croissante.

1
5"

1
Par croissance, 0 < z, < on et donc par encadrement : (z)) — 0.

Elle est majorée par 3 donc elle est convergente vers £ avec ¢ <

Et donc 1622 — 4 converge vers 0 mais aussi vers 16¢% — 4.
ité : 0 4 1
ar unicité : £ =4/ — = —...
P 16 2
On note y, = £ — z,(> 0), alors y,, — 0. Connaitre y,, est le début de la connaissance de z,,.

1
fo(@n) =0=foll —yn) = (£ —yn)" +16(£ — yn)? —4 = (£ — y,)" + 162 — 16y,, car £ = 7
Puis, comme y,, — 0, 16y2 = o(y,), donc ~ (£ — y,,)" ~ 16y,,.

n 16 n n n .
Donc yl = ég ~ (1 — %) . Il ne faut pas conclure trop vite : rappel (1 + E)” — e”.
on—1 n
n n
Ici (yn>0),0<1n(1—y7n) :nln(l—yjn)g—nx y7n~2n(€—yn)”—>0. (1—%) —e’ =1
Lo 1 1 1 1
AlnslynNWetl'HZZ_W‘i‘O(?l .

> Corrigé de ’exercice 1.2
1. Soit n € N,V k € N, z — z" est croissante et continue sur RY.
Alors par somme de fonctions, z + f,, () est croissante et continue sur R’ .

~0,485...) fn(%) =L 0= fu(an) et

Enfin, comme f,(0) =1—e <0 et lir}rl fn(x) = 400, le théoréme de la bijection permet d’affirmer qu’il
r—r+00

existe un unique z, € R} tel que fy(x,) =0

2. Soit n € N, nous avons vu que f,, est croissante.

n+1 .’Ek xn+1
De plus T) = — —e= T —_—
p fnJrl( ) ~ k?' fn( )+ (’I’L—|—1)'
- n+1
Donc fo(tni1) = fog1(@ni1) ——H— <0, car zp41 > 0, daprés ce que on a vu précédemment.
—— (n + 1)!
=0
x 0 Tyl T +00
+00
S
Donc on a le tableau suivant : Fn(2) ) 0
<0
a
1—e

Donc 2,41 < Ty, ceci est vrai pour tout entier n. Donc (z,,) est décroissante.
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(1.43, -0.45)

3. (zp) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.
o 1 1 1 1
A1ns1yn~2n_4 etxnzifWJro o |-

> Corrigé de I’exercice 1.3

1 1
Fixons n € N*. Considérons ¢ : [O, 1-— n} - R,z flz+ E) — f(x).

On cherche a montrer qu’il existe z,, tel que p(x,) = 0.
Supposons le contraire.

On a donc, pour tout k € [0,n — 1], avec 3 = k s p(zr) # 0. Si il existe k tel que ¢(xy) et @(zr41) sont de
signe contraire, "
alors avec le TVI appliquée & ¢ continue, on trouve & €|ay, xg41[ tel que p(€) = 0. Impossible.
Donc les n nombres {¢(zy), k € [0,n — 1]} sont tous strictement du méme signe.
On a donc

S o@) = Y Fli+ ) Fla) = 3 flewn) - Flan) = Flea) - Flao) = F1) - £0) =0
k=0 k=0 k=0

C’est impossible, puisqu’on somme n termes tous non nuls et du méme signe.
Donc notre hypothése initiale est fausse : il existe z,, tel que ¢(z,) = 0.

La question de la convergence de la suite n’a pas de sens, car (z,) est mal définie (il aurait fallut la stric-
tement monotonie sur ¢, mais cela changerait tout l’exercice.).

> Corrigé de I’exercice 1.4

Pour le calcul de la limite de (r,), on sait que P, (r,) = Z rk—1=0.
k=1
a — an+1

n
1l faut réduire le nombre de (r,,), en présence. Heureusement : Z at = 1

k=1

,sia# 1.
C’est le cas ici (on montre que r, < 1sin > 2). On a donc :

7‘n_7‘2+1_ n+l _
—— =1l 2r,+1=0
1—r, "

. 1 1
puis r, = = +

1
5 T onr2 + o(=) comme DL.

On trouve (aprés manipulation) : (r,) — on

> Corrigé de ’exercice 1.5
Pour n € N*, on définit f,(z) = =" In(x).
1. Etude de la fonction f.
fn est dérivable (produit usuel) sur R et V2 >0, f,(z) =na" 'lnz+ 2" ' =2" ' (nlhz + 1).

-1
Ornlnz+1>0eInz> — <=z (croissance de exp).
n

Donc f, est décroissante sur |0, e~ /"] puis croissante sur [e ™'/, +ool.



2. Montrer qu'il existe un unique u,, tel que f,(u,) = 1.
Or lim f,, = 0 (croissance comparée), f,(e”/") = —— < 0 et lim f,, = +o0.
0+ ne +oo
Donc 1 ¢ f(]0,e~ /™[ et f, continue et strictement croissante donc établit une bijection de Je™ /™, 4-00[
sur | — —, 4o0].
en
Alors 1 n’admet un et un seul antécédent par f sur R, il est méme sur ]e_l/", +0o0][. On le note u,

3. Déterminer le sens de variation de la suite (uy,)nen.

1 1 1
Fn(tni1) = up g n(upgr) = X uptyIn(un41) = frv1(ung1) =
Up+1 Un+1 Un+1

Or fry1(1) = 1"*1In1 = 0, donc frn+1(1) € frnt1(uns1) et par croissance de f, 41 sur ]671/(”+1),—|—oo[ :
1 < upgr-
Par conséquent, f,,(unt1) = %4-1 < 1= fn(uy). Par croissance de f,, : upt1 < Up.
Par conséquent la suite (uy,) est décroissante.
4. (uy) est décroissance et minorée par 1 (voir un calcul plus haut), donc (u,,) converge et lim(u,) > 1.
On va chercher un majorant de (u,) par une suite qui tend vers 1, de la forme 1 + v
M 3:6 1 et donc si a,, = 0 : In(1 + a,) ~ a,.

by
Notons également que (1 + a,,)" = exp(nln(1l + a,)).

Notons, par la regle de Lhospital que

1
Et donc si a,, = —, alors (1 + a,)" = exp(nIn(1+ —)).
n n

1 n 1
Or:nln(l+n7)Nn7:F_>OSia>1'
Et donc si a > 1, (14 a,)™ — ¢ = 1, par composition des limites.
1
Alors, dans ce cas, fn(1+an) ~ 1% ay, — 0. Donc u, > 1+ —, pour tout a > 1.
n
. 1 n _
E‘551a<1:nln(l—i—n—a)wn—a:n1 ¢ = 400
1 1 1 1
ne  2n2 * 3n3a + O(nﬁ)'

1 1 1
Et donc nln(l + —) =n'™ — §n1—2a + gnl_go‘ + o(nl39).
na

1
Ainsi,sioce]i,l[,1—04>O,1—2oz<()et1—3a<0,

1
En fait, on doit aller plus loin dans le DL : In(1+ —) =
na

1 1
Donc lim exp §n1*20‘ = limexp gnl—sa 1

1 e "
et donc f,(14+ —) ~ —> 400, par croissance comparée.
nao n% n—+oo
1 1
On en conclue que f,(u,) < fu(l+ W) (& partir d’un certain rang) et donc w, <1+ ey

Par encadrement (u,) — 1.

1
5. Pour I'équivalent de u, — 1, il semble que — soit intéressant mais. ..
n

> Corrigé de 1’exercice 2.1



> Corrigé de 1’exercice 2.2
frx= 2=z Df =] —00,2], f décroissante et f([0,2]) = [f(2), £(0)] = [0,v2] C [0,2].
-1++5

(>0et fl) =L<=(>0et P +{—-2=0<= (= 5
~14++5
2

Les suites (uay,) et (u2,+1) sont adjacentes et converge vers

> Corrigé de I’exercice 2.3

Soit f: x +— /2 + z. Il s’agit d'une translation de la fonction +/-.

Donc, on peut affirmer directement que Dy = [—2, +o0[, (méme si Dy =] — 2, +00]).
et f([—27—|—00[> = R+ C Df. Ug € Df.
Ainsi (u,) est parfaitement définie et pour tout n € N, u,, > 0.

Par ailleurs, f est strictement croissante, donc (u,,) est strictement monotone.

Pour tout n € N, (comme u,, > 0) :

Upi1 = Up S 2+ up = U2 & (up —2)(u, +1) <0 S u, €10,2]

Donc (uy,) est croissante si ug € [0, 2[, constante si ug = 2 et décroissante si ug > 2.
Pour tout n € N, (par croissance de /%) :

Up =2 = Upy1 = V2 F Uy = VA=2

Ainsi si ug > 2, pour tout n € N, w,, > 2 (récurrence) et si ug < 2, pour tout n € N, w,, < 2 (récurrence).
Dans tous les cas la suite (u,) est convergente (croissante majorée si ug < 2 et décroissante minorée si ug > 2).
La limite ¢ vérifie f(¢) = ¢, d’aprés un calcul fait plus haut, cela donne ¢ =2 ou £ = —1.

La seconde situation est impossible donc, pour tout ug > 0, (u,) converge vers 2.

Si I'on veut calculer une vitesse de convergence, il faut comparer u, 1 — 2 a u, — 2.

On note, pour tout entier n, v, = u, — 2. On a donc vp11 = Vv, +4 — 2.

On reconnait un nombre dérivé : lim vith-vi vi =,/4) = 1 1
h—0 h 2v/4 4

1

Un+1

Ainsi, comme (v,,) — 0, on trouve — 1
Un
1 v w
Soit € > 0, si on note w, = (= + ¢)". Il existe N tel que ¥ n > N, —+L < —+L
4 Up, W,
1
Alors (vy,) = O(wy,) et en particulier, pour tout € >0 : u,, =2+ O ((4 + 6)")

> Corrigé de ’exercice 2.4
frx— V2—2 Dy =] —00,2], f décroissante et f([0,2]) = [f(2), f(0)] = [0, \/5] C [0,2].
£>0et f(E):£<:>€>Oet£2+€—2:0<:>€:_lT\/5.

~1+5

Les suites (uay,) et (u2,+1) sont adjacentes et converge vers 5



> Corrigé de I’exercice 2.5
2
Soit f:a 2+ =. Dy =R*. f(R}) C Ry
x
si u, =1, alors u,% > uy et donc upqq > Up.

Donc :
e Si ug > 1, alors (par récurrence), tp41 > Uy > 1.

2 2
e Siug <1, alors — > 1 > 2, donc uy > 1, puis pour tout n > 1, up41 > upy > 1.

Uy,
La suite (u,,) est donc strictement croissante, et uy > 1.

n—1
Posons, pour tout n > 1, P, : u, > u?
1—-1 0 .
— u% = u% = u1, donc P; est vraie.

— Soit n > 1, supposons que P,, est vraie.

Untl il

Un, u?

Comme u; > 0, on a minoré par une suite qui diverge vers 'infini. Donc (u,,) également.
(Par la suite, on pourra étudier In(uy,). . .)

271,71)2 _ gxon—1 gn—1+1

= Uy, + > Uup. Donc up4q > ui > (uf =uj = uj , donc Pp41.

> Corrigé de 1’exercice 2.6
Pour démontrer que f est k-lipschitzienne, la stratégie consiste a exploiter I'inégalité des accroissements finis :
Si f est continue sur [z, y] et dérivable sur |z, y[, alors |f(z) — f(y)| < sup |f'(t)| x |z — y|.

telz,y|
1
—Cos 7 1
ICi, f/(t) = th, donc |f/(t)| < 5 sit > 1...
. 1 , 1
On a ensuite : |up+1 — €| = |f(un) — f()] < §|un — /| et par récurrence |u,, —¢| < 2—n|u0 —1.

Par conséquent (u,) — £...

> Corrigé de I’exercice 2.7
> Corrigé de I’exercice 2.8
> Corrigé de ’exercice 2.9

> Corrigé de I’exercice 2.10
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