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Devoir surveillé n°10
CORRECTION

Les points qui figurent en marge sont écrits & titre indicatifs, ils sont susceptibles de changer (légérement)
selon la qualité des copies.

Probleme - Surprise!

Partie I. Exemples. (Incertitude d’événements et entropie de variable aléatoire)
1. On choisit une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.

On peut modéliser ici, vu ’expérience aléatoire
— qu’QQ est 'ensemble des 32 cartes et
— que le tirage est telle que toutes les éventualités(=événements élémentaires) sont équiprobables. /1,5

P(A) = 3% et s(A) = —lngiz =5In2

2. Soit n € N*. On lance n fois une piece équilibrée. On peut modéliser ici, vu ’expérience aléatoire
— qu'Q) = {P, F}" est 'ensemble des n-listes de P ou de F. Donc card(Q2) = 2™.
— que toutes les éventualités(=événements élémentaires) sont équiprobables. /1,5

1 1
P(B) = z—net s(B):—an—n:nIHZ

— @ est (quasi-)certain alors P(€') = 1 et donc (') = —In(1) =
— Si A et I'événement contraire A sont équiprobables, alors P(A4) = P(A).
Or P(A) + P(A4) =1, donc P(A) = 1 et s(A) =In2.
— Si A et B sont indépendants pour P et si P(AN B) # 0, donc P(AN B) = P(A)P(B)
alors s(ANB) = —In(P(ANB)) = —In(P(A)P(B)) = —InP(A) —InP(B) = s(A) +s(B). /1
4. Si les événements Al, A, ..., A, sont mutuellement indépendants,

alors P(N_, 4;) HP

En composant par L

0.

Reprise de la question 2, en notant si A; est I’événement < avoir PILE au lancer i >, /1,5
on a alors les événements Ay, Ay A, sont mutuellement indépendants.
Et comme B = ﬂ A;, on a donc s(B) = Z Zln =nln2. /1,5

i=1 i=1
5. Soit A et B deux événements tels que A C B et P(A ) 7é 0.
Alors P(A) < P(B), puis par décroissance de la fonction L : /1

s(A) > s(B)

6. Soit Us, une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur {1, 2, 3}, que vaut S(Us) ? On a alors
P(Us;=1)=P(U3=2)=P(Us =3) = %

Donc /1,5
1.1 1.1 1, 1
S =—-In-—-In-—-ln- =1
(Us) gng—glhg-zing n3
7. On a, en appliquant la définition : /1
1.1 1.1 1
S(Z)=—-In- — fan ——ln-= gln2




On a alors 5
§1n2 >In3<=3n2>2In3 <= 1n8 >1n9 < FAUX

Donc
S(Z) < 8(Us)

Partie II. Mathématisation de la surprise
On montre que

1. Par composition, ¢ est continue sur ]0, +oo] et sur | — oo, 0].
Par ailleurs, lir% —ulnu =0 = ¢(0). C’est un résultat du cours.
u—

‘ Donc ¢ est continue sur R. ‘

Puis |
w(u) — ¢(0) _ —u nu—0 C Cnu—s oo
u—0 u—0 u—0

‘ Donc ¢ n’est pas dérivable en 0. s n’est pas de classe C* sur [0, 1] ‘

2. On sait bien que pour tout a €] — 1, 4+o00[ : In(1 + a) < a, avec égalité si et seulement si a = 0.
On a alors pour u €]0,1], donc a = = — 1 € [0, 400] :

1 1 1 1-—
—lnu=ln-=In(l+—-—-1)=ln(l+a)<a=—-—-1= Y
U u U

u

Donc en multipliant par u > 0, V u €]0,1], p(u) = —ulnu < 1 — u.
Puis en . =0, on a ¢(u) =0 et 1 — u = 1, donc 'inégalité reste vraie en u = 0.

‘VUE[O,I],w(u):—ulnugl—u (11)‘

Enfin, il y a égalité si et seulement 0 = a = % — 1 donc

‘avec égalité si et seulement si u = 1. ‘

3. On a la représentation suivante :

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0.2 ®® 02 04 06 08 1.6

-0.2 1

-0.41

4. On considere ¢ qui vérifie ().

(a) e Si A est certain, la surprise qui nait de sa réalisation est nulle : f(P(A4)) = f(1) = 0. Cest
la condition (7).
e Plus A est improbable, plus la surprise de sa réalisation est forte : f est décroissante. C’est
la condition (44).
e Si A et B sont indépendants, alors la surprise qui nait de la réalisation des deux événements
est la somme de chacune des surprises de réalisation : f(P(AN B)) = f(P(A)P(B) =
F(P(A)) + f(P(B). Cest la condition (ii7).
e La continuité de f est une condition naturelle (physique) que 'on peut espérer. C’est la
condition (iv).

O Remarques !
g On parle parfois plutét de la quantité d’information que de la quantité de surprise ici.

Mais l'avantage de parler de la surprise est que le mot surprise commence par un S, comme le mot

entropie. . .

/1

/1,5

/1,5

/1,5

/1

/2

/2



b

(b) Soit p €]0,1] et ¢ : t %t, bijective et dérivable.
On fait le changement de variables u = ¢(t) dans le calcul intégrale suivant
1 [P 1 1 1
= w)dt= | Ypu)du= | Y(p)dut [ P(u)du

P Jp/2 1/2 1/2 1/2
car v vérifie le point (7i7) et en exploitant la linéarité de I'intégration. Puis comme 9 (p) est
une constante :

I 1 !
vpelot o[ wi= o0+ [ vads
P Jps2 1/2
(¢) @ vérifie (iv), donc ¥ admet des primitives, notons ¥ l'une d’elles.
2 P !
1 == (o) -v (L)) -2 d
pel, v) = (Yo - ¥ (3)) -2 ) vl

Or V¥etp— % sont dérivables sur |0, 1]; & part elles, il n’y a que des constantes.

‘w est dérivable sur |0, 1] ‘

1
Et en dérivant p — pip(p) = 2 (\I/(p) — \I/(%)) —2p 1(q)dg, on a la relation :
1/2

1
p
Vpell,  p () +up) =20'(p) v (5) =2 [ wigdg
1/2
Donc comme ¥’ = 1), en divisant par 2 :

1
et )+ [ =) - o (5) - juer =50 (5)

car 1 vérifie la relation (#4i).

a 1 ! 1
vpeol, ~5=swe+ [ stigaveca=o (4)
1/2
(d) T existe donc une constante C' (indépendante de p) telle que pour p €]0,1], py’(p) =

Cela peut d’intégrer en ¢ : p— Clnp + D.
Or ¢(1) = D =0, d’apres le point 1.

‘il existe « = —C > 0 (pour que ¢ vérifie (7)) telle que @ : © — aL(x) ‘

(e) lim ¢(x) = —(—00) = +o0.

z—0t

Il serait infiniment surprenant de réaliser un événement de négligeable (de probabilité nulle) ‘

ITI. Entropie des variables aléatoires discretes d’univers image fini

1. Il faut changer de variable aléatoire. On réfléchit sur la partition Q = U [X = 2]
i=1

Il faut donner la méme valeur L(p;) atouslesw € [X = 2;]. Onnote Z : w Y i | L(pi)1x=z,-
On a alors :
E(Z) =) ZwP{w})=> <ZL (Pi)1[x =z, (W)P ({w})>
wGQ weN

SIS (ZLpz 1ix—s ><{w}>>

k=lw | X(w)=z) \i=1

> (ZLpZ X ] ()P <{w}>>
w | X w)=x}

x>

=1 1=1

3

(0+0+ +L(pk) {w})+0+---4+0
w | X(o.))_T;C

k=1 i= k
n n
= Z L(px) P({w}) Z L(pp)P(X =) = — Zpk In(py)
k=1 w | X(w)=zk k=1

/2

/1

/2

/1,5

/1

/2,5



Donc avec Z = ) L(p;)1{x=s,, on S(X) = E(Z)
i=1

1

En fait S est la valeur moyenne (pondérées par les probabilités) de la surprise associée a la variable aléatoire X

2. On applique n fois I'inégalité : —p; In(p;) > 0.
On additionne : — ipi In(p;) > 0, donc S(X) > 0.
Et on a égalité si e%:sleulement siVieN,, —p;In(p;) =01ie. p; €{0,1}.
Or Zpi =1, donc cela est équivalent a 3 iy € N,, tel que p;, =1 et p; =0 si j # 4.

i=1
Donc /1,5

‘ S(X) = 0 et S(X) =0 si et seulement si X est une variable aléatoire certaine. ‘

3. Soit n un entier non nul et U,, la variable uniforme sur N,,.
(a) On a pour tout k € N,,, P(U,, = k) = +.

Donc /1
1
S =N " Zh-=
(Un) Z - In . Inn
k=1
(b) On a pour cette loi uniforme : /1
(n—1)(n+1)
V{U,) =
(Un) 19
Donc /1

¢) Comme Papplication u — £1n(12u + 1) est croissante, par composition de fonctions crois-
pp 3 » P p
santes, /1

‘ I’entropie et la variance de variables uniformes sont simultanément croissantes. ‘

4. On applique n fois I'inégalité (Z;) en u = np; : —(np;) In(np;) < 1 — npi.
On additionne :

_aniln(npi) < an —ani =n—-nx1=0
1=1 =1 i=1
Or /1
- ani In(np;) = —ani In(p;)—n Zpi Inn =nS(X)—nln(n) ani =n(S(X)—S(Uy,))
i=1 =1 i=1 i=1

Par ailleurs, 1’égalité est assurée si et seulement si pour tout ¢ € N, np; =1, i.e. p; = %,
c’est a-dire, si et seulement si X = U, /1

‘Bilan : S(X) < S(U,,) avec égalité ssi X = U,

On a montré que parmi les variables aléatoires finie X, la loi uniforme U, réalise le mazimum
de l’entropie.

O Remarques !

§ Comme en réalité, S(X) ne dépend pas des valeurs prises par X, mais seulement des probabilités des
1

événements a considérer, toute variable aléatoire tel que ca’r‘d(X(Q)) =netVeeX(Q), PX=2z)= -



Partie IV. Entropie, distribution de Boltzman et loi normale

1. On a les équivalences suivantes

6

6
Yoo =1 > op =1

TeA= ] =t — s =t
Zip,- =E Z(i—l)pi =E—1|Ly— 1L
=1 =2

Le systeme est échelonné, il est donc de rang égal a 2, il y a 6 — 2 = 4 variables libres.
On prend comme parametre/variables libres les nombres ps, p4, ps et pe.

On a alors
o+ p = 1—p3s—ps—ps—ps
cA=
v { p2 = E—1-2p3—3ps—4ps — ps
po= =2-E) +ps +2pst+ 3ps  +4ps | L1 — L2
p2 = E —2p3  —3ps  —4ps —5ps
/2
_ 6
Aveca; ;= (—1)"'(j+i—3)etay =2—Fetas=E,onap;, =a;+ Y, ai;p;
=3
Et il y a évidemment équivalence entre cette écriture et le fait d’étre dans A. /1,5
Donc A est un espace affine de dimension 4 ; c’est ’espace de direction
vect((1,-2,1,0,0,0),(2,-3,0,1,0,0), (3, —4,0,0,1,0), (4, —5,0,0,0, 1))
et passant par le point (2 — E, E,0,0,0,0)
2. 11 s’agit donc de faire des dérivées partielles, par composition :
. af ai.; as.; 1
Vie[3,6], =—(P)=-a;lnpi—pi—2 —az;lnpy —po—2 —Inp; — p;—
[[ ]] ap] ( ) J P J Do J Jp]
/1,5
. o — _
Donc j > [3,6], *@( P)=Ip;+1+a;(Inp1 +1)+az;(Inp: +1)
j
3. En se plagant en ?* et en remplagant les nombres a; ; :
Inp; = —1—oaq j(Inp] +1) —agj(Inp; +1) = -1~ (j = 2)(Inp] +1) + (j — 1)(Inp3 + 1)
= j(Inp; —Inpj) + (2Inp —Inpj)
Donc en notant A = Inpj — Inp} = an—% et B=2Inp] —Inp5 =1In (I;If, on a
1 2
vV jl3,6], p;=-exp(Aj+ B)
Etpour j=1: Aj+ B=A+ B =1Inpj et pour j =2; Aj+ B =2A+ B =Inp} /2
Donc avec A =In Z—% et B=1In (Z;If, on a pour tout j € [1,6], p; = exp(Aj + B).
1 2
0 A+BlfeGA o, A+Bl*7€6A+6€7A
4. Sachant que ;m:l:e ﬁet ;'LILZEZS W
(dérivée de la somme géométrique) (...)
on trouve des valeurs numériques (fonction de E) des constantes A et B. /2

Par ailleurs, la distribution de probabilité obtenue : pr = Ke™*T (avec A = —A4 > 0 et K = eP)
suit la méme loi, de Boltzmann, que celle vue en thermodynamique de distribution des particules
selon les niveaux d’energies propres, connaissant 1’énergie moyenne (obtenue marcroscopique).
C’est la distribution la plus 1égitime compte-tenu de nos informations.

5. On considere un nouveau probleme.
On applique la méme méthode, on trouve avec le méme calcul : /2

JAB,CeRtelsqueVic[-nn] p;=exp(A+ Bi+ Ci?)

Puis I'espérance étant nul : B = 0 Finalement p; = K exp(—ci?) car C < 0 (ici ¢ = —C et
K = e,

pi = K exp(—ci?) ‘ - discrétisation de la loi normale.




Partie V. Entropie de couples de var

1. Propriétés
(a) On suit le conseil de I"énoncé. On note p, ,, = P(X = 2,Y =y)etp, , =P(X' =2,V =y).
On a alors :

PX' =2Y =
- > > P<X=$’Y:y)(_P((X::c,Y=yy>)+1)

TEX(Q)=X'(Q) yeY (Q)=Y"(Q)

- ¥ S pey (p/x’y + 1) — > Py — Poy)

PEX(Q)=X'() yeY (=Y"(2) Payy reX@

)=X'(Q)
YyEY(Q) =Y'(Q)
= > Pey= D Pay=1-1=0
z € X'(Q) z € X(Q)
y €Y'(Q) Yy EY(Q)
Donc, par factorisation /2

P(X'=x2Y' =y) PX =zY =y)
/ AN _ _ ) o 9
K(X,Y, X', Y") = >, PX=xY y>(ln P(X=2Y=y PE=-zY=y
€ X(Q) =X (Q)
) =Y'(Q

yEY(Q )

(b) L’inégalité (Z;) affirme que pour tout u € R}, —ulnu <1 — u.
Siu>0,0naalors—lnu<%—1(:>—ln%:lnu>1—%<:>ln%—a+1<0.
_ Pay

En prenant u, , = == € R, on alors
zy
/ /
(ln Pow Doy 1) <0
Dzy  Pzy
Puis, comme p, , > 0 /2

-K(X,)V, X V)<0<= K(X,Y, X" Y')>0
L’égalité a alors lieu, si et seulement si chacun des termes additionnés est nul,

pz,y, Inl-—L141=0<u=1 (dapres (Iy)).

/

i.e. ssi pour tout u =

T,y
Ainsi on a I'égalité si et seulement siV (z,y) € X(Q)xY (Q) = X' (Q)xY"(Q), pey = Ph -
/1
‘K(X7 Y, X' Y') > 0 avec égalité ssi (X,Y) et (X', Y’) ont la méme loi conjointe. ‘
(¢) On suppose que
— X' et X suivent le méme loi,
— Y’ et Y suivent le méme loi,
— X' et Y’ sont indépendantes.
P(X'=zY =y)
KX, Y, X\Y") =-— PX=xzY=y)l ’
( b ) ) ) Z ( '/L'7 y)nP(X:x7Y:y)
T € X(Q) = X'(Q)
yeEY(Q) =Y'(Q)
= - pryP(X ' =2,Y =y)+ Z Py 0(Pzy)
€ X(Q) = X'() € X(@)
yEY(Q)=Y'(Q) yEY(Q)
= > pey M[P(X' = 2)P(Y' =y)] - S(X,Y)
T € X(Q) = X'(Q)
yeEY(Q) =Y'(Q)
= - > Poy In[P(X" = 2)] — > Poy In[P(Y' =y)] - S(X,Y)
z e X(Q) = X'(Q) z e X(Q) = X'(Q)
yeEY(Q)=Y'(Q) yEY(Q) =Y'(Q)
=- mPX' =2) D> py— >, WP =y) DY py
TEX(Q)=X"(Q) yeY (Q)=Y"(Q) yeY (Q)=Y"(Q) TEX(Q)=X'(Q)
- S(X> Y)
= > In(P(X' =z)P(X =z) — > WPy =y)PY =y)-S(X,Y)
zEX(Q)=X"(22) yeY (Q)=Y"(Q)
Enfin, comme X et X’ ont méme loi : In(P(X’ = z)) = In(P(X = z)).
De méme pour Y et Y. /2

Ainsi, sous les conditions de I'énoncé : K(X,Y,X',Y") = S(X) + S(Y) — S(X,Y). |




(d) Quelques remarques au préalable ici :

A la premiére lecture...
Cela semble simple, mais la condition recherchée S(X,Y) < S(X) + S(Y') ne repose sur aucun couple
(X7, Y7).
L’enjeu principal de cette question est donc de montrer que si X et Y sont données, il est possible de
trouver (X', Y") vérifiant exactement les hypothéses des questions précédentes :

X' et X suivent le méme loi (et donc X(Q) = X'(Q2)),
— Y’ et Y suivent le méme loi (et donc Y () =Y'(Q)),

X' et Y’ sont indépendantes.

Soient X,Y deux variables aléatoires finies.

On considere X', Y’, telle que : /2

— X'(Q)=X(Q)

— Y'(Q) =Y(Q)

— ¥ (a,y) € X(Q) x Y(Q), P(X,Y') = (,9)) = P(X = 2)P(¥ = ).

Alors /1

PX'=2)= Y p,,= > PX=2PY=y)=PX=2) Y PY=y=PX=uz)
yeY’(Q) yeY’ (Q) yeY’ (Q)

De méme /1

PY'=y)= > p,= Y PX=2PY=y=PY=y) Y PX=z)=PY =y
zEX'(Q) zEX'(Q) zeX'(Q)

Donc :

— X et X’ ont la méme loi

— Y et Y/ ont la méme loi

— X' et Y’ sont indépendantes

On a alors d’apres les questions précédentes :

S(X)+S(Y)-S(X,Y)=K(X,Y,X,Y') >0

Il y a alors égalité ssi (X,Y) et (X’,Y”) ont méme loi conjointe.
Or cela donne : X et Y sont indépendantes (X a méme loi que X’ et Y que Y”).
La réciproque se vérifie aisément : si X et Y sont indépendantes, S(X,Y) = S(X)+S(Y).
Donc /2

‘ S(X,Y) < S(X)+S(Y) avec égalité si et seulement si X et ¥ sont indépendantes‘

2. Entropie conditionnelle.
On définit I'entropie conditionnelle de Y sachant X par Sx(Y) = S(X,Y) — S(X).
Elle mesure I'incertitude restant sur la valeur de Y lorsque la valeur de X est connue.

(a) On a vu que dans tous les cas S(X,Y) < S(X) + S(Y). Donc /1

[Sx(Y) =S(X,Y) - S(X) <S(Y)|

La connaissance de X diminue I’espérance de la surprise de réalisation de Y.

(b) On considere m + 1 réels ag, aq,...an € [0,1].

i ln<2ak> In(a;) =In 1—|—Zak )=0

k#j
car Z — 2> 0 et que In est croissante. /1
ki U
m
Vjielo,m], In(a;)< ln(z ar)
k=0

Donc, comme a; > 0

— ng(aj) = Zaj In(a;) < Zaj In <Z ak> = Zak x In (Z ak> =—p (Z ak)
§=0 §=0 §=0 = k=0 k=0 k=0
Ainsi /1,5
D (@) =0 (D a (Z2)
j=0 j=0




ii. Sil'un des a; = 0, notons le ay,

m m
alors comme ¢(ay) = 0, on trouve Zcp(aj) = Zg@(aj) et Zaj = Z a;.
i=0 i#h i=0 i#h
On trouve donc le cas précédent, mais avec m — 1 nombres,
donc cela fonctionne également, tant que m > 1.
Puis pour m =1 et ag = 0, on trouve : p(ag)(=0) > ¢(aop) /1,5
‘Donc I'inégalité (Zy) reste vraie si (a1, ...an) € [0,1]™TL ‘

iii. Pour que (Z3) soit une égalité, il faut que les inégalités exploitées soient elles-mémes des
égalités.
a
+£ 0.

11 faut donc que pour tout j, >
k#j @
Comme c’est une somme de termes positifs, il faut que V j, ¥V k # j, ar, = 0.
Or §’il existe deux indices, j # k tel que a; # 0 et a # 0,
on ne peut donc pas avoir une égalité dans (Zz). /1
m m
Réciproquement si pour tout i # h, a; = 0, alors on a Z vla;) =plan) = ¢ Z a;

§=0 §=0

(A noter que a; peut étre également nul). /1

‘ Donc (Z3) est une égalité si et seulement s’il existe au plus un indice j € [0, m] pour lequel a; # 0

(c) On exploite I'inégalité (Zy) pour a; = py,y :

S ez | D pey | =@ PX =2))

yEY (2) yeEY ()
Donc /1,5

VeeX(Q), > ¢PX =Y =y)>ePX =1)
yeEY ()

En sommant l'inégalité précédente sur x € X(Q) :

S(X.Y)= Y > ePX=zY=y)> ) oPX=1r)=8(X)
z€X (Q) yeY () z€X () /1 5

| Donc Sx(Y) = S(X,Y) - S(X) > 0|




