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CONCOURS BLANC
CORRECTION

Probleme

Préliminaires

Si P et @ sont deux polynémes qui définissent la méme fonction polynomiale de [—1,1] : V o € [-1,1], P(z) = Q(z),
alors comme ’ensemble I = [—1, 1], posséde un nombre infini d’éléments, P — Q) admet une infinité de racines.

Donc P — @ est le polynéme nul (il ne peut pas admettre strictement plus de n racines sans étre nul), donc P = Q.
Ainsi ’égalité des fonctions polynomiales sur [—1, 1] entraine 1’égalité des polynomes.

La réciproque est évidente.

’ Pour tout n € N, on peut faire I'identification de R, [X] et F,,. ‘

I - Polynémes de Tchebychev

Dans cette partie, n désigne un entier naturel.
1. Existence et unicité
(a) Pour tout 6 € R,

cos(nf) = Re(e™?) = Re((cosf + isinh)") = Re <Z (Z) cos" % 9(i)k sin® 9)

/2] e
n/2
= Z (n> cos" 2P f(—1)Psin*’ @ avec (k = 2p)
2p
p=0
lnr2)
= Z ( ) cos" "2 (—1)P(1 — cos?(0))?
2p
p=0
Ln/2]
Donc, avec T,,(X) = Z (;)(1)1’X"2p(1 — X?)P onaV 0 cR, T,(cosh)) = cos(nh)
p
p=0

(b) Si R vérifie la méme relation, alors pour tout z € [—1, 1], on prend y = arccosz € [0,7] :
(T — R)(x) = T(cosy) — R(cosy) = cos(ny) — cos(ny) =0

Donc T'— R admet une infinité de racines donc T' = R.

‘Le polynome vérifiant () est unique‘

2. Relation de récurrence
(a) Soit z € [—1,1] et § = arccosz € [0, 7]. Pour tout n € N :

(Thyo+Tn)(x) =Thy2(cosb) + T, (cosl) = cos(n+2)0 + cosnd = cos(n+ 1+ 1)0 + cos(n+1—1)60
= 2cosf cosnb = 22T, (x)

Ainsi pour tout entier n, T4+ + 1), — 2X7T,, admet une infinité de racines donc c’est le polynéme nul.

’ Pour tout n € N, T, 0 =2XT,, 11 — T),. ‘

O Remarques !
% On pouvait aussi conclure en disant que les fonctions polynomiales de Eyny2, Tpio + Tn et © — 22Ty 41 coincident si bien que

lidentification prouvée dans la partie préliminaire permet de conclure a I’égalité des polynomes.



(b)

()

Pour tout 6 € R, cos(06) =1, donc Tp = 1.
Pour tout 6 € R, cos(#) = cosf, donc Ty = X.
Puis, avec la formule trouvée précédemment :

Ty =2XT, — Ty =2X%-1 Ty =2XT, — Ty =4X3 —3X

(Ty=1,T =X, T, =2X> 1, Ty = 4X° - 3X

Par récurrence (& deux termes).
On considere H,, : < degT, = n et [T,], =2". >
* Hg est vraie.
* Hq est vraie.
* Soit n € N. Supposons que H,, et H, 41 sont vraies.
Alors deg(T42) = deg(2X Ty 1 — Th).
Or deg(2XT41) =1+ deg(Th41) =14+ (n+ 1) =n+ 2 d’apres Hpy1,
et deg(—T,,) = deg(T},) = n d’apres H,,.
Donc deg T, 42 = n + 2 et par linéarité :

[Tn+2]n+2 = [2XTn+1]n+2 - [Tn]n+2 =2x1x [Tn+1]n+1 +0=2x 2n+1 = 2n+2

d’apres H,, puis Hpt1-
Ainsi H,, 42 est vraie.

‘Le coefficient dominant de T;, est donc 2" X" ‘

3. Racines et extrema.

(a)

2k —1
On consideére donc, pour tout k € {1,...,n}, 0 = Q

Il s’agit de n nombres distincts de [0, 7] or cos|[o,x est injective, donc (cos Hk)ke{l)___n} est une famille de n nombres
distincts. De plus, pour tout k € {1,...,n}, T,(cosfy) = cos(nby) = cos(g + km) = 0.
Les nombres (cos 6y )1<k<n sont n racines deux a deux distinctes de T, or le degré de T, est n donc

* ce sont LES n racines (distinctes) de T), (il n’y en a pas d’autres!),

* elles sont toutes simples.
n

Connaissant de plus la valeur du coefficient dominant de T5,, on en déduit la factorisation T;, () = A, H (x—cosby)

k=1
ou A, est le coefficient dominant de T;,.

T, =2""1 H(X — cosby)
k=1

Pour tout x € [—1,1], T,,(x) = cos(narccos(z)), donc || T,/ < 1.
Puis pour tout k € {0,1,...n},

To(ck) = cos(nl%r) = cos(km) = (—=1)*

Ce qui permet d’affirmer :

pour tout k € {0,1,...,n}, |Th(ck)| = [[Thlloo =1 et pour tout k € {1,...,n}, T,,(ck) = =T, (ck—1)(
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F1G 1 : Graphe sur [-1,1] de T5 : x — 423 — 3z et points de Tchebychev ¢, ¢1, ¢o et cs.



IT - Polynomes de Tchebychev et orthogonalité

Pour tout élément f,g € E, on pose (f,g) / f(cosB)g(cos 6)do.

1. % Pour tout (f,g) € E?, 0+ f(cos@)g(cos®) est continue sur [0, 7] donc (f, g) est bien défini et est un réel.

* (-, ) est symétrique par commutativité du produit dans l’espace des fonctions continues sur [0, 7.

* (-,-) est linéaire en son premier argument par distributivité du produit sur ’addition dans I’anneau des fonctions
continues sur [0, 7] et par linéarité de l'intégrale. Par symétrie de (-,-), on en déduit la linéarité par rapport au
deuxieéme argument d’ou la bilinéarité de (-, -).

s

* Pour tout f € E, (f, f) = / (f(cos6))2df > 0 par positivité de I'intégrale donc (-,-) est positive.
0
* Soit f € E telle que (f, f) = 0.

Alors / (f(cos6))2df = 0 donc 6 — (f(cosf))? est une fonction continue sur [0, 7], positive ou nulle sur [0, 7] et
0
d’intégrale nulle sur [0, 7] donc identiquement nulle sur [0, 7] : V0 € [0, 7] , (f(cos8))? = 0.

Puisque cos([0,7]) = [~1, 1], Vo € [~1,1], (f(x))? = 0 si bien que f est identiquement nulle sur [~1, 1].
Par conséquent, (-,-) est définie.

‘ Ainsi, (-,-) définit un produit scalaire sur E. ‘

2. Soient m,n € N.
(T, Tm) / T, (cos0)T,,(cos0)dl = / cos(nd) cos(mb)dd
0 0

o

cos(nf + mf) + cos(nfd — mo)) do = % /07r cos((n +m)0) + cos((n — m)0)do

l\D\H

* Sim=n=0,

(To, To) = ;/Oﬂ(l +1)df =

* Sim=n2>1,

o mmo 1 [sin(2n0) "o
(T, T,) = 2/0 (cos(2nd) +1)d6 = 5 [ 5 _~_9L =3
* Sim #n,
(Tn, Tin) = % / cos((n + m)0) + cos((n — m)6)do
0
_ 1 [sin((n+m)b) N sin((n —m)0)|" 0
2 n—+m n—m o o
Ainsi, (T, Tp) = 7 et pour tout (m,n) € N2\ {(0,0)}, (T}, T},) = 5m7ng.
Soit n € N.

La famille (Ty,Th,...T;,) est constituée de vecteurs deux & deux orthogonaux et tous non nuls (par définition des T;
pour ¢ € N) donc c¢’est une famille libre.

De plus, pour tout ¢ € {0,1,...,n}, T; est de degré i (I-2(c)) donc T; € E,, donc (Ty,Th,...T,) est une famille libre
de cardinal n + 1 dans FE,, qui est un espace de dimension n + 1 donc

‘la famille (Tp, T4, ... T,) et une base orthogonale de F,,. ‘

Dans toute la suite de cette partie, f désigne un élément de E, n un entier naturel et da(f, E,) = inf{||f — Q||2,Q € E,}.

3. (a) Version 1.1l s’agit du théoreme de projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie.
FE,, est de dimension finie. On note p, la projection orthogonale sur F,,.
(p existe bien, on peut le construire & partir d’une base orthonormée).
On a alors :

|3 1a(f) € En tel que || — ta(f)]| = da(f, En)- 1L s'agit de t(f) = p(f) |

Version 2.
Soit F,, un sous-espace de dimension finie de 1’espace préhilbertien réel (E, (-,-)). Alors, pour tout vecteur f de F,
la distance de f & E,,, définie par dao(f, Ey,) = inf{||f — Qll2,Q € Ey},

* est un plus petit élément,

* est atteinte pour un unique vecteur ) de E,, il s’agit du projecté orthogonal de f sur F,,.

Ainsi, 3 t,(f) € E, tel que ||f — t,(f)|| = do(f, En) et ta(f) = pg, (f)-




0 I n > est une
[Toll2” 1Tl (1Tl

(b) La famille (Tp,T1,...Ty,) est une base orthogonale de E,, (question II-2) donc <

base orthonomée de F,,.
Donc pour tout f € E,,

" Tk - <faTk>
tn = Ty,
,;J< ||Tk||2> 1T l2 kz::(] 175113

|? = et, pour tout k € {1,...,n}, |Txll3 = (Tk, Tk) = T ona

Enfin, comme ||Tj 5

vien n =Yg 2y,

k=1

4. D’apres la question I1-3(a), do(f, Bn)? = ||f — tu(f)||3. Or t, est un projecteur orthogonal, donc t,(f) et f — t,(f)
sont orthogonaux, donc on peut appliquer le théoréme de Pythagore : || f — t,,(f)||* + |tn(£)||* = || £]|* si bien que

1F = ta (DI = 1£15 = ltn (I3

Enfin, en reprenant I’expression de ¢, (f) établie & la question précédente et en utilisant ’espression de la norme d’un

T 2
vecteur en fonction de ses coordonnées dans une base orthonormale, ||t,,(f)||* = Z <|i); k>2 , d’ott
k=0 kll2

)

n

T 2
do(f, En) = | I1f12° = A, Ti)
k=0 ”Tk”Q

<f> Tk>2

5 est une série a termes positifs.

5. (a) La série Z
k>0 H k||2
Pour montrer qu’elle est convergente, il suffit de démontrer qu’elle est majorée.

Or pour tout n € N, (on éleve au carré la relation précédente) :

- Tk)
> <||fT = I1fll2" - (da(f. B))* < I3

2
Donc la série Z >2 est convergente.
k>0 ” kHQ

(b) La convergence de la série précédente implique que son terme général converge vers 0 donc hm <||J; |T> =
n—-+oo 2

2(f,T,
Or pour n > 1, | Tu|l2 = \/i donc (f,T,) = \/><f’ n) tend également vers 0 : hm (f, Tn) =

7 [|Tnll2 n—+oo

Par ailleurs,

W) :/o f(cosH)Tn(cosﬁ)dﬁz/o f(cosB) cos(nd)dd

s

donc lim f(cosB) cos(nd)dd =0

n—+oo Jq

6. (a) Soit h € E,
Vaoel[-1,1,h(x) < |l = VO€[0,7],h*(cos) < |hl%

On integre, 'inégalité est conservée :

1RZ = (h,h) / B2 (cos 0)d0 / hI2.d6 = |h]2,

En prenant la racine carrée (tous les nombres sont positifs) :

| Pour tout élément A de E, [[hl]> < v/ bl |

(b) On admet :V f € EVe>0,3T eR[X] | Vze[-11], |f(z) - T(x) <e.
Soit € > 0. .
Alors il existe T' € R[X] tel que pour tout z € [-1,1], |f(z) — T(z)] < —= ie.||f = T||eo <

VT

£
T
Notons N = deg(T). Pour tout n > N, T € Ey C E,, ; donc :
If = ta(F)ll2 = do(f, En) =inf{|[f = Qll2,Q € En} < |f —Tl2<V7llf —Tlls  <e¢
quest. II-6(a) pour h=f —T € E

Tim ([ — ta(f)]2 = 0




7. (a) On sait que do(f, En) = .| || f]l2> — Z (. Tk>22 donc

2\l
T 2
Tk do(f, Bn)? A2
2\l G Bl

tend vers 0 (quest. préced.)

converge vers || f||3 par comb. lin. de suites cv.

n 2
donc, la suite (Z {f, Tk>2 ) converge et sa limite vaut || f||3. Par ailleurs cette suite est la suite des sommes
=)
N T
partielle d’une série convergente (quest. II-5(a))!) donc sa limite est aussi représentée par Z ——— (somme de

i=o 1 Tkll2
la série). Par unicité de la limite d’une suite convergente, on obtient apres avoir pris la racine carrée
b b)

1£ll2 =

(b) Soit h de F telle que pour tout entier naturel n, / h(cos @) cos(nf)dd = 0.
S~ (B Te)

Alors pour tout n € N, (h,T},) = 0 et donc
= T2

= 0. Donc ||h|l2 = 0. Donc h = 0.

La réciproque est vraie et immédiate.

™
h =0, si et seulement si, pour tout entier naturel n, / h(cos 0) cos(nf)dd = 0.
0

(h, Ty,

Ty, € Ex.
< 1713

(c) Notons p = tx(h), la projection orthogonale de h sur Ey. Donc p € Exy et h=h —p=h — Z

Par linéarité :

N
71'7 ™ T
Vn>N7/ h(cos@)cos(n&)d@z/ h(cos 8) cos(nb)d Z {h, k Ty, Tn)=0+0=0
0 0 —
etVnSN,/ h(cosf) cos(nf)dd = (h,T,) =0 car h € Ey
0

Donc d’apres la question précédente, h = 0, donc h = p € Ey.
Et réciproquement, si h € Ey, alors, pour tout n > N, / h(cos @) cos(nf)df = (h,T,) =0
0

h € En, si et seulement si, pour tout entier n > N, / h(cos 0) cos(nf)dd = 0.
0

III - Etude d’un endomorphisme
Dans cette partie, nous considérons, pour tout n € N, I’application ¢,, définie pour tout P dans E,, par
Vo € [-1,1] , on(P)(x) = —2P'(2) + (1 — 2*)P"(x)

1. Soit n € N.
Notons d’abord que la dérivation d’un polynoéme donne un polynome, ainsi que le produit par un autre polynéme.
Donc si P est un polynome, il en est de méme de ¢, (P).
Plus précisément, si deg(P) < n, deg P’ < n—1 et donc deg X P’ < n, puis deg(P”) < n—2 et donc deg(1—X?)P" <
Et donc par addition, deg ¢(P) < n. Ainsi ¢, (P) € E,,.
Enfin, la dérivation (simple et double) est linéaire, le produit par x — z ou x — (1— acz) également, ainsi que ’addition
de deux applications linéaires. Donc ,, est linéaire.

’ Pour tout n € N, ¢,, est un endomorphisme de E,. ‘

Pour obtenir My, il suffit d’exprimer 'image des vecteurs de la base canonique de F5 par s dans elle-méme.

(1) =0 (X)) ==X (X?)=-2X?4+(1-X?*2=2-4X"

0 O 2
Donc My = Mpg(p2)=| 0 —1 0
0 0 —4




2. Soit n € Net k € {0,1,...,n}. On sait que pour tout 6 € R, Ti(cosf) = cos(kd).
L’application s : 6 — T (cosf) est de classe C?, on peut donc la dériver deux fois :

VoeR, s'(0)=—sinbT](cost) = —ksin(kb)

s"(0) = — cos 0T} (cos ) + sin? 0T} (cos @) = —k? cos(kf)
s"(0) = — cos 0T} (cos ) + (1 — cos? O)T} (cos §) = —k>T),(0)

On a donc pour tout = € [—1,1], (z = cosb) : o, (Th)(x) = —zT}(x) + (1 — 22)T} (z) = —k*Ti(z). ‘

3. Ainsi, avec la question précédente, on peut écrire la matrice de o, dans la base orthogonale B’ = (Ty, Ty, T3) :

0 0 0
MB/ ((,02) = 0 -1 0 = DQ
0 0 -4
Les deux matrices My et Do sont donc semblables (matrices d’'un méme endomorphisme dans deux bases différentes).

1
1 0 3
On note P = P§ = Mg (id) = P(B' — B), la matrice de passage de la base B’ 4 la base B. ,i.e. P=| 0 1 0
1
00 -
2

1 1
carTo=1,Ti =X et Th =—14+2X? — X2:§T2+§T0.

La formule du changement de base donne My = P 'DyP.

On a alors My = P~1D,P.
| |

4. Soitne Net H € E,.
(a) Soit P € Ker ¢,.

n n n
On écrit P dans la base B’ = (Ty,...T,) : P = ZaiTi. Par linéarité : ¢, (P) = Zaigon(Ti) = — ZaiiQTi =0.
i=0 i=1

i=0 i=
Donc par liberté de (T4, Ts,...T,), on a pour tout ¢ € {1,2,...,n}, a; = 0 et donc P = agTy = ao.
Réciproquement si P est un polynéme constant, ¢, (P) = 0.

‘ker ©n = Ro[X] = vect(1) ‘

(b) Soit (P, Q) € E2, toutes les fonctions qui agissent ici sont de classe C*.
Les intégrations par parties qui vont suivre sont donc licites.

/ sin? 0P (cos 0)Q" (cos0)dd = / sin P (cos 6) x sin Q" (cos ) dd
0 0
u(0) e

= |:SiIl OP(cos) x (— Q' (cos 9))}; + /Q:r (cos O P(cos ) — sin® 0P’ (cos 0)) Q' (cos 0)do

=0+ / cos 0 P(cos 0)Q’(cos 0)dd — / sin? P’ (cos 0) Q' (cos 0)d8
0 0

(P,on(Q)) = /O7T P(cosf) x (—cos Q' (cosb) + (1 — cos® 0)Q" (cos §))d8

= - / cos P (cos 0)Q’ (cos 0) + / sin? 0 P(cos 0)Q" (cos 0)de
0, 0
=- / sin? P’ (cos 0) Q' (cos )d8
0
Or ce dernier résultat est invariant par la transformation : P <> Q. Donc (P, ¢, (Q)) = (Q, on(P)).
Puis par symétrie du produit scalaire :

V(PQEE  (Ppa@) = (¢n(P).Q)]

(¢) Pour tout P € Im ¢, il existe R tel que P = ¢, (R).
Et donc pour tout @ € Ker ¢, :

Ainsi Tm ¢,, C Ker @
Puis pour des raisons de dimension (E,, est de dimension finie, égale a n 4+ 1) :

dim(Ker o) = dim E,, — dimKer ¢,, = dim(Im ¢,,)

d’apres le théoréeme du rang.

Donc Im ¢,, = ker <p7f




Ainsi, comme Ker ¢ = vect(Tp)

Helm g, <— (H,T)) =0 < / H(cos6)1d0 =0
0

n
(d) On suppose que P = Z p;T;, on a donc (par linéarité de ¢,,)
i=0

n n n n
on(P)=H <= > pip(Tn) = > hiT <= =Y pi’Ty=> hT,
i=0 i=0 i=0 i=0

Et donc par écriture unique sur une base :

on(P)=H <= Vie{0,...,n}, —i’p; = h;

Ozho
Vie{l,...,n}, —i’p; = hy

0=ho
= h;
Vz’e{l,...,n},pi:fi—2

* Si hg # 0, ’équation obtenue pour ¢ = 0 devient 0 = hg, c’est une condition de compatibilité du systéme linéaire
qui n’est pas satisfaite donc I’équation n’admet aucune solution.

* Si hg = 0, les inconnues p1, pa, . . ., p, sont déterminées de maniere unique, en revanche il n’y a aucune contrainte
sur pg donc ’ensemble des solutions est la droite affine

ZZTTZ + VeCt{To}
i=1

* Sihg#0 (<= H ¢ Im ¢,), 'ensemble des solutions est vide.
* Sihg =0 (<= H €Im ¢,), 'ensemble des solutions est la droite affine

Z - Ti + vect{To} = {sol. partic.} + ker ¢,
i

i=1

IV - Calcul exact d’une intégrale

Soit n € N*.
1. Pour tout h € {0,1...,n — 1}, en évaluant (E) en X",

Zajt?:/ Xh(COSG)dGZ/ coshﬁdt:Wh
j=1 0 0

On a donc le systéeme matriciel

a1 +  as + ...+ apn = @
a1ty +  asts + ... + apt, = Wy
. . —V, X a, =w,
) n—1 n—1 : n—1 _
a1t1 + a2t2 + ... + CLntn = Wn,1
1 1 ... 1 a1 Wo
tl t2 - tn a9 Wl
ouV, = . . ,a = ) (matrice inconnue) et w, = ) . C’est un systeme de
A n W1
Cramer qui admet une et une seule solution si et seulement si det V;, # 0.
Or on reconnait un déterminant de Vandermonde : detV,, = H (t; — t;), non nul car les t; = cosf; sont tous
1<i<j<n

distincts par injectivité de la fonction cosinus sur [0, 7).

‘ (E) admet donc une unique solution pour k =n — 1 ‘

Et en exploitant les formules de Cramer, on a

1 1 ... 1 W, 1 o 1
t1 ty ... ther Wao thgr ...t
ot et W, et L et
Pour tout h € {1,2,...,n}, ap = — 2 h-1 nol Chtd 2
II -t
1<i<j<n




2. Soient P € Fs,_1, Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par T;, dans R[X].

n—1

(a) En_1 = vect(Ty,T1,...T,—1) donc pour tout S € E,,_1, il existe (sg,...,8,—1) € R" tels que S = Z s;T;.

Et donc, par linéarité du produit scalaire en son premier argument,

n—1
=0

(b) Sachant que P = QT,, + R, par linéarité de 'intégrale :

i=0

1(P) = /0 (QT, + R)(cos 0)d0 = /0 Q(cos 0) T, (cos 0)d0 + /0 R(9)A0 = (Q,T,) + /O R(0)A0 = (Q,T,) + I(R)

Or, par définition de la division euclidienne, P = QT,, + R et deg R < n — 1 donc deg(QT,) = deg(P — R)
max(deg P,deg R) < max(2n — 1,n — 1) < 2n — 1. Par multiplicativité du degré, deg(QT,) = deg@ + deg T,

I IA

deg @ + n donc I'inégalité deg QT,, < 2n — 1 garantit que deg @ < n — 1. Par conséquent, ) € F,_; si bien que la
question précédente s’applique pour S = @ et donne (Q,T,,) = 0.

|

Pour tout P € Ey,_1, I(P) = I(R). \

3. Dans cette question, on suppose que n = 3.

(a) Donc Ty = 4X® —3X =4 <X+

det Vg = (tg — tg)(tg — tl)(tQ — tl) = () X (*\/g) X

Puis

2

V3
2

On a alors (avec la formule trouvée précédemment) :

T 1 1
0 0 —g
T 0 § 3
ag = 2 4 _ 4
det V3 _34£

O Remarques !

On a pour tout k € {1,2,3}, ar = g

(

V3

2

as =

1l est aussi possible de résoudre le systéme linéaire Vaa = w3 établi dans la question IV-1 :

J’_

+

= wo a2 + al
V3
R 3
= w2 Zm
a2z + a1 +
— a =
a; +
a2 + a1 +
— ar =
az
— ai
ag

_l’_

as
as

as
as
as

as

(RTINS S

Wl x| X0y

e
w

wl3o 3 w‘:!wo;‘

3 3 3 3
f)X(X—{).Onatlz\2f7t2:06tt3:—\2fsibienque

>_

Wy = / 1do=7m W;= / cosfdfd =0 Wy = / cos? 0do = [2(9 + 3 sin 29)]
0 0 0

us

_r
0 2
1 1w
3
T
TR
det V3
i
0
™
2
L3<—L3—L2

3



(b) Soit P € Es. D’apres la question 2(b) appliquée pour n = 3, en notant (@, R) le couple (quotient, reste) de la
division euclidienne de P par T3, on a

3 3
IP) = IR) = 3 ak(t) = 3 (P — Q) Zal (t) = 3 @ Q) Ty (t:)
i=1 i=1

i=1

Or t1, ty et t3 sont les racines de T3, donc T3(t1) = T3(t2) = T5(t3) = 0.

VPeEs, I(P)=> aP(t

4. Nous revenons maintenant au cas général.
(a) Soit z € R.

sina:Zcos((Zj - 1z) = Zsinxcos(( j—1)x me x+ (2§ — 1)z) +sin(z — (25 — 1)x)
- % ‘ (sin(2jx) +sin(2(1 —j)a:)) - %Z (Sin(ij) —sin(2(j — 1),@))
= % (sin(2nx) — sin(0)) = %sin 2nx

apres télescopage.

sin 2nx

Donc pour tout z tel que sinz # 0 : Zcos((Zj —1z) =
j=1

2sinx

(b) Soit k € {0,1,...,n—1},
S = ZTk(tj) = ZTk(cosﬁj) = Zcos(kﬂ Zcos 2j — 1))
j=1 j=1 j=1

km
avec T = 5 - et donc sin x # 0, sauf pour k = 0.
n

Donc, pour tout k € {1,2,...,n— 1}

sin(2nry)  sin(2kw)

2sin(zy)  2sin(zy)

et sop =n (To(z) =1)

‘Doncsoznetpourtoutke{l,...,n—l}, sk:O.‘

(¢) On sait qu’il existe une unique famille (ay,...a,) € R" tel que pour tout P € E,,_1, / P(cos0)db = Z a; P
j=1
Par unicité de (aq,...ay), il suffit de trouver un n-uplet satisfaisant 1'égalité ci-dessus pour affirmer qu’il s’agit de
celui que 'on cherche.
Pour tout k € {0,1,...,n — 1}, d’apres la question IV-2,

T _ _J 0 sik#0
/o Tk (cos 0)d0 = (T, To) = { sk = k0
Et par ailleurs, pour tout k € {0,1,...,n — 1}, la question précédente donne

- 0 sik#0
ZTk(ta‘)ZSk:{ n :ikio = o

donc, pour tout k € {0,...,n—1}:

/0 Tk(COS 0)(19 = 7T§k,0 = % X n5k70 = Z;Tk(tj)

Enfin, (To,...,T,) est une base de E,_1 et les deux membres des égalités ci-dessus sont linéaires en T} donc, pour
tout P € E,,_1, en décomposant P dans la base (Tp,...,T,), on obtient

/OﬂP (cos)d ZP (1)



Ainsi, par unicité des coefficients (ay,...,a,), on peut affirmer que

pour tout j € {1,2...n}, a; = T
n

Il reste & étendre (E), établie pour P € E,,_1 & P € Ey,_1. Pour cela reprenons l'idée de la question IV-2.
Soit P € Egn_l fixé.
Notons @ et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par T;,. D’apres la question IV-2(b),

I(P)=I(R) = /OTr R(cos 0)dé

Pa ailleurs, par définition du reste de la division euclidienne par un polynéme de degré n, R € F,,_; donc la formule
(E) ci-dessus s’applique a R :

j=1
si bien que
T n
1P) =3 R
j=1
Enfin, pour tout j € {1,...,n}, ¢; étant une racine de T;,, P(t;) = Q(t;) Tn(t;) +R(t;) = R(t;) donc
——
=0
T n T n
I(P) = EZR(Q‘) = EZP(Q)
j=1 j=1

Nous venons donc de prouver que

pour tout P € Esy,_1, I(P) = T E P(t;).
n
i=1

(d) On a, puisque n # 0 (dans cette partie n € N*),

us

I(Tyy,) :/ T, (cos 0)do :/ cos(2nf)df = [21 sin(2n9)] =0
0 0 n 0

alors que (un peu comme précédemment en question IV-4(b)) :

;TQn(tj) = Zcos <2n X (2‘72_711)7T> = Zcos((?j —1)m) = 2 (-1)=-n.

j=1

Ainsi, I(Ton) # % 3" Toalty).
j=1

Ainsi équation (E) est vérifiée pour k = 2n — 1 mais il existe au moins un polynéme de Es, (en l'occurrence Ts;,)
pour lequel elle n’est pas satisfaite.
Par conséquent,

le plus grand entier k tel que (E) est k = 2n — 1. Et dans ce cas, pour tout i € {1,2,...n}, a; = a = T
n

™
En analyse numérique, on dit que la méthode qui consiste & approcher la valeur de I'intégrale / f(cos8)db (pour
0

n
™
f € E) par la quantité — Z f(t;) est une méthode d’intégration approchée d’ordre 2n — 1 (elle este exacte pour
n
j=1
tous les polyndmes de degré < 2n — 1 et inexacte pour au moins un polynéme de degré 2n).

V - Polynémes de meilleure approximation au sens de Tchebychev

1. (a)

10



FIGURE 1 — Graphe sur [—1,1] de  — sin(27z) qui équioscille sur 4 points et a une norme infinie de 1.

Dans la question I-3(b) appliquée pour n < n + 1, nous avons prouvé qu’il existe (cg,...,c,t1) tels que

Vk € {0, 1,.. n+ 1} s ‘Tn+1(ck)‘ = ||Tn+1||oo et Vk e {1, Lo+ ].} s Tn+1(6k) = —Tn+1(6k,1)

k
De plus, pour tout k € {0,1,...,n+1}, ¢ = cos _:1 et la fonction cos est stritement décroissante sur [0, 7] donc
n

_0><71'< T (n+1)m
n+1l n+l n+l T n+1

=m=1l=cp>c1>ca>...>cCpy1 =—1

‘Ainsi, le polynome T}, de Tchebychev d’indice n + 1 équioscille sur n + 2 points.

Soit ¢ € {0,1,...,n+ 1} tel que f(z;) — P(x;) > 0.
* D’une part le signe de (f — P)(x;) et 'hypothese d’équioscillation de f — P en n + 2 points parmi lesquels z;
donnent

f(zi) = P(z;) = | f(z:) — P(zi)| = |f — Pl
* D’autre part ’hypothese ||f — Q|loo < ||f — PJ|oo garantit que

@) Q@) S 1)~ Q@IS I ~ @l < IS ~ Pl
VtER , t< It
donc
fzi) — Q(xi) < f(z:) — P(xi)
d’ou

| Q) — P(w:) > 0.]

Par hypothese dans le raisonnement suggéré par 'énoncé, || f — Qllec < ||f — Plloo donc ||f — P|loc > 0.
L’hypothese d’équioscillation de f — P en les n 4+ 2 points ¢ < 1 < -+ < 2,41 garantit que

VE€{0,1,...,n+ 1}, |f(zi) = P(zi)| = |f = Pllc >0

et impose que,
Vk € {1, 2,...,n+ 1} ,f(.’]?z) — P(.’El) = —(f(mi,l) — P(.’lﬁifl))

donc la fonction f — P prend, pour tout i € {1,...,n+1}, des valeurs non nulles de signes opposés en les extrémités
du segment [x;_1,x;]. Or d’apres la question précédente, le signe (au sens strict) en x; de @Q — P est le méme que
celui (au sens strict) de f — P en x; donc @ — P prend, pour tout ¢ € {1,...,n+ 1}, des valeurs non nulles de signes
opposés en les extrémités du segment [2;_1,x;]. @ — P est une fonction continue sur [z;_1, ;] (car polynomiale sur
[—1,1]) donc le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer que @ — P s’annule au moins une fois sur
[€;—1, ;] or ce n’est ni en x;_1, ni en x; donc

Vie{l,2,...,n+1}, 3z €]z, 2] (Q—P)(z)=0.
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Par conséquent, @ — P est un polyndome de degré inférieur ouégal a n (différence de deux polynémes de E,) qui
s’annule en au moins n + 1 valeurs distinctes z; < 29 < ... < z, donc c’est le polynéme nul donc

Reprenons le raisonnement proposé par 1’énoncé.

P est un élément de F,, tel que f — P équioscille sur n + 2 points.

Supposons qu'’il existe Q € E,, tel que ||f — Qlloo < ||f — Plloo (hyp).

Alors nous venons de prouver que P = @ donc ||f — Qo = ||f — Pllco ce qui contredit 'hypothese (hyp).
Par conséquent,

VQeE,, If = Qllc 2 [If = Pllss

ce qui caractérise (propriété (ii) de la définition de I’énoncé) le fait que

’P € E, est un PMAT de f d’ordre n. ‘

3. * D’apres la question I-2(c), T, 41 est un polynoéme de degré n + 1 dont le coefficient dominant est 2" donc 27T,
est unitaire de degré n -+ 1 si bien que g, : © + 2" — 27T}, () est polynomiale de degré inférieur ou égal & n :
qn € E,.

* Dans cette question, fonction f — g, est la fonction 27 "7, 11, or d’apres la question V-1(b), T;,4+1 équioscille sur
(n+ 2) points donc, en observant que la propriété d’équioscillation sur k points est préservée par multiplication du
polynéme considéré par un scalaire, f — g, équioscille sur (n + 2) points.

Le résultat de la question V-2 précédente s’applique :

‘qn est un PMAT d’ordre n de f. ‘

4. Soit P un polynome unitaire de degré n + 1.
Posons R =P — X"" € E,, de sorte que P = X""' + R et a, = X" —27"T, .1 + R=P — 27 "T),,1.
% Nous avons vu dans la question précédente que ¢, : z +— 2"t — 27" n+1(z) appartient & E,, or R € F,, donc
anp=q,— R€eFE,.
* Dans cette question, fonction P — a,, est la fonction 27"T,, 11, donc (voir question précédente) P — a,, équioscille
sur (n + 2) points.
Le résultat de la question V-2 précédente s’applique : a, est un PMAT d’ordre n de P donc (propriété (ii) de la
définition)
VQEE,, |P-anfe <|[P-Q[x
—_——

= |27 Th41l o
En particularisant la relation ci-dessus pour @ =0 € E,,,
127" Totalloe < [Plloo

Par homogénéité de la norme uniforme, |27"7T,,11|loc = 27"||Th+1]/c €t nous avons prouvé dans la question I-3(b) que
| Tn+1lloc = 1 donc

1

pour tout polyndéme P unitaire de degré n+ 1, on a || Pl|e = o0

5. (a) Soit P est un polynéme de degré n + 1 fixé.
Notons ¢ € R* son coefficient dominant.

¢ 1. P est un polynéme unitaire de degré n + 1 donc le raisonnement mené dans la question précédente prouve que
¢clp—gm n+1 est un PMAT d’ordre n de ¢ 1P

Montrons que P — 27T}, 11 est un PMAT d’ordre n de P.
* Le degré de P — ¢27"T,,+1 est inférieur ou égal & n car P et ¢27"T,, 1 sont de degré n + 1 et ont le méme
coefficient dominant.
* Soit @ € E,,_1 fixé quelconque. Par homogénéité de la norme,

[P = Qlloc = lec™ P = Qllo = lelllc™' P — ¢ Q| oo
orc¢ P — 27" +1 est un PMAT de ¢ 1P donc
[P = Qlloo = lelllc™ P = ¢ 'Qlloc = |ellle™ P = (¢ P = 27" Tnp1)|loo = [P = (P = 27" ¢Tp1) || oo

homogénéité de la norme

’Ainsi, un PMAT d’ordre n de f est P —27 "¢l 41. ‘

(b) Appliquons le résultat de la question précédente pour P = 5X3 +2X — 3, n =2, sachant que T3 = 4X°3 — 3X,

2
Ainsi, un PMAT d’ordre 2 de f : z — 5% + 22 — 3 est = +— Z?)X - 3.
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