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CONCOURS BLANC

Durée de I’épreuve : 4 heures
La calculatrice est interdite

Le devoir est composé d’un probleme.

Lorsqu’une question est jugée, a priori, plus difficile, elle est précédée du symbole (x) voire (xx).

La notation tiendra particulierement compte de la qualité de la rédaction, la précision des raisonnements et 1’énoncé
des formules utilisées.

BON COURAGE

Probleme

On note F, l'espace vectoriel des applications continues de [—1, 1] dans R.
On désigne par E,, l’espace vectoriel des fonctions polynomiales de [—1, 1] sans R de degré inférieur ou égal & n o n est un
entier naturel.
On pourra confondre les expressions : polynéme et fonction polynomiale.

Si f est un élément de E, on poe || f|loc = sup |f(x)].
z€[—1,1]

Préliminaires

Justifier d’une ou deux phrases, l'identification de R, [X] et F,, pour tout n € N.

I - Polynémes de Tchebychev

Dans cette partie, n désigne un entier naturel.
1. Existence et unicité.

(a) Déterminer un polynéme T & coefficients réels de degré n vérifiant la propriété (x) :
VOeR, T(cosh)=cos(nd) (%)

On pourra remarquer que cos(nf) est la partie réelle de (cos + isin6)™.

(b) Montrer que le polynéme vérifiant (%) est unique.

On l'appelle le polynéme de Tchebychev d’indice n. On le note T,.
On définit alors une fonction polynomiale sur [—1,1] par : V z € [-1, 1], T,,(z) = cos(n arccos z).

2. Relation de récurrence.
(a) Montrer que pour tout n € N, T}, 10 = 2XT,, 11 — T,
(b) Calculer Ty, T1, T et Ts.
(¢) Donner le coefficient dominant de T5,.

3. Racines et extrema de T,, pour n € N*,
2k — 1)m

km
On note, et jusqu’a la fin du devoir, pour tout k € {0,1,...,n}, ¢y = cos — et pour tout k € {1,...,n}, O = 5
n n

et tp = cosby.

n

(a) Montrer que T, = 2"~ ! H(X — tg).
k=1

(b) Calculer ||T}, ||, puis montrer que :

Vke{0,1,....n}]|Tn(ck) = | Tnlloo et Vike{l,...,n},Th(ck) = —Th(ck—1) -

Les n+ 1 réels cg, ¢, ..., c, sont appelés les points de Tchebychev.

(c) Dessiner le graphe de T5. Préciser sur le dessin les valeurs de ¢, ¢1, co, c3.



IT - Polynomes de Tchebychev et orthogonalité

Pour tout élément f,g € E, on pose (f,g) = / f(cosB)g(cos 6)do.
0

1. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur F.

Ceci nous permet de définir la norme euclidienne induite par (-,-) sur E : pour tout h € E, ||h]l2 = +/(h, h).
2. Calculer (T}, T,,) selon les valeurs des entiers naturels m et n.
En déduire que pour tout entier n € N, la famille (Ty,T4,...,T,) et une base orthogonale de E,,.

Dans toute la suite de cette partie, f désignera un élément de E et n un entier naturel.

On pose da(f, En) = inf{[|f — Ql|2,Q € En}.

3. (a) Enoncer un théoreéme justifiant I'existence et I'unicité d'un vecteur t,(f) de E, tel que ||f — tn(f)| = d2(f, Ey).
(b) Exprimer t,(f) & laide des polyndmes de Tchebychev.

On dit que t,,(f) est le polynéme de meilleure approximation quadratique de f sur E.

n

o 2 <f7 Tk>2
4. Montrer que do(f, En) = (| |fll2” — Z 2
k=0 HTk”2

T 2
5. (a) En déduire que la série Z (/. k>2 est convergente.
k>0 ”TkHQ

(b) Que pensez-vous de la limite de / f(cos 8) cos(nf)dl lorsque n tend vers +oo ?
0

6. (a) Soit h un élément de E, montrer que ||h]2 < v7||h]|co-
(b) On admet que pour toute fonction f de E,
Ve>0,3TeR[X]|Vzel[-11], |f(z)-T(x)|<e.

Démontrer que lim ||f —t,(f)]|2 = 0.
n—oo

*Z“’ (f, Ti)2
.
= || T 2

(b) Application : un théoréeme des moments.

7. (a) En déduire que : ||f||2 =

™
Caractériser les fonctions h de E telles que pour tout entier naturel n, / h(cos 0) cos(nb)dd = 0.
0

(c) Soit N € N. Caractériser les fonctions h de E telles que pour tout entier naturel n > N, / h(cos 0) cos(nb)dd = 0.
0

III - Etude d’un endomorphisme

Dans cette partie, nous considérons, pour tout n € N, application ¢,, définie pour tout P dans E,, par
Vo € [-1,1] , gn(P)(x) = —2P'(2) + (1 — 2*)P" ()

1. Justifier que, pour tout n € N, ¢, est un endomorphisme de E,,. Déterminer la matrice My de ¢ dans la base
canonique de Es.

2. Montrer que, pour tout k € {0,1,...,n}, pn(Tx) = —k*T). On pourra dériver la propriété (x) par rapport a 6.

0 0 2 0O 0 0
3. En déduire que les matrices | 0 —1 0 et Do = | 0 -1 0 sont semblables et expliciter une matrice
0 0 —4 0 0 —4
0 0 2
PecGL3R) telleque | 0 —1 0 | =P 'DyP.
0 0 —4

4. Soitne Net H € E,.
(a) Déterminer une base de ker ¢,,.
(b) Soient (P,Q) € E2. Montrer que

T T

/W sin?(8) P (cos 0)Q" (cos 8)df = / cos P (cos0)Q’ (cos )dd — [ sin?(0)P’(cos 8)Q’ (cos )d8

0 0 0
puis en déduire que (P, n(Q)) = (on(P), Q).

(¢) En déduire que Im ¢,, = ker ;- puis que H € Im ¢,, <= / H(cos6)dd = 0.
0
(d) Résoudre, en fonction des coordonnées (hg, h1,...,h,) de H dans (Typ,T1,...,T,) '"équation d’inconnue P € E,,,



IV - Calcul exact d’une intégrale

Soit n € N*.

2k — 1
On rappelle que l'on note, pour tout k € {1,...,n}, tx = cos Q

= cos 0y, les n racines du polynoéme T,,.

Dans cette partie, a tout polynome P, on fait correspondre le réel
s
I1(P) :/ P(cos0)do .
0
On cherche des réels aq,...,a, tels que

VP € E}, , / P(cosf)df = > a; P(t)) (E)
0 =1

ou k est un entier, le plus grand possible.

1. Ecrire matriciellement le systéme linéaire obtenu en évaluant (E) sur les polynémes de la base canonique de E,,_;.
s
On ne calculera pas les intégrales Wy, = / cos® 0df pour k € N.

0
En déduire 'existence et I'unicité d’une solution au probleme posé pour k =n — 1.
Puis donner une expression explicite permettant de calculer les solutions en fonction de déterminants qui dépendent
de tq1, to, ..., tn, Wo, W1, ... mais que 'on ne calculera pas.

2. Soient P € Fs,_1, Q et R le quotient et le reste de la division euclidienne de P par T,, dans R[X].
(a) Calculer, pour tout S € E,_1, (S,Ty).
(b) En déduire que I(P) = I(R).

3. Dans cette question, on suppose que n = 3, t1, t2 et t3 sont les trois racines réelles de T5.

(a) Déterminer le triplet de réels (ai,as,as).

(b) Soit P € E5. Montrer que
I(P) = a1 P(t1) + a2 P(t2) + a3 P(t3) .

4. Nous revenons maintenant au cas général.
n

(a) Soit = € R tel que sinz # 0. Exprimer la somme Z cos((2j — 1)) a laide de sin(2nx) et de sinz.

j=1
n

On pourra montrer que sinx x Z cos((2§ — 1)z) est une somme téléscopique.
j=1

(b) En déduire, pour tout k € {0,1,...,n — 1}, la valeur de s = ZTk(tj).
j=1

(¢) Démontrer qu’il existe un réel o que 'on précisera tel que

VP € Eyp_ / P(cosf)df = a > P(t;)
0

j=1
(d) Calculer explicitement I(T5,) et ZTgn (t5)-

Jj=1

Répondre a la question posée en introduction de la partie.

TOURNEZ LA PAGE



V - Polynémes de meilleure approximation au sens de Tchebychev

Dans cette partie, n désigne un entier naturel et f un élément de F.
On note doo(f, Ey) = inf{||f — Qlloo, @ € E,,} la distance de f & E,, pour la norme || - ||oo-

On dit qu’un élément P de F,, est un polyndme de meilleure approximation au sens de Tchebychev (on notera
en abrégé PMAT) de f d’ordre n s'il vérifie 'une des deux conditions équivalentes suivantes :

(@) lf = Plloc = doo(f; En),
(1) V Q€ En, ||f = Plloc < [|If = Q-
On admettra P’existence d’un PMAT pour toute fonction f € E et pour tout n € N.

Soit h un élément de E. On dit que h équioscille sur k + 1 points s’il existe k + 1 réels xg < x1 < --- < x} de 'intervalle
[—1,1] tels que
Vie{0,1,...,k}, [h(x)] = ||h]loo et Vie{l,...,k}, h(z;) = —h(x;—1)

(on dit que les extrema sont alternés).

1. Exemples

(a) Dessiner le graphe d’une fonction ¢ de FE telle que ||p]lco = 1 et ¢ équioscille sur 4 points.
(On ne cherchera pas nécessairement & expliciter une telle fonction).

(b) Mountrer que le polynéme T, 11 de Tchebychev d’indice n + 1 équioscille sur n + 2 points.

2. Le but de cette question est de montrer le résultat suivant :
Si P et un élément de E,, tel que f — P équioscille sur n + 2 points, alors P est un PMAT d’ordre n de f.

Considérons P € E, tel que f — P équioscille sur n 4+ 2 points de [—1, 1] que 'on note zg < 21 < -+ < Tp41.
Soit @ € Ey, tel que [[f = Qlloo < [If = Plloc-
(a) Soit i € {0,1,...,n+ 1}. Montrer que si f(x;) — P(x;) > 0, alors Q(z;) — P(z;) > 0.
On admet qu’on a de méme : si f(z;) — P(x;) <0, alors Q(x;) — P(z;) < 0.
(b) En déduire que P = Q. Conclure.
3. Dans cette question, on considere f : [-1,1] — R, 2 — 2" et on pose ¢, : =+ 2" — 27T, 1 (z).
Montrer que g, est un PMAT d’ordre n de f.

1
4. En déduire que, pour tout polyndéme P unitaire de degré n+ 1, on a || P||o > on-
On cherchera & comparer ||Ty11]loo €t || Pllco-
5. (a) Dans cette question, f est un polynéme de degré n + 1. Déterminer un PMAT d’ordre n de f.

(b) Application : déterminer un PMAT d’ordre 2 de f : 2 — 523 + 2z — 3.



