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Devoir a la maison n°13
CORRECTION

Probléme - Série de Fourier et probleme de Bale

On considere Co,, 'espace vectoriel des fonctions numériques 27-périodique
2w

1
puis la forme définie sur Cor, (f|g) = . f(®)g(t)dt.
0

On note pour tout n € N, C), : t — cos(nt) et pour tout m € N*, S, : t — sin(nt).
On considere pour tout le probleme, 'application ¢ € Co, telle que :

T T 37

Vmé]—§a5]7 p(r) ==, V$€]§’7]7 plx)=m—z

I. Espace préhilbertien réel

1. C, et S,, sont clairement continues et 2w-périodique.
La troisiéme propriété est vérifiée, par continuité.

‘Donc pour tout n € N, C), € Car et tout m € N*| S, € Car. ‘

© est clairement continue sur | — 7, 7|, elle est 27-périodique par définition.
Enfin : lim,_,o+ (7 — z) = lim,_,o+ m — = 7, car dans ce cas m — x €] — 7, 7[,
Et lim,_,o+ o(7 + z) = lim,_,o+ (7 + 2 — 27) = —m, car dans ce cas ™ + z €], 37

et donc pour connaitre sa valeur, il faut exploiter la 2m-périodicité.
Ainsi 1 Jim, (p(m+ )+ (r —2)) =0 = ()

2. C’est une forme (a valeurs dans R),

o symétriaue s ¥ £.9 € Car, (flg) =+ [ S0 = [ g0t = (gl5)

—Tr
e bilinéaire : linéaire a gauche par linéarité du produit sur R puis celle de I'intégrale.
Elle est, par symétrie, également linéaire a droite.
e positive : pour tout f € Cor

1 s
(flfy=— ] fnda=o0
T J o~~~
>0
e définie : si (f|f) = 0, alors comme f2 > 0 et est continue : f2 =0 sur | — m,n[.
donc f =0 sur | — m,x[, puis f(m) = 3 111?61+ (f(m+2)+ f(m —x)) =0, également,
Tr—r

et enfin, par 2m-périodicité : f est nulle sur R.

‘Finalement (-]-) est bien un produit scalaire sur Cay. ‘

On note || - ||, la norme (euclidienne) associée.
3. Soit n € N* et m € N*|

. . 2

i 1 1 T
77||0"||2=/ cos2(nt)dt:/ 5 (14 cos(2n) dt = F+4nsm(2nt)] -

WHCOHQZ/ 1dt = 27

-7

i 1 1 "
7| Sp|? = / sin?(nt)dt = / 3 (1 —cos(2nt))dt = {t ~ sin(2nt)] =

- -7 2

Ainsi, pour n € N*, [|Cy|| = [|Sy]| = 1, alors que [|Col| = v2




4. Soit (n,m) € N x N* tel que n # m.

T T

A(ColSm) = [ cos(nt) sin(mt)dt = % / fsin ((m + n)t) — sin ((m — n)¢)]dt

—

—1T —T

cos ((m — n)t)]i —0

™

- cos ((m +n)t) +
2| m+n m-—n

car cos est paire.

‘Donc pour tout n # m, (Cy|Sp,). ‘

II. Etude de ¢

~

o

1.
2 2

2. 7ra0:/ tdt:%f%:o,doncaozo.

—Tr
Soit n € N*, on réalise une intégration par parties :

Tay

/ "t cos(nt)dt = {tsin(nt)]ﬂﬂ 1 / " sin(nt)dt

—r n nJ =

= E(ﬂ' sin(nm) — (—m) sin(—nm)) + o [cos(nt)]” .

=0+ o cos(nm) — cos(—nw) =0

par imparité de sin et parité de cos.

‘Donc pour tout n € N, a,, = O‘

3. Soit m € N*, on réalise également une intégration par parties :

by, :/ tsin(nt)dt = [t cos(nt)] +l/ cos(nt)dt

= — (wcos(nm) — (~) cos(—nm)) + — [sin(nt))7,
2(71)n+1 N 2%0
n n2

car cos(nm) = cos(—nm) = (—1)" et sin(nw) = 0.

2(—1)+1
Donc pour tout n € N, b, = i
n
+oo 1
II1. Sous-espace C3, et valeur de zzl 3
n=

On note, pour tout n € N, CZ_ = vect(Cop, C1,...Cp,S1,...5).

1. On a vu dans la premiere partie que la famille (Cy, C1,...C,,S1,...Sy,) est une famille ortho-
gonale, donc libre.
Elle est génératrice de Cg,., par définition de cet espace. 1l s’agit donc d’une base

C3. est un espace euclidien de dimension 2n + 1, sous-espace de Ca,
de base orthonormée : (%, Ciy...CpyS1,...50).

On note, pour toute f € Cor, fn = pcp (f), la projection orthogonale de f sur C .



2. La projection orthogonale s’exprime directement lorsqu’on a une base orthonormée :

n

_ %0, Co -
en = {f| ﬁ> ﬁ+;<f|cm>cm+;<f|sm>sm

aop -

m=1

3. On note g, = f — fn, alors par définition de la projection orthogonale : (g,|fn) = 0. Avec le
théoreme de Pythagore :

| Pour tout n € N, [[£[2 = Ifall® + | f — £all? |

4. On note d(f, F) = infyer || f — g||.
Soit g € C3,., alors, avec les mémes notations que la question précédente :

If=gl>=1 gn +fa—gl?=lgnl®+Ifn—gl?
eyt ecy,

Donc, pour tout g € C5,., ||f = gll* > [lgall?, done [d(f,C5)]* > llgnl*.
Par ailleurs, avec g = f,, cette égalité devient une inégalité.

[Ainsi (7, CE? = lgall” = 111 = 1ul?]

On admet le théoreme de Weierstrass :

Pour tout € > 0, pour toute fonction continue et 27-périodique f(€ Car),
il existe P, Q € K[X] tel que ¥ x € [0,27], |f(z) — [P(cos(z)) + Q(sin(x))]| < €

5. Soit f € C}.). f n’est pas nécessairement continue en 7 (ailleurs, elle Vest).

Soit € > 0.
f est nécessairement bornée car f est continue sur | — 7, 7[ et admet des limites en 7.
Te
O te M = t ide =—.
. n note sup | f| et on considére a e
Soit
P flz) =o—2knm size [(2k—1)m+a,(2k+ 1)m — a]
e T—a+ " (x—2k+1)r+a) size [(2k+1)7 —a,(2k + 1)1+ d]

O Remarques !
Graphiquement : on tronque une partie de la courbe de f, et on lie les deux parties qui restent de maniére

a avoir une fonction continue.

Par exemple pour ¢, on trouve :

o s ° o

Alors f, est continue :

lim+f([(2k+1)7r—a] —z) = lim+(2k—|—1)7r—a—x—2k:7r:7r—a
en (2k+)m—a: 93?0 e
lim f(2k+1)m—al+2)=m—a+

z—0t

X0=m—a

lim+ f2k+)m+a]l+2) = lim+[(2k: +)r+a+z—-2k+1)r=a—7
en (2k+)r+a:{ “7° o
lirg+f([2k+1)7r+a] —r)=mr—a+

—

T
2a) =a—
ax(a)aw

et partout ailleurs.
Puis, les intégrales sont proches. En effet, en notant M = sup;_, (| f| (qui existe bien...) :

A N Ay

—Tr T—

g €
a

(f—fa)2<%><aM2<

[\



Par ailleurs, comme fa est continue :
2
Alors il existe P,Q € K[X] tel que V = € [—m, 7], |fo(z) — [P(cos(x)) + Q(sin(x))]| < ;—
T

Notons N = max(deg(P, Q)).

Z)\ X' et Q(X Z/,LZX’

donc il existe (A, p;) € R?N tel que P(X
i= 0

Ainsi P(cosx) E Ai(cosz)? et Q(sinz) E wi(sin )

En exploitant les formules d’Euler, puis en developpant on trouve :

N
tels que P(cos(z))+Q(sin(z Z ax cos® x + by, sin® z)
k=0

= (ak)k>N c RN+1, (bk)k>N c RN+1

| fal2) —g(x)‘ <
62

<2T X — =
e 4

Ainsi, il existe gy € C3Y. telle que V x € [—, 7]

™

On a alors || fo(z) — gn (2)]|2 < / |fa — gl(t)dt

—T

»-Jk‘ mwg]o‘ Mo

Puis, par inégalité triangulaire :

3 gNCé\jT tel que ||f —gn] <€

Comme C3. C Cytt alorsVn > N, ||f — gl <

n—-+4oo

\ [d(f.Co))P — o\

6. On applique le résultat précédent a .
1 1 t 2
2 2
el 7r/_Tr s [3}W 3

Et, puisque les (.5;) sont orthogonaux :

Pul® = Zlb *= Z

i=1

On a d’apres la question précédente :

|
lim f7r — —
n—)+oo3 1 2

<.




