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A savoir!!!

Trés important! A connaitre par coeur, absolument! Il peut étre
bon d’avoir un moyen mnémotechnique auprés de soi. ..

Proposition. Formules fondamentales

cos?f +sin?0=1 1+tan0 = Z ol cos?0 = (cos 9)2
cos<0

cos(a+b)=cosacosb—sinasinb cos(a—b)=cosacosb+sinasinb

sin(a + b) =sinacosb +sinbcosa sin(a —b) =sinacosb —sinbcosa
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Piste pour retenir. . . Tigonomeétrie

= arccos, arcsin,
arctan

Trucs et astuces. Exploiter les symétries du calcul

Une piste pour retrouver la formule cos(a + b).

Nous savons qu'il existe une relation, mais laquelle. Notons
¢(a,b) =cos(a +b).

La relation doit vérifier :

3.1. Formules de
Regiomontanus

> @(b,a) = ¢(a,b), cela ne peut donc pas étre
¢(a,b) =sinacosb —sinb cosa.

> ¢p(—a,—-b) = ¢(a,b), cela ne peut donc pas étre
¢(a,b) =sinacosb +sinb cosa.

> ¢(a,—a)=cos(0) = 1, cela ne peut donc pas étre
¢(a,b) =cosacosb +sinasinb, dans ce cas
pla,—a) = cos?a—sin?a #1 (pour la plupart des a)



Démonstration

Démonstration
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Démonstration Trigonometrie

Démonstration = arccos, arcsin,
arctan
| D
6F90° 1
0.6
OI = sinfa + 8) = DH — HG DE =xinj
or 0.4 .
DH = cosa x DE = cosasin/d 3.1. Formules de
HG = EF =sina x OF =si 7 - Regiomontanus
OF = cos /1
Donc B nme et
sin{a + ) =sina cos J + cosa sin /7
[e X} o G F
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 08

OG = cos(a+ 3) =0F - GF

Ol

r
OF = cos v x OF = cos aveos 3
GF=HE =sina x DE = sinafin 3 3. Arctangente

cos{a + 4) = cos avcos [F — sinagin 3§
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Autre démonstration Trigonométrie

M = arccos, arcsin,
On peut aussi exploiter les équations différentielles. actan
On note f : x— cos(a + x). Montrer que f est solution du

y'+y = 0
probléme de Cauchy : y(0) = cosa
y'(0) = -sin(a)

En déduire une expression de f. a1 Formlesde

Regiomontanus
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Autre démonstration Trigonométrie
Exercice

= arccos, arcsin,

On peut aussi exploiter les équations différentielles. arctan
On note f : x— cos(a + x). Montrer que f est solution du
y// +y = 0
probléme de Cauchy : y(0) = cosa
y'(0) = -—sin(a)
En déduire une expression de f.
Nouveau moyen mnemotechnique Revononns.

Trucs et astuces. Combinaison linéaire en cosx et sinx

x — cos(a + x) est une fonction, combinaison linéaire de cosx et
sinx.

Il existe A, B indépendant de x tel que

cos(a +x)=Acosx +Bsinx.

En particulier pour x =0 et x = % :cosa=Ax1+Bx0et
cos(a+5)=—-sina=Ax0+Bx1.

Donc pour tout a,x € R : cos(a + x) = cosa cosx — sina Sin x.



s . Lecon 11 -
Autre démonstration Tigonometre
Exercice
On peut aussi exploiter les équations différentielles.
On note f : x— cos(a + x). Montrer que f est solution du

= arccos, arcsin,
arctan

y'+y = 0
probléme de Cauchy : y(0) = cosa
y'(0) = -—sin(a)

En déduire une expression de f.
Nouveau moyen mnemotechnique

3.1. Formules de
Regiomontanus

Trucs et astuces. Combinaison linéaire en cosx et sinx

x — sin(a + x) est une fonction, combinaison linéaire de cosx et
sinx.

Il existe C, D indépendant de x tel que

sin(a +x) =Ccosx +Dsinx.

En particulier pour x =0 etx =g :sina=C x1+D x 0 et
sin(a+g)=cosa =Cx0+D x1.

Donc pour tout a,x € R : sin(a + x) = sina cosx + cosa sinx.



. Lecon 11 -
Formules essentielles

Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

Savoir les déduire ou les retrouver.

Proposition - Formules fondamentales (bis)

tana +tanb tana —tanb
tan(a +)= ——— tan(a—-b)= ——
1-tanatanbd 1+tanatanbd
sin2a = 2sinacosa cos2a = cos’a —sin’a Regiomortanus
2tana .
tan2a:—2 =2cos’a—1=1-2sin%a
1-tan“a
9 1+cos2a . 9 1-cos2a
cos‘a=—— sin“g= ——

2 2



. Lecon 11 -
Formules essentielles

Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

Savoir les déduire ou les retrouver.

Proposition - Formules fondamentales (bis)

tana +tanb tana —tanb
tan(a+b)= —— tan(a—-b)= —M—
1-tanatanbd 1+tanatanbd
sin2a = 2sinacosa cos2a = cos’a —sin’a -
2tana
tan2a:—2 =2cos’a—1=1-2sin’a
1-tan“a
9 1+cos2a . 9 1-cos2a
cos‘a=—— sin“g= ——
2 2
Exercice

Démontrer ces formules



= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan

1. Problémes
2. Fonctions trigonométriques

3. Formules trigonométriques

3.2. Produit en somme et réciproquement

4. Trigonométrie réciproque

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

3.1. Formules de

Regiomontanus

3.2. Produit en somme et
réciproquement




Formules essentielles

Proposition - Transformation de produit en somme
1
cosacosb = E(cos(a +b)+cos(a—b))
1
sinasinb = E(cos(a —b)—cos(a+b))

1
sinacosb = E(sin(a +b)+sin(a - b))
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arctan

3.2. Produit en somme et
réciproquement
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Formules essentielles Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

Proposition - Transformation de produit en somme

1
cosacosb = E(cos(a +b)+cos(a—b))

1
sinasinb = E(cos(a —b)—cos(a+b))

3.2, Produit en somme et

1
sinacosb = 5 (sin(a + b) +sin(a — b)) oot

Exercice
Comment exploiter les symétries du calcul pour « deviner »les
égalités
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Formules essentielles Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

Proposition - Transformation de produit en somme

1
cosacosb = E(cos(a +b)+cos(a—b))

1
sinasinb = E(cos(a —b)—cos(a+b))

1 52, Produiten somme et
sinacosb = 5 (sin(a + b) +sin(a — b)) wpraement
Exercice
Comment exploiter les symétries du calcul pour « deviner »les
égalités
Exercice

Démontrer ces formules



Notation exponentielle

Remarque Notation exponentielle.

Avec les notations exponentielles, le résultats sera plus immédiat
(on pourra le trouver dans le sens direct).

On notera en particulier les calculs paralléle sur le cos (partie
réelle) et le sin (partie imaginaire)

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

3.2, Produit en somme et
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Et toujours des propriétés

Proposition - Transformation de somme en produit

ptq
2
P
(

qu)
p2q)
P2q)
qu)

cosp +cosq = 2cos ) cos (

+q
5 )
pPtq

)

cosp —cosq = —2sin

sin (

sinp +singq = 2sin ( cos

sinp —sing :2cos(p;q)sin(
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Et toujours des propriétés

Proposition - Transformation de somme en produit

Cosp +cosq :2cos(p;q)COS(p;q)
COSp —COSq = —2sin(p;q)sin(p;q)
sinp +sing :2sin(p+q)cos(p;q)
sinp —sing :2cos(p;q)8in(p;q)

Exercice
Démontrer ces formules
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= arccos, arcsin,
arctan

3.2, Produit en somme et
réciproquement



Application

Attention. Remarque

Il n’y a pas de formule générale pour transformer cos p +singq.
Sauf & exploiter sing = cos(§ —q)...
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Application

Attention. Remarque

Il n’y a pas de formule générale pour transformer cos p +singq.
Sauf & exploiter sing = cos(§ —q)...

n
Exemple Calcul de ) cosk¢ pour ¢ €]0,7]
k=0
On commencera par multiplier par 2sin &

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan
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= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan

1. Problémes
2. Fonctions trigonométriques

3. Formules trigonométriques

3.3. Angle moitié

4. Trigonométrie réciproque
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3 s Lecon 11 -
Tangente de 'angle moitié Tigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

Proposition - Utilisation de la tangente de I'angle moitié

7]
On note t = tang. Alors :
2t 1-¢2 2t .

sinf = co = — 33. Angle moitié
1+¢2 1+¢2 1-¢2




Lecon 11 -

Tangente de I'angle moitié Tigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

Proposition - Utilisation de la tangente de I'angle moitié

7]
On note t = tan§. Alors :

2t 1-¢2 2t
cosf=—— tan0 =
1+¢2 1+1¢2 1-¢2

3.3. Angle moifié

sinf =

Remarque Calcul intégral



Démonstration
Démonstration
0.84
p tE
0.64
t
[ xt
0.4 7
0.24
‘ t
0 "0:‘2
02 0.4 ds 0.8
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Auto-controle et usage de e'!

Remarque Trucs pour ne pas écrire de bétises. ..
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Lecon 11 -

Auto-contréle et usage de e'! THgamoids

= arccos, arcsin,
arctan

Remarque Trucs pour ne pas écrire de bétises. ..

Exercice

Exemple d’emploi des notations exponentielles.

Notons a I'argument du complexe z = 1 +it.

Calculer 22, quel est 'argument du complexe 22 ? En déduire les
relations recherchées ?

Sauriez-vous en déduire I'expression de cos 6 en fonction de

r= tan% ?

3.3. Angle moifié



Transformation physicienne (changement de phase)

Savoir-faire. Méthode pour transformer a cost¢ + b sint en
Acos(t—¢)

On écrit acost + bsint = Va2 +b2(\/ﬁcost+ \/a+szsint)

2
a b _ . .
Comme(\/a2+b2) +(\/a2+b2) =1, il existe ¢ € R tel que
cosp = —2— et sin¢ = -

Va2+b?
Avec A = Va? +b2:
acost+bsint =A(cospcost+ singbsint) = A cos(t — ¢p)
La fonction s : ¢ — a cost + b sin ¢ représente donc un signal
sinusoidal d’'amplitude A de phase initiale —¢(instant ¢ = 0) .

Lecon 11 -
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Transformation physicienne (changement de phase)

Savoir-faire. Méthode pour transformer a cost¢ + b sint en
Acos(t—¢)

On écrit acost + bsint = Va2 +b2(\/ﬁcost+ \/a+szsint)

2
a b _ . .
Comme (\/a2+b2) + (\/a2+b2) =1, il existe ¢ € R tel que
cosp = —2— et sin¢ =

Va2+b?
Avec A = Va? +b2:
acost+bsint =A(cospcost+ singbsint) = A cos(t — ¢p)
La fonction s : ¢ — a cost + b sin ¢ représente donc un signal
sinusoidal d’'amplitude A de phase initiale —¢(instant ¢ = 0) .

VaZ+bE

Exercice
Factoriser sin + cos, v3cosx — sinx.
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= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan

1. Problémes
2. Fonctions trigonométriques

3. Formules trigonométriques

4. Trigonométrie réciproque
4.1. Arcsinus
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Re

3.3. Angle moitié

4.1. Arcsinus




Défintion

Définition

- Arcsinus

Pour tout x € [1,1] il existe un unique 6 € [-%, %

adonc:

1 vérifiant
x =sin@. Ce réel 0 est appelé arcsinus de x et noté arcsinx On

T 7T

6 = arcsinx & (sin() =xetfOe [—5,

2

)

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

4.1. Arcsinus



Défintion
Définition - Arcsinus
Pour tout x € [—1,1] il existe un unique 6 € [—g, ’2—’] vérifiant
x =sin@. Ce réel 0 est appelé arcsinus de x et noté arcsinx On
adonc:

0 = arcsinx & (sin() =xetOe [—g,g])

Attention. Intervalle d’arrivée

De méme qu’il a été choisi de prendre I'unique racine positive de
a, lorsqu’on écrit v/a (et non —+/a qui vérifie également

(—v/@)? = a); on choisit ici un résultat dans [-3, 3], il faut donc
penser a ajouter un angle. . .

sinf = x < 0 = arcsin(x)[27] ou 0 = & — aresin(x)[27]

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan



Valeurs remarquables

Il faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1

Sl

V3

2

arcsinx

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan



Valeurs remarquables

Il faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1 1 1 3

X 0| = | -= | — £ 1
2 | V2| 2

arcsinx | 0 % _% % % %

Lecon 11 -
Trigonométrie
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arctan



Valeurs remarquables

Il faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1 1 1 3

X 0| = | -= | — £ 1
2 | V2| 2

arcsinx | 0 % _% % % %

Exercice
Calculer aresin(sin %"), arcsin(sin

231
6 )-

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

4.1. Arcsinus



Compositions

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et

arcsin
Ona:

Vo € [—g, g], arcsin(sin6) = 6
Vxe[-1,1], sin(arcsinx)=x

Vxe[-1,1], cos(arcsinx)= Vv 1—x2

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan



Compositions

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et
arcsin

Ona: —
V9€[—§,§], arcsin(sin6) = 6

Vxe[-1,1], sin(arcsinx)=x

Vxe[-1,1], cos(arcsinx)= Vv 1—x2

Démonstration

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

4.1. Arcsinus



= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan
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4. Trigonométrie réciproque

4.2. Arccosinus
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Définition

Définition - Arccosinus

Pour tout x € [—1, 1] il existe un unique 6 € [0, ] vérifiant
x = cosf. Ce réel 0 est appelé arccosinus de x et noté arccosx

On a donc :

0 = arccosx < (cos@ =xetfe [O,n])

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan
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Définition

Définition - Arccosinus

Pour tout x € [—1, 1] il existe un unique 6 € [0, ] vérifiant
x = cosf. Ce réel 0 est appelé arccosinus de x et noté arccosx
On adonc:

0 = arccosx < (cos@ =xetfe [O,n])

Attention. Intervalle d’arrivée

Comme précédemment :

cosf = x < 0 = arccos(x)[27] ou 6 = — arccos(x)[27]

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan



Valeurs remarquables

Il faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1
2

Sl

V3

2

arccosx
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Valeurs remarquables

Il faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

1] 1] 1 |V3

x 0ol || =[x
21 v2 | 2

arcsinx | § | § 2?” 1 &

Exercice Calculer arccos(cos 4?”),arccos(cos

2571
%)
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Composition

Proposition - Composition de fonctions trigopnomeétriques et

arccos
Ona:

VO € [0, ],
Vxe[-1,1],

Vxe[-1,1],

sin(arccosx) =

arccos(cosf) =0

cos(arccosx) =x

1—x2

Lecon 11 -
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= arccos, arcsin,
arctan

4.2. Arccosinus



Composition

Proposition - Composition de fonctions trigopnomeétriques et

1—x2

arccos
Ona:
VO €[0,7], arccos(cosf)=20
Vxe[-1,1], cos(arccosx)=x
Vxe[-1,1], sin(arccosx)=
Exercice

Faire la démonstration
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= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan

1. Problémes
2. Fonctions trigonométriques

3. Formules trigonométriques

4. Trigonométrie réciproque

4.3. Arctangente

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

3.3. Angle moitié
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43, Arctangente



Définition

Définition -
Pour tout x € R il existe un unique 6 €] - 7, Z[ vérifiant x = tan6.
Ce réel 0 est appelé arctangente de x et noté arctanx On a

a

donc :

Arctangente

0 = arctanx < (tan@ =xetfe]-

m
2’2
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Valeurs remarquables

Il faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

0

I

V3

V3

arctanx
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Valeurs remarquables

Il faut connaitre les valeurs remarquables suivantes :

T
x 0| —|11|v3
V3
t O T T T
rcranx — — —_
a 6 |4 3
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Lecon 11 -

Composition Tigonoméire

= arccos, arcsin,
arctan

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et
arctan

Ona: o
VO e]- 3 5[, arctan(tan@) =6

Vx€eR, tan(arctanx)=x

VxeR, cos(arctanx)=

1
V1+x2

4.3. Arctangente

VxeR, sin(arctanx)=

x
V1+ax2
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Composition Tigonoméire

= arccos, arcsin,
arctan

Proposition - Composition de fonctions trigonométriques et
arctan

Ona: o
VO e]- 3 5[, arctan(tan@) =6

Vx€eR, tan(arctanx)=x

1
VxeR, cos(arctanx)=
V1+x2
VxeR, sin(arctanx) X
X 5 sinl(arctanx) = 43. Arctangente
V1+x2

Démonstration



Exploitation des nombres complexes

Proposition - Relation complexe

Soit x € R, alors arg(1 + ix) = arctan(x)

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

43, Arctangente



Exploitation des nombres complexes

Proposition - Relation complexe

Soit x € R, alors arg(1 + ix) = arctan(x)

Démonstration

Lecon 11 -
Trigonométrie

= arccos, arcsin,
arctan

4.3. Arctangente



Exploitation des nombres complexes

Proposition - Relation complexe

Soit x € R, alors arg(1 + ix) = arctan(x)

Démonstration
Remarque Aspect analytique

Lecon 11 -
Trigonométrie
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arctan

4.3. Arctangente



Conclusion

Objectifs

= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan

«O>» «Fr « > «

DA
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CO nCl U S | O n Trigonométrie
Objectifs .
= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan actan e

> arcsin. Attention, il faut restreindre l'intervalle d’étude : sur

T T
9 i]'
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CO nCl U S | O n Trigonométrie
Objectifs .
= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan actan e

> arcsin. Attention, il faut restreindre l'intervalle d’étude : sur

T T
_f’i]'

> arccos. Attention, il faut restreindre l'intervalle d’étude : sur [0, Z]!
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Objectifs .
= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan actan e

> arcsin. Attention, il faut restreindre l'intervalle d’étude : sur
—I 17
294"

> arccos. Attention, il faut restreindre l'intervalle d’étude : sur [0, Z]!

> Valeurs remarquables a connaitre



Lecon 11 -

CO nCl U S | O n Trigonométrie
Objectifs .
= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan actan e

> arcsin. Attention, il faut restreindre l'intervalle d’étude : sur
—I 17
294"

> arccos. Attention, il faut restreindre l'intervalle d’étude : sur [0, Z]!
> Valeurs remarquables a connaitre

> Quelques formules : cos(arcsin(x)) = ...
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COﬂC| USIOﬂ Trigonométrie

Objectifs
. . o . = arccos, arcsin,
= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan arctan
» arcsin. Attention, il faut restreindre I'intervalle d’étude : sur
_z 1
2,21

arccos. Attention, il faut restreindre I'intervalle d’étude : sur [0, Z]!
Valeurs remarquables a connaitre
Quelqgues formules : cos(arcsin(x)) =...

arctan est défini sur R entier mais a valeurs dans 1- 7, 1.
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= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan arctan
» arcsin. Attention, il faut restreindre I'intervalle d’étude : sur
T 7
9 i] !

arccos. Attention, il faut restreindre I'intervalle d’étude : sur [0, Z]!
Valeurs remarquables a connaitre
Quelqgues formules : cos(arcsin(x)) =...

T

arctan est défini sur R entier mais a valeurs dans ] - 5, %[.

Valeurs remarquables a connaitre
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= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan arctan
» arcsin. Attention, il faut restreindre I'intervalle d’étude : sur
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arccos. Attention, il faut restreindre I'intervalle d’étude : sur [0, Z]!
Valeurs remarquables a connaitre

Quelqgues formules : cos(arcsin(x)) =...

arctan est défini sur R entier mais a valeurs dans 1- 7, 1.
Valeurs remarquables a connaitre

Quelques formules : cos(arctan(x)) =...
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Objectifs
. . . . = arccos, arcsin,
= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan arctan
» arcsin. Attention, il faut restreindre I'intervalle d’étude : sur
T 7
9 i] !

arccos. Attention, il faut restreindre I'intervalle d’étude : sur [0, Z]!
Valeurs remarquables a connaitre

Quelqgues formules : cos(arcsin(x)) =...

arctan est défini sur R entier mais a valeurs dans 1- 7, 1.
Valeurs remarquables a connaitre

Quelques formules : cos(arctan(x)) =...

On a arctanx = arg(1+ix).
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= arccos, arcsin,
arctan

Objectifs
= Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan

Pour la prochaine fois
» Lecture du cours : chapitre 10. Structure logique
> Exercice n°77 & 82



	 Etudier les fonctions réciproques de cos, sin et tan
	 
	1. Problèmes
	2. Fonctions trigonométriques
	3. Formules trigonométriques
	3.1. Formules de Regiomontanus
	3.2. Produit en somme et réciproquement
	3.3. Angle moitié

	4. Trigonométrie réciproque
	4.1. Arcsinus
	4.2. Arccosinus
	4.3. Arctangente

	 

