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Réciproque

Les fonctions exponentielles non constante égale a 0 ou 1 sont
continues et strictement monotone, elles admettent donc une

fonction récipropque.
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Lecon 18 - Fonctions

Réciproque ala Euler

= Fonctions
. . , < (exponentielles et)
Les fonctions exponentielles non constante égale a 0 ou 1 sont logarithmes
continues et strictement monotone, elles admettent donc une = Trigonométrie

. ;. hyperbolique
fonction récipropque.
Définition - Fonctions logarithmes

On appelle fonctions logarithmes toute fonctions g réciproques de

fonctions exponentielles f non constantes.

Si cette derniére est x — a® (avec a ¢ {0, 1}), alors la fonction

logarithme est qualifiée « de base a ». On note souvent g =log,

ou In,.

Elle est définie sur R, , a valeurs dans R et vérifie alors
Vx,yeRy, glax x y)=gx)+g(y).

4.3. LogarithmeS
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Définition - Fonctions logarithmes

On appelle fonctions logarithmes toute fonctions g réciproques de

fonctions exponentielles f non constantes.

Si cette derniére est x — a® (avec a ¢ {0, 1}), alors la fonction

logarithme est qualifiée « de base a ». On note souvent g =log,
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Elle est définie sur R, , a valeurs dans R et vérifie alors
Vx,yeRy, glax x y)=gx)+g(y).
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Exemple Différents logarithmes bien connus



Lecon 18 - Fonctions

Réciproque ala Euler
= Fonctions
\ . , N (i tielles et)
Les fonctions exponentielles non constante égale & 0 ou 1 sont logaritmes
continues et strictement monotone, elles admettent donc une = Trigonométrie

. ;. hyperbolique
fonction récipropque.

Définition - Fonctions logarithmes

On appelle fonctions logarithmes toute fonctions g réciproques de

fonctions exponentielles f non constantes.

Si cette derniére est x — a® (avec a ¢ {0, 1}), alors la fonction

logarithme est qualifiée « de base a ». On note souvent g =log,

ou In,.

Elle est définie sur R, , a valeurs dans R et vérifie alors
Vx,yeRy, glax x y)=gx)+g(y).

4.3. LogarithmeS

Exemple Différents logarithmes bien connus
Démonstration



Bilan

Théoréme - Fonctions logarithmes. Bilan

Les fonctions logaritmes sont continues, définies sur R4, a
valeurs dans R.
Elles vérifient : g(1) = 0 et pour tout x,y,t € R,
glx xy)=g(x)+g(y) et g(x") = t x g(x).
Il existe a(= f(1)) € R tel que g(a) = 1.
Sia > 1, alors g est strictement croissante sur R, avec
limg = -oco et lim g = +oo.

0 +00
Sia <1, alors g est strictement décroissante sur R, avec
limg = +oo et lim f = —oo.

0 +00
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Bilan

Théoréme - Fonctions logarithmes. Bilan

Les fonctions logaritmes sont continues, définies sur R4, a
valeurs dans R.
Elles vérifient : g(1) = 0 et pour tout x,y,t € R,
glx xy)=g(x)+g(y) et g(x") = t x g(x).
Il existe a(= f(1)) € R tel que g(a) = 1.
Sia > 1, alors g est strictement croissante sur R, avec
limg = -oco et lim g = +oo.

0 +00
Sia <1, alors g est strictement décroissante sur R, avec
limg = +oo et lim f = —oo.

0 +00
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Logarithme en base a, a la main 2l Euler

= Fonctions
(exponentielles et)
logarithmes

Savoir-faire. Calculer « a la main »le logarithme en base a
= Trigonométrie
de x ? hyperbolique

On n’a pas d’autre solution (pour le moment) mais cela est
suffisant (compte-tenu de la contrainte que I'on s’est donné) de
procéder par dichotomie.
On regarde la suite (a™) et I'on trouve n € N tel que
a®<x<atl.
Puis, on sélectionne ag = n et by = n + 1. Puis on peut (par
exemple), considérer ¢ = “°J2“b° € Q, évaluer a®.
Sia®<x,onprend aj =c et by = by, sinon on prend a1 = ag
etb;=c...
On a deux suites adjacentes (a,) et (b,) convergente vers y

avec a” = x, donc y = log, (x).

4.3. LogarithmeS



Lecon 18 - Fonctions

Logarithme naturel aa Evler

= Fonctions
(exponentielles et)

Définition - Le logarithme naturel IgETEE

= Trigonométrie
La fonction logarithme réciproque de la fonction exponentielle, RIS
donc le logarithme en base e = exp 1 est appelé logarithme
naturel.
On le note In.

In est définie, continue et croissante sur R, a valeurs dans R.
Numériquement : In(1) =0, lIne =1, 1i(1)nln = —oo0 et

limln = +oo0.
+00

On a les propriétés algébrique : In(adb) =1na +1nb,
In(a®)=blna...
On a pour tout z €]10,2[, Inu <u - 1.

4.3. LogarithmeS



Logarithme naturel

Définition - Le logarithme naturel

La fonction logarithme réciproque de la fonction exponentielle,
donc le logarithme en base e = exp 1 est appelé logarithme
naturel.

On le note In.

In est définie, continue et croissante sur R, a valeurs dans R.
Numériquement : In(1) =0, lIne =1, 1i(1)nln = —oo0 et

limln = +00.

(o0)

On a les propriétés algébrique : In(adb) =1na +1nb,
In(a®)=blna...

On a pour tout z €]10,2[, Inu <u - 1.

Tout est immédiat, sauf I'inégalité qu'on démontre :
Démonstration
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Ecriture explicite
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Proposition - Ecriture en fonction du logarithme naturel

Soit g la fonction logarithme de base a, réciproque de f : x — a*.

Alorson a: 1
n

VxeR,f(x)=a*=exp(x xlna) VxeR,, g(x)= ln_x

a

43. LogarithmeS
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Proposition - Ecriture en fonction du logarithme naturel

Soit g la fonction logarithme de base a, réciproque de f : x — a*.
Alorson a:
Inx
VxeR,f(x)=a*=exp(x xlna) VxeR,, g(x)= na
a

Démonstration 43, Logarthres
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Définition - Fonction puissance réelle

Pour a € R, on définit sur 10, +oc[ la fonction puissance « par :
ga: 10,+00f —R
x — x% = exp(alnx)

44 x -2, reR\Q



Puissance réelle
Définition - Fonction puissance réelle

Pour a € R, on définit sur 10, +oc[ la fonction puissance « par :
ga: 10,+o00l —R
x — x% = exp(alnx)

Proposition - Fonction puissance réelle

Elle vérifie les propriétés suivantes :
V(x,y) €10, +ool2, ¥(a, f) € R?,

> (xy)a = xaya

> 2B — pa,p

> (x*)P = x2P

> Sia=0, g, est constante égale a 1.

v

Sia >0, g, est croissante et 1ir61+ga(x) =0
x—>

v

Si a <0, g, est décroissante et lir(r)l galx) =400
x— +
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Puissance réelle

Définition - Fonction puissance réelle

Pour a € R, on définit sur 10, +oc[ la fonction puissance « par :
ga: 10,+00f —R
x — x% = exp(alnx)

Proposition - Fonction puissance réelle
Elle vérifie les propriétés suivantes :
Pour a > 0, on étudie I'existence d’une demi-tangente en O :
» Sia<1,lacourbe y = g,(x) admet une tangente verticale
en 0.
> Sia=1,lacourbe y = g,(x) admet une tangente de pente
lenO.
> Sia>1,lacourbe y=g,(x) admet une tangente
horizontale en 0.
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Principe mental ala Evler
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Heuristique. Logarithme comme nombre de chiffres yperboligue

Commengons par une remarque, avec x = 10", on a
ln(x)
n1l0™"1ln10 — O.

n—+oo

Notons que In10 = 2,302, donc Inx = In(10) x log;o(x) et que
log1(x) est en premiere approximation le nombre de chiffres de
x, alors pour x grand, Inx est le nombre de chiffres de x multiplié
par un peu plus de 2.

Exemple : In(123456789) =~ 2,3 x log(1,23 x 10%) =

2,3 x (9 +1n(1,23)) = 20, ce qui est petit




Croissances comparées

Il s’agit, a priori, de formes indéterminées. Elles sont levées :

Théoréme - Croissance comparée

Soient a et b deux réels strictement positifs. On a

. (nx)?
lim =

x—+oc0 x@

0; lim x%Inx/® =0;
x—07"
ax

lim — =+oo0; lim |x|%e® =0.
X—+00 xb X——00
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Croissances comparées

Il s’agit, a priori, de formes indéterminées. Elles sont levées :

Théoréme - Croissance comparée

Soient a et b deux réels strictement positifs. On a

. (nx)?
lim =

x—+oc0 x@

0; lim x| Inx|® = 0;
x—0*

ax

lim — =+oo0; lim |x|%e® =0.
X—+00 xb X——00
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Croissances comparées

Il s’agit, a priori, de formes indéterminées. Elles sont levées :

Théoréme - Croissance comparée

Soient a et b deux réels strictement positifs. On a

. (Inx)? .
lim =0; lim x“llnxlb =0;
x—+oc0 x@ x—07F

ax

. e .
lim — =+oo0; lim |x|%e® =0.
x—+00 xb X——00

Démonstration
Exercice Fixons a,b € R}.

—a_ , .
Montrer que pour x grand : e?+1% = x, en déduire

J% 0 bl b+1
S (m) x.
ax

xb
Conclure sur la valeur de lim ——.
x—+00 xb
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Définitions
Définition - Fonctions hyperboliques

Les fonctions ch (cosinus hyperbolique), sh (sinus hyperbolique)
et p (tangente hyperbolique) sont définies sur R par :

X —X X —X X —X

e +e e‘—e shx e*-e

chx=———, shx=——, px=—=———.
2 chx e*+e™*
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Lecon 18 - Fonctions

Définitions a1a Eulor
Définition - Fonctions hyperboliques . Fonctions
(exponentielles et)
Les fonctions ch (cosinus hyperbolique), sh (sinus hyperbolique) (i
et p (tangente hyperbolique) sont définies sur R par : :y;‘rggﬁgrjf”e

X —X X —X X —X

e +e e‘—e shx e*-e

chx=———, shx=——, px=—=———.
2 chx e*+e™*

4.6. Fonctions hyperboliques
directes

y = th(z)
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Formulaire ala Eler
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logarithmes

= Trigonométrie

Proposition - Fonctions hyperboliques pfEiERlgE

La fonction ch est paire, les fonctions sh et b sont impaires.

ch(—x) = chx sh(—x) = —shx
ch?x —shZx =1
chx + shx =e* chx—shx=e™*

ch(a + b) = chachb + shashd sh(a + b) =shachb + chashbd
_ _tha+thbd
th(a +b) = 1+tﬁ;xthb

4.6. Fonctions hyperboliques
directes



Lecon 18 - Fonctions

Formulaire ala Eler

= Fonctions
(exponentielles et)
logarithmes

= Trigonométrie

Proposition - Fonctions hyperboliques pfEiERlgE

La fonction ch est paire, les fonctions sh et b sont impaires.

ch(—x) = chx sh(—x) = —shx
ch?x —shZx =1
chx + shx =e* chx—shx=e™*

ch(a + b) = chachb + shashd sh(a + b) =shachb + chashbd
_ _tha+thbd
th(a +b) = 1+tﬁ;xthb

4.6. Fonctions hyperboliques
directes

Démonstration



Extension du binbme

On commence par une extension de notation :

Définition - Extension du coefficient binomial

Pour a eR et 2 €N, on note :

al ala—1)...(a—k+1)
k] k!
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Lecon 18 - Fonctions

Extension du binbme 41 Euer
= Fonctions
. . (exponentielles et)
On commence par une extension de notation : logarithmes
20 0n0 q a0 q . = Trigonométrie
Définition - Extension du coefficient binomial hyperbolique

Pour a eR et £ €N, on note :

al ala-1)...(a—Fk+1)
k] k!

La section suivante donne des résultats connus pour I'essentiel
depuis le XVIII siécle, au moins.
Mais les démonstrations satisfaisantes sont plus tardives (ABEL
et successeurs du XIX).
Pour vous, elles auront officiellement lieu 'année prochaine 5 SguS
. . numeriques infinies
lorsque vous verrez le cours sur les séries entiéres.



Lecon 18 - Fonctions

Fonctions comme somme infinie Bl ey
Proposition - Egalités sommatoires — Fonctions
2 fin 2 R a (exponentielles et)
On a les égalités suivantes : o e
o _ X Annd = Trigonométrie
x €7 fonction  somme uteur (Année) hyperbolique
o0 1k 2%k+1
R sin(x) = A NEWTON(1669),
#=o 2k+1)!
LEIBNIZ(1691)
+00 (_1)k
R cos(x) = ngk NEWTON(1669),
=0 @h!
LEIBNIZ(1691)
R tan(x) =x+ %x3 + %x5 + Bl%:ﬂ +...  JAC. BERNOULLI(1702)
0 C1F gpiq
[-1,1]  arctan(x) = P GREGORY(1671),
=0 2k +1
LEIBNIZ(1674)
3 5
[-1,1]  arcsin(x) =x+ % % + é—B % +... NEWTON(1669)
n
R a+ar =y M)k PASCAL(1654)
=0\
+00 al p
1-1,1[ A+0)% = x NEWTON(1666)
k=0 \*
1,
R exp(x) =) —x EULER(1748)
k=0 k! 5. Sommes
+oo (_1)k—1 A numériques infinies
1-L1  In(l+x) =Y P MERCATOR(1668)
k=1
+oo 1
2k+1
= 174
R sh(x) kgo (2k+1)’x EULER(1748)

+00 1
R chw) =Y ——x2k EULER(1748)
1,



Fonctions comme somme infinie

Exercice
Donner I'expression formalisée de arcsin(x).
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Lecon 18 - Fonctions

Fonctions comme somme infinie ala Euler

= Fonctions
(exponentielles et)
logarithmes

= Trigonométrie
hyperbolique

Exercice
Donner I'expression formalisée de arcsin(x).

Exercice

On rappelle la formule de MACHIN : 2 = 4arctan ; —arctan ;.
Combien de calcul pour obtenir 10 décimales de

satisfaisantes ? Faites les a la calculatrice

5. Sommes
numériques infinies



Conclusion

Objectifs
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes

= Trigonométrie hyperbolique
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Conclusion
Objectifs
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes

> flx+y)=Ff(x)x f(y)=Tal=f(1)) tel que f : x — a*, continue
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Conclusion
Objectifs
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes
> fx+y)=f(x)x f(y)=>3Fa(=f(1)) tel que f :x— a”, continue
> Cas particulier de LA fonction exponentielle ol @ = lim(1 + %)"
(de dérivée égale a 1 en 1)
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Conclusion
Objectifs
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes
> fx+y)=f(x)x f(y)=>3Fa(=f(1)) tel que f :x— a”, continue
> Cas particulier de LA fonction exponentielle ol @ = lim(1 + %)"
(de dérivée égale a 1 en 1)

> Fonctions bijectives donc réciproques : les logarithmes
lg(a x b) =1g(a) +1g(d).
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Conclusion
Objectifs
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes
> fx+y)=f(x)x f(y)=>3Fa(=f(1)) tel que f :x— a”, continue
> Cas particulier de LA fonction exponentielle ol @ = lim(1 + %)"
(de dérivée égale a 1 en 1)

> Fonctions bijectives donc réciproques : les logarithmes
lg(a x b) =1g(a) +1g(d).

> On a alors a® = exp(x x In(a))
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Conclusion

Objectifs
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes
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Conclusion

Objectifs
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes

= Trigonométrie hyperbolique
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Conclusion

Objectifs
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes
= Trigonométrie hyperbolique

g

» Définitions : ch(x)—e te’ sh(x)= £

e® définies sur R
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Conclusion

Objectifs
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes
= Trigonométrie hyperbolique

g

e® définies sur R

> Définitions : ch(x)—e te’ sh(x)= £

. sh
» Puis th = — définie sur R
ch
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Lecon 18 - Fonctions

Conclusion ala Evler
Objectifs = Fonctions
. . . (exponentielles et)
= Fonctions (exponentielles et) logarithmes logarithmes
= Trigonométrie hyperbolique = Trigonométrie

hyperbolique
X

> Définitions : ch(x) = £~ +e , sh(x) = i définies sur R

. sh
» Puis th = — définie sur R
ch

> Formule de trigonométrie hyperbolique.

Pour la prochaine fois
» Lecture du cours : chapitre 5. Utilisation de la dérivation
> Exercice N°159 & 160
> TD de jeudi :
8h-10h : N°143, 145 (1, 3 & 5), 147,162,?7?,?7?
10h-12h : N° 144,145 (2, 4 & 6), 148, 163,??,? ? (nombres
complexes ou applications...)
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