Lecon 19 - Nombres complexes

1 octobre 2025

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

Argument, forme



Lecon 19 - Nombres
complexes

=Calculs simples dans le corps C

= Interprétation dans le plan & addition = CEEs (G
- , s 4= - = Interprétation dans
= Points de vue géométrique (distance, angle) & le plan
multiplication = Interprétation
centré
N 1. Problemes
1. Problemes

2. EULER : Manipulateur des nombres du diable
2.1. Racine de polynémes G
2.2. Calcul algébrique DI
2.3. Représentation graphique
2.4. Inégalités P

3. Le visionnaire : GAUSS et la multiplication complexe
3.1. Les complexes de module 1
3.2. Formules d’Euler et de de Moivre
3.3. Argument, forme trigonométrique



=Calculs simples dans le corps C

= Interprétation dans le plan & addition

= Points de vue géométrique (distance, angle) &
multiplication

1. Problémes

2. EULER : Manipulateur des nombres du diable

3. Le visionnaire : GAUSS et la multiplication complexe

Legon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

1. Problemes

2.1. Racine de polynomes

loul algébrique

entation graphique

Sqalités

31
3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre

3.3. Argument, forme
trigonométrique



Problemes

Probléme - Multiplication de nhombres

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

1. Problemes



Problemes

Probléme - Multiplication de nhombres

Probléme - Théoréme de Napoléon

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

1. Problemes



Problemes

Probléme - Multiplication de nhombres
Probléme - Théoréme de Napoléon

Probléme - Transformation du plan

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

1. Problemes



Problemes

Probléme - Multiplication de nhombres
Probléme - Théoréme de Napoléon
Probléme - Transformation du plan

Probléme - Application en physique

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

1. Problemes



=Calculs simples dans le corps C

= Interprétation dans le plan & addition

= Points de vue géométrique (distance, angle) &
multiplication

1. Problémes

2. EULER : Manipulateur des nombres du diable
2.1. Racine de polynémes

3. Le visionnaire : GAUSS et la multiplication complexe

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

2.1. Racine de polynomes

Saloul algébrique

ation graphique

3.3. Argument, forme
trigonométrique



Historique

Analyse Probléeme de Cardan (1545)
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Historique

Analyse Probléeme de Cardan (1545)

Les régles de calcul sont données par Raphél Bombelli dans son

algebra(1572).
Pendant deux siécles, les mathématiciens se querellent quant a

leur existence et leurs emplois.
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HIStorlque complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

Analyse Probleme de Cardan (1545) = Iterprétaton
centré

Les régles de calcul sont données par Raphél Bombelli dans son

algebra(1572).

Pendant deux siécles, les mathématiciens se querellent quant a

leur existence et leurs emplois. Bl e

Exercice

On reprend un exercice historique de Bombelli.

En reprenant les régles classiques de calcul, évaluer (2 + v-1)3.

En employant les formules de Cardan, trouver les racines de

%3 = 15x + 4.
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Notation

Euler invente la notation i bien pratique et les manipule avec
précision. Il écrit a Diderot : « ¢!* = —1 donc Dieu existe ».

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

2.2, Calcul algébrique



Notation

Euler invente la notation i bien pratique et les manipule avec
précision. Il écrit a Diderot : « '™ = —1 donc Dieu existe ».
Remarque Unicité

Un complexe est un « nombre » z qui s’écrit z =a +ib ou
i2=-1
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Lecon 19 - Nombres

Notation complexes
= Corps (C, +, x)
Euler invente la notation i bien pratique et les manipule avec = Interprétation dans
précision. Il écrit a Diderot : « e = —1 donc Dieu existe ». e
Remarque Unicité
Un complexe est un « nombre » z qui s’écrit z =a +ib ou
i2=-1

Définition - Notation de nombre complexe

= Interprétation
centré

Soit z =a + ib un complexe (a et b sont des réels). o @
a = Rez s’appelle la partie réelle de z.
b =Imz s’appelle la partie imaginaire de z;
z est ditimaginaire pur (z € iR) si sa partie réelle est
nulle.
z=a—1b s’'appelle le conjugué de z =a + ib.
|z] = Va? + b2 s’appelle le module de z.



Calcul dans C

Notons tout de suite comment se comportent les calculs
habituelles : addition et multiplication dans C (il s’agit presque de
définitions ici. . .).

Proposition - C est un corps

Pour tout (z,2") € C2, L, A’ € R,
> Re(Az +1'2") = ARe(z) + A'Re(2’) (/a partie réelle est
R-linéaire sur C)
> Im(Az +A'2') = AIm(z) + A'Im(2’) (/a partie imaginaire est
R-linéaire sur C)
> siz=a+ibetz' =a'+ibd, alors
zxz' =(aa’ —bb)+i(ab’ +a'b)

1
En particulierzxz=a 24b2=|2z12=z?, donc = = W
z |z

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

2.2, Calcul algébrique



Calcul dans C

Notons tout de suite comment se comportent les calculs
habituelles : addition et multiplication dans C (il s’agit presque de
définitions ici. . .).

Proposition - C est un corps

Pour tout (z,2") € C2, L, A’ € R,
> Re(Az +1'2") = ARe(z) + A'Re(2’) (/a partie réelle est
R-linéaire sur C)
> Im(Az +A'2') = AIm(z) + A'Im(2’) (/a partie imaginaire est
R-linéaire sur C)
> siz=a+ibetz' =a'+ibd, alors
zxz' =(aa’ —bb)+i(ab’ +a'b)

1
En particulierzxz=a 24b2=|2z12=z?, donc = = W
z |z

Remarque Importance du conjugué
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Calcul dans C

Notons tout de suite comment se comportent les calculs
habituelles : addition et multiplication dans C (il s’agit presque de
définitions ici. . .).

Proposition - C est un corps

Pour tout (z,2") € C2, L, A’ € R,
> Re(Az +1'2") = ARe(z) + A'Re(2’) (/a partie réelle est
R-linéaire sur C)
> Im(Az +A'2') = AIm(z) + A'Im(2’) (/a partie imaginaire est
R-linéaire sur C)
> siz=a+ibetz' =a'+ibd, alors
zxz' =(aa’ —bb)+i(ab’ +a'b)

1
En particulier z x z = a®+b%=|z12=|z)2, donc - = W
z |z

Remarque Importance du conjugué
Démonstration
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Conjugaison
= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation

Proposition - Conjugaison ¢
centré

On a les propriétés du conjugué :

|

Il
]
+
[\

V(z,z/)€C2,Va€|R, Z=z z+z

22/ =zz' =>az=az

2.2. Calcul algébrique

—_—
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N N —
1l
N| W] =

z2+z

5
N
Il

Rez =

[\
~.
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On a les propriétés du conjugué :

|

V(z,z/)€C2,Va€|R, z=2z z2+2'=z+z
Y 3 s — g% ) _1
2z'=zz = az=az —|== 2.2, Caleul algébrique
z z
z2+z z2—z
Rez = Imz=—
21

Démonstration



Conjugaison et puissance

Proposition - Puissance et conjugaison

On définit les puissances d’un nombre complexe par

20=1
VneN,z"l=z"z

Onaalors Yn €N, 2" =2".

1
Pourz#0etneN,onposez™" = — = (z™71, on a alors
2

VneZ z"=z".
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Conjugaison et puissance

Proposition - Puissance et conjugaison

On définit les puissances d’un nombre complexe par

20=1
VneN,z"l=z"z

Onaalors Yn €N, 2" =2".

1
Pourz#0etneN,onposez™" = — = (z™71, on a alors
2

VneZ z"=z".

Exercice Faire la démonstration
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Module
= Corps (C,+, x)
= Interprétation dans

le plan

= Interprétation
centré

Propriété - Propriétés du module
On a les propriétés du module :

V(z,z2)eC?,VaeR |z|=V2zz 22| = |z| 12| = |laz| = alz|

2
= u (S| Z, # 0) 2.2. Caloul algébrique

|2’

4

Z,

lz] = [z] = - 2|



Module

Propriété - Propriétés du module

On a les propriétés du module :

V(z,z2)eC?,VaeR |z|=V2zz 22| = |z| 12| = |laz| = alz|
z |z]

Z,

lzl =1zl =|-2|
|2’

Démonstration
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Module

Propriété - Propriétés du module

On a les propriétés du module :

V(z,z2)eC?,VaeR |z|=V2zz 22| = |z| 12| = |laz| = alz|
_ z lz] .
2| = 2| = | - 2] —|=—=-(siz' #£0)
z |2’

Démonstration
Remarque Valeur absolue et module
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Affixe

On munit le plan d’un repére orthonormé direct (0,1, ). Le point

M de coordonnées (a, b) caractérisé par OM =a
alors étre représenté par le complexe z =a + ib.

-

u-+

by, peut
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Affixe

On munit le plan d’un repére orthonormé direct (0,1, ). Le point
M de coordonnées (a, b) caractérisé par OM = aii + bv, peut
alors étre représenté par le complexe z =a + ib.

Définition - Affixe d’'un point. Affixe d’'un vecteur

z =a+1b est alors appelé affixe du point M(a,b), on peut noter
z = Aff(M).

Réciproquement, le point M est appelé (point) image de z.

De méme, si W est un vecteur de coordonnées (a, b), a +ib est
appelé affixe de w (noté Aff(i0)), lui-méme appelé (vecteur)
image du complexe a + ib.
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Affixe

On munit le plan d’un repére orthonormé direct (0,1, ). Le point
M de coordonnées (a, b) caractérisé par OM = aii + bv, peut
alors étre représenté par le complexe z =a + ib.

Définition - Affixe d’'un point. Affixe d’'un vecteur

z =a+1b est alors appelé affixe du point M(a,b), on peut noter
z = Aff(M).

Réciproquement, le point M est appelé (point) image de z.

De méme, si W est un vecteur de coordonnées (a, b), a +ib est
appelé affixe de w (noté Aff(i0)), lui-méme appelé (vecteur)
image du complexe a + ib.

Remarque Axes
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Géométrie et C

Proposition - Opération complexe et correspondance sur le
plan géométrique

Si z est I'affixe de M alors z est I'affixe du symétrique de M par
rapport a I'axe des abscisses.

Si z = Aff(M) alors |z| est égal a la distance OM.

Si z = Aff(M) et 2o = Aff(M)), alors Afi(MoM) = z — zg et

|z —zol=MoM
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Inégalités
Théoréme - Inégalités = Corps (€, +,%)
= Interprétation dans

le plan

Pour (z,2') € C2, on a les inégalités suivantes :

= Interprétation

Rez(< |Rez|) < |z| avec égalité si et seulement si z € R* cente
Imz(< [Imz|) < |z| avec égalité si et seulement si z € iR*
||z| - |z’|| <lz+2'| <|z| + |2'| (Inégalité triangulaire)
Avec égalité dans l'inégalité de droite
24, saités

si et seulement si
z' =0 ou il existe 1 € R* tel que z = A2’ (2,2’ positivement liés).



Inégalités
Théoreme - Inégalités
Pour (z,2') € C2, on a les inégalités suivantes :
Rez(< |Rez|) < |z| avec égalité si et seulement si z € R*
Imz(< [Imz|) < |z| avec égalité si et seulement si z € iR*
||z| - |z’|| <lz+2'| <|z| + |2'| (Inégalité triangulaire)

Avec égalité dans l'inégalité de droite
si et seulement si
z' =0 ou il existe 1 € R* tel que z = A2’ (2,2’ positivement liés).

Attention. Module ou valeur absolue ?
Il'y a des modules et des valeurs absolues partout ici!
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Inégalités

Théoréme - Inégalités = Corps (€, +,%)
= Interprétation dans

Pour (z,2') € C2, on a les inégalités suivantes : le plan

= Interprétation

centré

Rez(< |Rez|) < |z| avec égalité si et seulement si z € R*

Imz(< [Imz|) < |z| avec égalité si et seulement si z € iR*
||z| - |z’|| <lz+2'| <|z| + |2'| (Inégalité triangulaire)

Avec égalité dans l'inégalité de droite
si et seulement si
z' =0 ou il existe 1 € R* tel que z = A2’ (2,2’ positivement liés).

2.4. Inégalités

Attention. Module ou valeur absolue ?
Il'y a des modules et des valeurs absolues partout ici!

Analyse Interprétation de I'inégalité triangulaire
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Inégalités
Théoréme - Inégalités = Corps (€, +,%)
2 oz .y . = Interprétation dans
Pour (z,2") € C%, on a les inégalités suivantes : ik

= Interprétation
centré

Rez(< |Rez|) < |z| avec égalité si et seulement si z € R*

Imz(< [Imz|) < |z| avec égalité si et seulement si z € iR*

< |z +2'| <|z| + 12| (Inégalité triangulaire)

!
121-12/)

Avec égalité dans l'inégalité de droite
si et seulement si
z' =0 ou il existe 1 € R* tel que z = A2’ (2,2’ positivement liés).

2.4. Inégalités

Attention. Module ou valeur absolue ?
Il'y a des modules et des valeurs absolues partout ici!

Analyse Interprétation de I'inégalité triangulaire
Démonstration



Inégalités

Par récurrence :
Proposition - Inégalités

Pour n complexes z1,...,2, on a

|21+ +2,] < |21l +

ozl
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Inégalités
Par récurrence :
Proposition - Inégalités
Pour n complexes z1,...,2, On a

|21+ +zp| <lzil+---+ 24l

Proposition - Caractérisation des complexes remarquables

2=0o|z|=0cRez=Imz=0
zER@Imz:O©E=z©|z|2:(Rez)2

in[R@Rez:O@E:—z@|z|2=(Imz)2
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centré

= Corps (C, +, x)

1. Problémes

2. EULER : Manipulateur des nombres du diable

3. Le visionnaire : GAUSS et la multiplication complexe
3.1. Les complexes de module 1 oot



Groupe unitaire
En 1800, les mathématiciens manipulent les nombres complexes,

mais ces hombres manquent de Iégitimité.
C’est Gauss qui les justifie ggéométriquement sur R2 (Argand et

Wessel semblent, chacun de leur c6té, avoir eu la méme idée).
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Groupe unitaire

En 1800, les mathématiciens manipulent les nombres complexes,
mais ces hombres manquent de Iégitimité.

C’est Gauss qui les justifie ggéométriquement sur R2 (Argand et
Wessel semblent, chacun de leur c6té, avoir eu la méme idée).

Définition - Groupe unitaire

On note U I'ensemble des complexes de module 1, c’est aussi le
cercle unité de C, ensemble des affixes des points du cercle

trigonométrique
U={zeC]|,lz| =1}
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Lecon 19 - Nombres

GrOUpe Unltalre complexes

En 1800, les mathématiciens manipulent les nombres complexes,
mais ces hombres manquent de Iégitimité. -

, . . o i o 9 = Interprétation dans
C’est Gauss qui les justifie ggéométriquement sur R (Argand et ot
Wessel semblent, chacun de leur c6té, avoir eu la méme idée).

= Corps (C,+, x)

= Interprétation
centré

Définition - Groupe unitaire

On note U I'ensemble des complexes de module 1, c’est aussi le
cercle unité de C, ensemble des affixes des points du cercle
trigonométrique

U={zeC|,|z| =1}

Proposition - Conjugaison sur U

li 2 li ~_1
V(z,2')e U, zz' e U, VzelU,z=—-€l.
2
On dit que I'ensemble U muni de I'opération multiplication est un
groupe commutatif.



Groupe unitaire

En 1800, les mathématiciens manipulent les nombres complexes,
mais ces hombres manquent de Iégitimité.

C’est Gauss qui les justifie ggéométriquement sur R2 (Argand et
Wessel semblent, chacun de leur c6té, avoir eu la méme idée).

Définition - Groupe unitaire

On note U I'ensemble des complexes de module 1, c’est aussi le
cercle unité de C, ensemble des affixes des points du cercle
trigonométrique

U={zeC|,|z| =1}

Proposition - Conjugaison sur U

li 2 li ~_1
V(z,2')e U, zz' e U, VzelU,z=—-€l.
2
On dit que I'ensemble U muni de I'opération multiplication est un
groupe commutatif.

Démonstration
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centré



Interprétation géométrique du calcul u x z pour
uclUetzeC

Analyse Géométrique

Soit u € U\ {1} et z € C. Considérons les 4 points du plan A(1),
Bw)#A,C(z)et D(u x z).

Alors AC=|z-1|etBD =|uz—u|=|u|x|z—1|=AC.
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Interprétation géométrique du calcul u x z pour
uclUetzeC

Analyse Géométrique

Soit u € U\ {1} et z € C. Considérons les 4 points du plan A(1),
Bw)#A,C(z)et D(u x z).

Alors AC=|z-1|etBD =|uz—u|=|u|x|z—1|=AC.

Définition - Argumentde u e U, de z € C

Soit u € U. On note I, le point du plan d’affixe 1 et M celui
d’affixe u.
On appelle argument de u € U noté arg(u), I'angle (principal)
(O1,0M).
Dans un premier temps, on note £6 ce nombre complexe de
module 1 et d’argument 6.

On a alors u = cosf +isin®, pour 8 = Arg(u).

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Extension pour 6 ¢ [O,g

Remarque

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré




Extension pour 6 ¢ [0, 7

Remarque
Démonstration

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Extension pour 6 ¢ [0, 7

Remarque
Démonstration

Proposition - Multiplication par u € U

SoitzeCetuecU\{1}.

Notons 6 = arg(u).

Alors u x z est Iaffixe du point obtenu par rotation de centre 0 et
d’angle 8, a partir du point d’affixe z

La démonstration dans 'analyse

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Extension pour 6 ¢ [0, 7

Remarque
Démonstration

Proposition - Multiplication par v € U

SoitzeCetuecU\{1}.

Notons 6 = arg(u).

Alors u x z est Iaffixe du point obtenu par rotation de centre 0 et
d’angle 8, a partir du point d’affixe z

La démonstration dans 'analyse
Attention. Mauvaise définition de I'argument

La définition donnée ici est peu satisfaisante ; avec un argument
principal, on n'a pas nécessairement Argzz’ = Argz + Argz’,
mais seulement des congruences.

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Notation exponentielle

Corollaire - Propriété de e
Pour tout 8,0' € R, £0 x £0" = £(0+6").

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Notation exponentielle

Corollaire - Propriété de e
Pour tout 8,0' € R, £0 x £0" = £(0+6").

Démonstration

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Notation exponentielle

Corollaire - Propriété de e

Pour tout 8,0' € R, £0 x £0" = £(0+6").

Démonstration
Analyse - Non injectivité

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Notation exponentielle

Corollaire - Propriété de e*

Pour tout 8,0' € R, £0 x £0" = £(0+6").

Démonstration
Analyse - Non injectivité

Définition - Notation d’Euler

Nous verrons/avons vu que dans le cas réel, on appelle
exponentielle les fonctions qui vérifient f(a + b) = f(a) x f(b).
Elles s’écrivent (dans le cas réel) sous la forme x — A” ol
A=fQ).

Par uniformité de notation, suivant L. Euler, on notera maintenant
et = £0 =cosO +isind

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Propriétés

On a alors, plus globalement :

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Propriétés

On a alors, plus globalement :
Théoréme - Propriétés
Soient (0,0') e R2. On a :
pi(0+6) _ 16 ,i0'
ol

el =100=02n]10ec2rZ o

[SIEY

=1

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Propriétés

On a alors, plus globalement :

Théoréme - Propriétés

Soient (0,0') e R2. On a :
p10+0) _ ,i0,i6' 0i0 — p~i0 — L
ol

ef=—1e0=0211o0ec21Z e?=cY o0=0T27]

[SIE]

=i e"=-1

Démonstration

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Formule de Regionmontanus

Corollaire - Formule d’additions trigopnométriques

Soient a,b € R.
cos(a + b) =cosacosb —sinasinb
et sin(a+b)=sinacosb +cosasinb

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Lecon 19 - Nombres
complexes

Formule de Regionmontanus

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

Corollaire - Formule d’additions trigopnométriques

Soient a,b € R.
cos(a + b) =cosacosb —sinasinb
et sin(a+b)=sinacosb +cosasinb

Démonstration



Formule de Regionmontanus

Corollaire - Formule d’additions trigopnométriques

Soient a,b € R.
cos(a + b) =cosacosb —sinasinb
et sin(a+b)=sinacosb +cosasinb

Démonstration
Exercice

En déduire les formules donnant cos(a — b) et sin(a — b).

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Lecon 19 - Nombres

=Calculs simples dans le corps C complexes

= Interprétation dans le plan & addition
= Points de vue géomeétrique (distance, angle) & — nterprétation dans
multiplication le plan

= Corps (C, +, x)

= Interprétation
centré

1. Problémes

2. EULER : Manipulateur des nombres du diable

3.2. Formules d'Euler et de de

3. Le visionnaire : GAUSS et la multiplication complexe o

rigonométrique

3.2. Formules d’Euler et de de Moivre



Lecon 19 - Nombres
complexes

Formule d’Euler

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

Proposition - Formules d’Euler

ei@ +e—i9 ) _ iy _ ei@ _ e—i9
_ sinf = Im(e*”) = oY
l

cosf = Re(ew) = 5

>

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre



Lecon 19 - Nombres
complexes

Formule d’Euler
= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

Proposition - Formules d’Euler

if 4 o=i0 0 _ _—if
. +e . . e —e
cos@ =Re(e“9)— | sinf=Im(%)= -
2 21
Exercice
U a U| u X | COS Sln 3.2. Formules d'Euler et de de
Calculer é , en déduire une expression de et Z’z’
Moivre



Lecon 19 - Nombres
complexes

Formule de (de) Moivre
= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

Proposition - Formule de Moivre

Vn e Z, (eiG)n — ein@
VneZ,(cosO+isinf)" =cosnb +isinnb

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre

jument, form



Lecon 19 - Nombres
complexes

Formule de (de) Moivre

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

Proposition - Formule de Moivre

Vn e Z, (eiG)n — ein@
VneZ,(cosO+isinf)" =cosnb +isinnb

Démonstration

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre



Factorisation

Trucs et astuces pour le calcul. Factorisation de I'angle
moitié

Lorsqu’on rencontre un expression de la forme e’a + e'b (a,b
réels), il faut toujours penser a factoriser par la moitié :

a+b+a—b b a+b a-b
a= = —

2 2 ’ 2 2
Cela donne : el + oib :ei# (ei% ie‘i%)

Et on applique les formules d’Euler

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre



Factorisation

Trucs et astuces pour le calcul. Factorisation de I'angle
moitié

Lorsqu’on rencontre un expression de la forme e’a + e'b (a,b
réels), il faut toujours penser a factoriser par la moitié :

a+b a-b a+b a-b
a= 2 + ’ b= —
2 2 2
. 9 - a+b -a-b -a—b
Celadonne: ei®+ell =i [ei's ie“T)

Et on applique les formules d’Euler

Exercice
Factoriser 1+ e'? et 1—¢'?. Retrouver les formules donnant
1+cosf

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre



Factorisation

Trucs et astuces pour le calcul. Factorisation de I'angle
moitié

Lorsqu’on rencontre un expression de la forme e’a + e'b (a,b
réels), il faut toujours penser a factoriser par la moitié :

a+b+a—b b a+b a-b

a= = —

2 2 ’ 2 2
. 9 - a+b -a-b -a—b

Cela donne : i@ + i = o1 [oi%5" ie“T)

Et on applique les formules d’Euler

Exercice
Factoriser 1+ e'? et 1 —e%Y. Retrouver les formules donnant
1+cos6
Exercice

n n
Nouveau calcul de ) coskt et )_ sinkt
k=0 k=0

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre



Linéarisation

Savoir-faire. Linéarisation

Il s’agit d’exprimer cos™ 8 ou sin” 6 sous forme d’une somme de
cos k6 ou sink0
(il ne doit plus y avoir de puissances ni de produits de cosinus
ou sinus).
. 0, -6\

> Ecrire cos™ 0 = (—e — ) :

> Développer avec la formule du binbme.

> Regrouper les termes conjugués pour faire apparaitre des

cosinus ou des sinus.

Si il N’y a pas de faute de calculs, vous devez obtenir un nombre
réel : donc simplification des i. ..

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre



Lecon 19 - Nombres

Linéarisation complexes
= Corps (C,+, x)
Savoir-faire. Linéarisation = Interprétation dans
le plan
Il s’agit d’exprimer cos™ 6 ou sin” 6 sous forme d’une somme de = Interprétation

centré

cos k6 ou sink0
(il ne doit plus y avoir de puissances ni de produits de cosinus
ou sinus).

. 0, ,—i0 \1
> Ecrire cos™ 0 = (%) :
> Développer avec la formule du binbme.

> Regrouper les termes conjugués pour faire apparaitre des
cosinus ou des sinus.

3.2. Formules d'Euler et de de

Si il N’y a pas de faute de calculs, vous devez obtenir un nombre i
réel : donc simplification des i. ..

Exercice
Linéariser cos3 6, sin*6.



cos(nt) ou sin(nt) en polynbme de cost et sint

Savoir-faire. Expressions de cos(nt) et sin(nt) en fonction
de cost et sint
> Ecrire cos(nt) = Re(e’™) =Rel(e'))"] ou
sin(nt) = Im[(e*))"].
» Utiliser la formule du binbme pour calculer
(e*)" = (cost+isint)".
> Récupérer la partie réelle (ou imaginaire) en séparant les
indices pairs des indices impairs.

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre



cos(nt) ou sin(nt) en polynbme de cost et sint

Savoir-faire. Expressions de cos(nt) et sin(nt) en fonction
de cost et sint

> Ecrire cos(nt) = Re(e’) = Re[(e'*)"] ou
sin(nt) = Im[(e'?)"].

» Utiliser la formule du bindme pour calculer
(e*)" = (cost+isint)".

> Récupérer la partie réelle (ou imaginaire) en séparant les
indices pairs des indices impairs.

Exercice

Ecrire cos 3t en fonction des puissances de cost, sin3¢ comme
le produit de sint et d’une expression contenant des puissances
de cost. Faire de méme avec cos5¢ et sin5¢.

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre



Lecon 19 - Nombres

=Calculs simples dans le corps C complexes

= Interprétation dans le plan & addition  cope e
= Points de vue géomeétrique (distance, angle) & — nterprétation dans
multiplication le plan

= Interprétation
centré

1. Problémes

2. EULER : Manipulateur des nombres du diable

3.2. Formules d'Euler et de de

3. Le visionnaire : GAUSS et la multiplication complexe
3.3. Argument, forme
trigonométrique

3.3. Argument, forme trigonométrique



Lecon 19 - Nombres

Al’gu ment complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation

Définition - Argument ceniré
V4

SoitzeC,z#0,0ona ﬂ € U donc il existe 0 € R tel que
V4

A .
Z =it

2|
On dit que O est un argument de z. On note 6 = argz.

Lécriture z = re’? ou r = |z| est appelée forme trigonométrique
de z.

3.3. Argument, forme
rigonométrique



Lecon 19 - Nombres

Argu ment complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation

Définition - Argument ceniré

V4
SoitzeC,z#0,0ona ﬂ € U donc il existe 0 € R tel que
V4

2|
On dit que O est un argument de z. On note 6 = argz.

Lécriture z = re’? ou r = |z| est appelée forme trigonométrique
de z.

A .
et

Largument est une fonction logarithmique (qui vérifie
f(a x b) = f(a)+ f(b) mais multivariée (a plusieurs valeurs). 52 A, oo

rigonométrique



Argument

Proposition - Arithmétique de la congruence
Si(z,2')e(C*)?, ona

argz = —argz([2n]

arg% = —argz([2n]

arg(zz') = (argz +argz’)[2n]

arg(i,) = (argz —argz’)[2n]
2

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

3.3. Argument, forme
rigonométrique



Argument

Proposition - Arithmétique de la congruence
Si(z,2')e(C*)?, ona

argz = —argz([2n]

arg% = —argz([2n]

arg(zz') = (argz +argz’)[2n]

arg(i,) = (argz —argz’)[2n]
2

Attention Pas d’unicité.

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

3.3. Argument, forme
rigonométrique



Argument

Proposition - Arithmétique de la congruence
Si(z,2')e(C*)?, ona

argz = —argz([2n]

arg% = —argz([2n]

arg(zz') = (argz +argz’)[2n]

arg(i,) = (argz —argz’)[2n]
2

Attention Pas d’unicité.
Remarque Géométriquement

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

3.3. Argument, forme
rigonométrique



Lecon 19 - Nombres
complexes

Arctan
= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

Proposition - Relation arg et arctan

Soit x € R, alors arg(1 + ix) = arctanx[27]/

Imz
Soit z € C, alors argz = arctanR—[n]. Précisément :
ez

Im:z .
arctan —— si Rez >0
argz = ma?
arctan—— +7 si Rez<0
ez

3.3. Argument, forme
rigonométrique



Lecon 19 - Nombres
complexes

Arctan
= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

Proposition - Relation arg et arctan

Soit x € R, alors arg(1 + ix) = arctanx[27]/

Imz
Soit z € C, alors argz = arctanR—[n]. Précisément :
ez

Im:z .
arctan —— si Rez >0
argz = ma?
arctan—— +7 si Rez<0
ez

3.3. Argument, forme

Démonstration
trigonométrique



Legon 19 - Nombres

COHC|USIOn complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans

- - le plan
Objectifs

. = Interprétation
= Calculs simples dans le corps C centré

= Interprétation dans le plan & addition
= Interprétation centrée & multiplication

2.1. Racine de polynomes

loul algébrique

entation graphique

Sqalités

31

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre

3.3. Argument, forme

trigonométrique



Conclusion
Objectifs
= Calculs simples dans le corps C
> Définition algébrique : C={a +ib | a,b R} et i2=-1

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Conclusion

Objectifs
= Calculs simples dans le corps C

> Définition algébrique : C={a +ib | a,b R} et i2=-1
> L’addition est naturelle. La multiplication est commutative,
distributive.

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Conclusion
Objectifs
= Calculs simples dans le corps C
> Définition algébrique : C={a +ib | a,b R} et i2=-1
> L’addition est naturelle. La multiplication est commutative,
distributive.
> Intéressant : le module de z = Va2 + b2. _
1

. . \ _ 4 s . .
z inversible ssi |z| #Z0. Et z 1= z= W d’ou la conjugaison
V4

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Conclusion
Objectifs
= Calculs simples dans le corps C

>

v

v

Définition algébrique : C={a +ib | a,b R} et i2=-1

Laddition est naturelle. La multiplication est commutative,

distributive.
Intéressant : le module de z = Va2 + b2, _
. . . _ <
z inversible ssi |z| #0. Etz 1 =1 =2
z |Z|2

Inégalité triangulaire et série d’inégalités.

d’ou la conjugaison

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Legon 19 - Nombres

COHC|USIOn complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans

- - le plan
Objectifs

. = Interprétation
= Calculs simples dans le corps C centré

= Interprétation dans le plan & addition
= Interprétation centrée & multiplication

2.1. Racine de polynomes

loul algébrique

entation graphique

Sqalités

31

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre

3.3. Argument, forme

trigonométrique



Conclusion

Objectifs
= Calculs simples dans le corps C
= Interprétation dans le plan & addition

» Somme : translation de vecteur

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré




Conclusion

Objectifs
= Calculs simples dans le corps C
= Interprétation dans le plan & addition

» Somme : translation de vecteur

»> Le module : norme du vecteur.

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Conclusion

Objectifs
= Calculs simples dans le corps C
= Interprétation dans le plan & addition

» Somme : translation de vecteur
> Le module : norme du vecteur.

» Comment interpréter le produit ?

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Legon 19 - Nombres

COHC|USIOn complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans

- - le plan
Objectifs

. = Interprétation
= Calculs simples dans le corps C centré

= Interprétation dans le plan & addition
= Interprétation centrée & multiplication

2.1. Racine de polynomes

loul algébrique

entation graphique

Sqalités

31

3.2. Formules d'Euler et de de
Moivre

3.3. Argument, forme

trigonométrique



Conclusion
Objectifs
= Calculs simples dans le corps C
= Interprétation dans le plan & addition
= Interprétation centrée & multiplication

» Définir le groupe U, de nombres complexes de module 1.

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré

e de polynémes

| algébrique

sentation graphique




Conclusion
Objectifs
= Calculs simples dans le corps C
= Interprétation dans le plan & addition
= Interprétation centrée & multiplication

» Définir le groupe U, de nombres complexes de module 1.

> Notation complexe trigonométrique : z = pe?.

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C, +, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré




Lecon 19 - Nombres

C0nC|USIOn complexes
Objectifs
. = Corps (C, +, x)
= Calculs simples dans le corps C
L, . . = Interprétation dans
= Interprétation dans le plan & addition le plan
= Interprétation centrée & multiplication =l
centre

» Définir le groupe U, de nombres complexes de module 1.
> Notation complexe trigonométrique : z = pe“’.

> Généralisation a la notion d’arguments.



Conclusion
Objectifs
= Calculs simples dans le corps C
= Interprétation dans le plan & addition
= Interprétation centrée & multiplication

>

>
>
»

Définir le groupe U, de nombres complexes de module 1.
Notation complexe trigonométrique : z = peie.
Généralisation a la notion d’arguments.

Représentation graphique : multiplication comme homothétie et
rotation

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré



Lecon 19 - Nombres

CO”C'US'On complexes

Objectifs
= Calculs simples dans le corps C

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans

= Interprétation dans le plan & addition le plan
= Interprétation centrée & multiplication = Interprétation

v

v

v

centré

Définir le groupe U, de nombres complexes de module 1.
Notation complexe trigonométrique : z = peie.
Généralisation a la notion d’arguments.

Représentation graphique : multiplication comme homothétie et
rotation

Nombreux savoir-faire qui donnent les formules trigonométriques.



Conclusion

Objectifs

= Calculs simples dans le corps C

= Interprétation dans le plan & addition
= Interprétation centrée & multiplication

Pour la prochaine fois
> Lecture 4. Racines & 5. Plan complexe
> Exercice n°87, 90 & 95
> TD de jeudi :
8h-10h :??, 85, 88, 98 (cos)
10h-12h :??, 86, 89, 98 (sin)

Lecon 19 - Nombres
complexes

= Corps (C,+, x)

= Interprétation dans
le plan

= Interprétation
centré
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