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Devoir Surveillé n°11
CORRECTION

Marche aléatoire dans un labyrinthe
(d’apres Mines-Pont PSI 2017)

I. Premiers pas

1. S est une variable aléatoire a valeurs dans Si () = {1,2,3,4,5}.
Donc ((Sk = 4),i = 1...5) est un systéme complet d’événements. On peut appliquer la
formule des probabilités totales :

5
P(Sky1=1) =Y P(Sk = i)Ps—i(Sky1 = 1)

i=1
Or d’apres Iénoncé : Pg, —1(Sk+1 = 1) =0 et pour tout i > 1, Pg,—;(Sk41 =1) = %
1
P(Spt1=1) = g(P(S;C =2)4+P(S,=3)+P(S, =4) +P(Sk = 5))

2. Avec un raisonnement équivalent, on trouve que :

P(Sker = 2) = P(Sir = 4) = {P(S = 1) + 3 (P(Sk = 3) + P(Sy = 5))

Wl = Wl

P(Sker = 3) = P(Sk1 = 5) = {P(Sy = 1) + 5 (P(Sk = 2) + P(Si = 4)

0 1/3 1/3 1/3 1/3
/4 0 1/3 0 1/3
En prenant B=1] 1/4 1/3 0 1/3 0 ,on a pour tout k € N, X,,,1 = BX}
14 0 13 0 1/3
1/4 1/3 0 1/3 0

3. On remarque qu’en sommant les lignes de B, on trouve la ligne (11111).
Or faire la somme des lignes de B c¢’est exactement multiplier B a gauche par (11111).
1

Notons X = ,alors ‘X x B ="' X.

— = =

En transposant cette relation :

1/4
3/16
Xo=| 3/16
3/16
3/16

4. Commengons par remarquer, grace au calcul que BXy = Xj. Soit k € Net Y, = X — Xo.
Yir1 = Xip1 — Xo = BXy, — BXo = BY;

Par récurrence quasi immédiate : Vk € N, Y, = BkYo.
Or Yo = Xg — X =0, donc Y =0 et donc X, = Xy, pour tout entier k.

Pour tout entier k, P(S, =1) = i et P(Sy =2)=P(S; =3) =P(S, =4) =P(S, =5)

Ainsi

’toutes les variables aléatoires Sj ont toutes la méme loi. ‘




1
5. Pg,=1(S1 = 1) =0 alors que P(S; =1) = -.

Donc [Sp = 1] et [S1 = 1] ne sont pas des événements indépendants.

lles variables aléatoires Sy et S1 ne sont nécessairement pas indépendantes

6. (a) Il s’agit de calculer P(Sq = 5|S10 = 1).
On applique la formule de Bayes :

Pg,—5(5 ) (59 =5)

0=
P(Sy =

P(So=5|S10=1) =

Or Sy suivant la méme loi que Sy donnée par le vecteur Xo, P(Sg = 5) = 6
1 1
P(Sipo=1) = 1 et, de plus Pg,—5(S10 = 1) = 3 (la loi conditionnelle de de Sig

sachant (Sg = 5) est une loi uniforme répartie sur les valeurs {1, 2,4} sien que

X
P(Sy = 5|S10=1) = 316 =
4

W=
Sl

1
4

(b) 1l s’agit de calculer P(Sg = 5|S1p = 1).
On applique la formule de Bayes :
Ps.=5(S10 =1)P(Ss =5)

P(Ss =5|S10=1) = P(S, )

o

3
Or P(Ss =5) = 6 P(Sio=1)= 1

Enfin, on applique la formule des probabilités totales, avec le systeme complet d’événements

—_

(59 =1)
5
) 1 1 1 1 1 1 1 2
P38:5(S10 = 1) = ;PSSZS(SQ = Z)P58:5759:1'(Slo = 1) = *X0+3 X 3+0X 3+3 X 3+OX§ = §
On a donc
P(Ss=5[S=1) =216 =~
Z 6

II. Temps de retour en salle 1

1.
To(Q) = [1,n]
Remarque : On peut accepter T,,(Q2) = [0,n] avec P(T,, = 0) = 0, d’autres réponses

auraient moins de sens. ..

L’événement (T;, = 1) signifie (puisque n > 2) que la souris est revenue en 1 & l'instant 1,
or P(Sy = 1) =1 donc la souris partant de la salle 1, elle I’a forcément quittée & Iinstant

1 donc ’ (T, = 1) est un événement négligeable ‘

Une preuve plus formelle : on exploite la formule des probabilités totales avec le systeme
complet des événements ((So = 1),(So # 1)) :

P(T,=1)=P(T,=1)N(So #1)+P( (I,=1)N(So =1) )
<P(So #1) =S =1

OrP(So#1)=P(So =2)+P(So=3)+P(So=4)+P(So=5)=0+0+04+0=0
donc 0 < P(T,, = 1) < 0 si bien que | P(T,, = 1) =0.]
2. On exploite la formule des probabilités totales avec le systéme complet des événements

(Sk—1 = j) pour la probabilité conditionnelle : Pg, ,»1. Pour tout k£ < n, pour tout
i€{2,3,4,5}

Pg, ,21(Sk=1) = ZPSHﬂ(Sk—l =J)Ps, 1#1,81=i(5k = 1)
j=1



5

= Ps_,21(Sk-1=j)Ps,_,—;(Sk = 1)

j=2
car ng_ﬁél(Sk,l = ].) =0et [Sk,1 =+ 1] N [Sk,1 :j] = [Sk,1 = j]7 sij# 1.
1
Par ailleurs, pour tout j € {2,...5}, Pg, ,—;(Sp =1) = 3 donc

Psk 1751(516 _1 ZPSk 1751(Sk 1 —J)
_] 2

PSk—lil(U?:Z[Skfl = .7]) =

3 3

Donc pour tout k < n, Pg, ,21(Sx =1) =

Wl =

. L’événement contraire de Sy = 1 et S # 1, donc

2
pour tout k < n, Pg, ,+i(Sp #1) =1—-Pg,_,21(Sk=1) = 3
k
- Soit k< n, T, > k=[S #1].
i=1

Donc en appliquant la formule des probabilités composées
(attention les événements ne sont pas indépendants!)

P(Ty > k) =P(S1 # 1)xPg,21(S2 # 1)xPg, 215,21 (53 # 1) % xPgy 21,8, 21,...8,_,21(Sk # 1)

Mais comme cela est formulé dans 1’énoncé, la position de la souris & l'instant k& ne dépend
historiquement que de sa position & linstant k£ — 1. (On appelle cela une chaine de
Markov).

Donc pour tout h >k : Pg,21,5,1,..5, 121(Sh #1) =Pg, _,21(Sh # 1).

k—1
P(T, > k) = P(51 # DxPs,aa(S2 # 1xPs,a(Se £ 1x-xPs, (st 1) = 1x(3

. Compte-tenu de la valeur de X, P(S; #1) =1 et donc P(T} =1) =0.
Puis pour k > 2: [T, > k—1] = [T}, = k]U [T}, > k]; ces événements étant incompatibles :

P(T, >k—1)=P(T, = k) +P(T, > k)

Donc

et rn - (2)(-2) 3 (2)

Et alors que

92 n—2
P(T,=n)=P(T,>n—-1)= (3)
k—2 277.72
Bilan: P(T,, =1)=0,Vk € [2,n— 1], P(T,, = k) = 31 et P(T,, =n) = =
n—1 1— gn
. On note f,(x kzox Pour tout z €] — 1,1], fn(x) = T2
On peut dériver ces fonction sur | — 1, 1[, ’égalité est conservée :

1 (—na" (1 —2)+(1—2") 1—na""'4 (n—1)z"
Vo el-1,1], kak ! kak e = e

On aurait également pu faire une récurrence.

2
On a donc en reprenant ce résultat pour x = 3 :

ZkP k) + nP(T, =n) =

1
7P51¢,—1751(Sk71 # 1) -3



L(1=n@" '+ -DE" _ (2)\") 2"
:2< Taa ‘1(3>>+”3n1

Et donc en faisant tendre n vers U'infini, comme n = o <( )") :

3
2
, 1/ 8
imE(T,) = 5 <(§,)2 1) =5 =4

lim E(T,,) = 4

7. T, est une variable aléatoire a valeurs entieres (qui admet une espérance, puisqu’elle est

finie).
E
On peut appliquer U'inégalité de Markov : P(X > a) < ( )
a
E(T;
On considere X = Typ0, a = 50 d’ott P(Tg0 = 50) < (5(1)00).

De plus,

E(T,) - lim E(T;) =

k——+oo

R M R A
( (1) 1) T

_ ! [9 <1n<§)n1+(n1) <§)n> 9+2n§;_1]

N | =

O |

1 2\""' 2 2\" ! gn—1
= 5 [ ( <3> +§(n71) <3> >+2n3n_1]
- %(%) 1 [=9n 4 6(n — 1) + 20
1,2,
= 5(5) Hn+6]
0
donc E(T,) < 4 si bien que
P(T100>50)§%=%—0 08
n—1
II1I. Du sens probabiliste au calcul — Z B
"=

Dans cette partie, on ne connait pas a priori la valeur de Xj.

1. A% est une indicatrice, elle suit donc une loi de Bernoulli.
Son parametre est p = P(Aj, = 1) = P(la souris se trouve en i a I'instant k) = P (S, = 1)

A = B(P(S,=1))|

2. Exprimer E(A}) en fonction de P(S), = 4). Pour une loi de Bernoulli, on a I’espérance qui
est égale au parametre p.

[E(4)) = P(4] =1) = P(S; =) |

3. Comment exprimer S/, en fonction des A% ?
Comme S;, compte le nombre de succes, mesuré par Ay, entre k=1let k=n:

n—1
Sp=_ A

k=0

Mais ce n’est pas une loi familiere. Les variables aléatoires (A% ), ne sont pas indépendantes
(comme en derniére question de la partie I), donc

S,, n'est pas trivialement une loi binomiale.




4. Par linéarité de ’espérance :

B(Si) ~F (i A@) — S B = S PS = i) = X
k=0 k=0 k=0 k=0

Or pour tout k& € N, Xy11 = BX}, donc par récurrence : X, = B*X,. Ainsi :
n—1 n—1

((Z B’“)Xo> = K(Z Bk)Xo>1 = n[V, x Xol;
k=0 i k=0 i

’E(S%) =n[V,, x Xo);

n—1

E(S)) = [B*X]; =

k=0

IV. Convergence dans M, (R)

1.

Raisonnons par 1’absurde en supposant que To, # ..

Posons &g = ||zoo — 2L || > 0.
Appliquons la définition de la convergence vers 0 de (||zx — Too||)ken et ([[zx — 25 || ken
€0
our — :
pour - )
N1 €N : VkeN k2N1:>ka—xoo||§§0
€
IAN;eN : VkeN : kzN{:>Ha;k—x’oo||§§O
Posons N = max(Ny, N7).
co = v —alll
= ||Too — 2N + N — 2|
< 2o — 2Nl  + |z~ — 25|l par inégalité triangulaire
—_———— —_————
€ €
ggocaerNl §§OcarN2N{
. =
- 3

d’oli €9 < 0 ce qui est une contradiction.

Ainsi, x5, = 2 ce qui prouve I'unicité (sous réserve d’existence) de la limite d'une
suite de vecteurs dans un espace vectoriel normé. On peut donc dire que z, est la
limite de (-'L'k)/cEN

. Soit z € ker(u — Idg).

Alors (u — Idg)(xz) = 0 donc u(x) = x.
Une récurrence immédiate donne VI € N, u'(x) = 2 si bien que

Vk e N* | rip(z) = — Zul(sc) =z

donc la suite (||7x(x) — z||)ren~ est la suite constante égale & 0 donc elle converge vers 0.

’Ainsi7 (re(z))ren+ converge vers . ‘

. Soit z € Im(u — Idg).

Alors 3t € E : © = (u — Idg)(t) si bien que

Vk e N* | rp(z) =

T =

k-1
(Zu’) (= 1) () = (u* ~ Tdp)(t) = 3 (a(0) 1

=0

= ok — IdY,
En appliquant I'inégalité vérifiée par wu :
k k— k—
[u* (@) = fu(u" @) < "~ ()]
donc une récurrence immédiate permet de montrer que

VE e N* | [lu* ()] < ||t



si bien que

k k
t)—t t t t t
IR I Ca G P A UEA T I+ 1
M ———

ineg. triang. conv. vers 0 lorsque k — +o00

donc (th. d’existence de limite par encadrement) la suite (||7(z) — Og||)ken+ converge vers
0.

’Ainsi7 (ri(x))ken- converge vers Og. ‘

* Le théoreme du rang s’applique a 'endomorphisme u — Idg de E car E est de di-
mension finie et donne

dim F = dimker(u — Idg) + dim Im(u — Idg)

* Soit x € ker(u — Idg) NIm(u — Idg) fixé.
D’apres les deux questions précédentes, x € ker(u — Idg) donc (rx(x))ken+ converge
vers z et © € Im(u — Idg) donc (r,(z))ken- converge vers Og.
Par unicité de la limite d’une suite de vecteurs qui converge (question IV-1), 2 = 0.
Par conséquent, ker(u — Idg) N Im(u — Idg) C {Og}, linclusion réciproque est
immédiate car le vecteur nul appartient a tout sous-espace vectoriel,

donc | ker(u — Idig) NTm(u — Idp) = {0x}. |

| Ainsi, B = ker(u — Idp) © Tm(u — Idp). |

. Soit x € E.
D’apres la question précédente,

E =ker(u—Idg)®Im(u—Idg) = (z1,22) € ker(u—Idg) x Im(u—Idg) : x = z1+ 22
Par linéarité de I’endomorphisme 7y,

Vk e N* | rg(x) = ri(21) +ri(22)
——
=z car 1 € ker(u — Idg)

donc
Vk € N* | |Irp(z) — a1 = 175 (z2)|
————

conv. vers 0 lorsque k£ — +oo
car 2 € Im(u — Idg)

donc la suite (||rx(z) — z1]|)ken+ converge vers 0.

’Ainsi7 (ri(x))ken~ converge vers . ‘

= ker(u—Idg) ® Im(u—Idg) — E
= T —+ ) —

Or P'application est connue, il s’agit

du’ projecteur vectoriel sur ker(u — Idg) parallelement & Im(u — Idg) ‘et nous savons que

c’est un endomorphisme de E.

=
. Notons ry = z Zak € L(M,,1(R)) et observons que
1=0

1 k—1 1 k—1 1 k—1
VX € Mua(R), ri(X) = 2D ab(X) = 2 D (4FX) = (k ZAk>X=RkX
=0 =0 =0

Appliquons le résultat de la question précédente pour

* E + M,(R) (ce qui est autorisé car c’est un espace vectoriel de dimension finie,
M,,.1(R) est muni de la norme || - || dont I'existence est supposée admise par 1’énoncé,

* U ¢ a ce qui est autorisé d’une part car a € £L(M,, 1(R)) et d’autre part car, pour la
norme || - || considérée sur M,, 1(R), I’énoncé suppose que

VX € Mn1(R), [la(X)|| = |AX] < [ X]|



pour conclure que
VX e M,1(R), lim r(X) = p(X) (1)

k— 400
ot p est la projection vectorielle sur ker(a — Idy,, | (r)) parallelement & Im(a — Idaq, ,(r))-
Posons P la matrice de p dans la base canonique de M,, 1(R). On a alors d’une part
VX € M1 (R), p(X)=PX

de sorte que 'égalité (1) devient

VX e M7171(R) R khm R, X = PX

—+o00
et d’autre part
Pi=pP

car le projecteur vectoriel p est idempotent (donc sa matrice dans toute base 'est aussi).

Ainsi, il existe une matrice P vérifiant P2 = P telle que, pour tout X € M1 (R), la
suite (R X)gen» converge dans M,, 1(R) vers PX.

V. Matrices stochastiques

1. Soit A € M,,(R).
AU =U <+ Vie [[1,77,]] s [AULJ = Ui,1

n
<~ ViE[[l,nﬂ, ZAi,jUjleil

) )

~ =~

=t 1 =1

= Vie[ln], Y A,=1

j=1

’ Ainsi, la condition (4) équivaut & la condition AU = U. ‘
2. Soient (A, B) € £2.
Par stabilité du produit dans la R-algebre M, (R), AB € M, (R). De plus,
* Pour tout (i,4) € [1,n]?,

[ABli; =Y Aix Brj =0
>0 >0
car Be &, car Be €&,

SIABLi; = >3 AixBi;

j=1 j=1k=1

n n
= Z Z A; pBy,; car les indices de sommation k et j sont indépendants

= Z Ak ZBk,j
j=1

k=1
——
=1lcar Be¢&,
- S
k=1
= 1 carAeé&,

Ainsi, Uensemble &, des matrices stochastiques (carrées d’ordre n) est stable pour le produit matriciel.

Remarque : pour le second point, il aurait été plus rapide d’observer, par associativité
du produit matriciel, que

(AB)U = A( BU )= AU )=U
~— ~—
car B €&, car A €&,

et de conclure en utilisant la question V-1 précédente.



3. Soit (My)ren € (é’n)N qui converge dans M,,(R) vers M, € M, (R).
* Soient (i,4) € [1,n]?* fixés.
Par définition de la convergence d’une suite de matrices,

[Moolij = lim [Mgl; ;

k—-+4oco
Or la suite (My)ren est constituée de matrices stochastiques donc
Vk e N s [Mk]i,j >0

si bien qu’en passant & la limite dans l'inégalité ci-dessus (autorisé car les deux
membres ont une limite) lorsque k — 400

[Mocij >0

* Soit i € [1,n] fixé.
La suite (Mg)ren est constituée de matrices stochastiques donc

Vk € N s Z[Mk]i’j =1

Jj=1

si bien qu’en passant a la limite dans 1’égalité ci-dessus (par unicité de la limite en

fait) lorsque k — +oo0,
Z[MOO]M =1
=1

’Par conséquent, M, est stochastique. ‘

4. Soient A € &, et X € M, 1(R).
Soit i € [1,n].

n
[AX]ial = D Ai; X
j=1
n
< Z |A; ;] |X,1]  par inégalité triangulaire
= —— ~——

=A;jcar Ae & < || X]oo

< Xl Y Aij
i=1
N
=1lcar Acé&,
< X0

Par conséquent, || X || majore les valeurs absolues des n composantes de AX.
| Ainsi, [AX oo < [|X]|oo- |

5. % Puisque A € &,, la question V-1 donne AU = U donc APU = U si bien que U €
ker(A? — I,,) donc (structure vectorielle d’un noyau) Vect{U} C ker(A4? — I,,).
De plus, U # Oay,, , () donc Vect{U} est de dimension 1 si bien que ker(A” — I,,) est
de dimension au moins 1.
* Soit X = (2;)1<i<n € ker(AP — I,,) non nul. Par définition de || X ||, il existe s €
[1,n] :

|Zs| = [ X oo
— Supposons que zg > 0.
Puisque X € ker(A? —I,,), APX = X donc

n

Vie[Ln], zi=Y [A7];;x;

j=1
En considérant en particulier la ligne d’indice s

n n

Ts ZZ[AP]SJLL']‘ Si [Ap]s’j X Zj <z Z[Ap}s,j =Ts

= = —— ~— =
>0car AP e &P <, —
=1car AP € &P

< [AP s



donc toutes les inégalités ci-dessus sont des égalités, en particulier toutes les
majorations

Vi€ [Ln], [AP]s ja; < [AP]s jas
sont des égalités :

Vje [[l,nﬂ ) [Ap]s,jxj = [Ap]sijxs )

or tous les coeficients de AP sont non nuls donc
Viell,n], z; =xs

On en déduit que X = z,.U € Vect{U}.
— Sinon, x4 < 0.

On peut alors appliquer le raisonnement précédent & —X et obtenir que —X =
|xs|.U donc X = —|z,].U € Vect{U}.

Par conséquent, ker(AP — I,,) C Vect{U}.
’Ainsi7 ker(AP — I,,) est de dimension 1, c’est Vect{U}. ‘

6. Puisque A € &, la question V-1 donne AU = U donc U € ker(A — I,) donc Vect{U} C
ker(A — I,).
Par ailleurs l'inclusion ker(A — I,,) C ker(AP — I,,) est immédiate (X € ker(A — I,) =
AX = X = APX = X = X € ker(A4P — I,,)) donc, compte tenu de la conclusion de la
question précédente,

Vect{U} C ker(A — I,,) C ker(A? — I,,) = Vect{U}
si bien que les trois sous-espaces vectoriels sont égaux.
’Ainsi, ker(A — I,,) = Vect(U). ‘

7. Soit k € N*.
Puisque A € &, la stabilité de &, par propduit (question V-2) permet d’obtenir que

Vie[l,k—1], Al €&,

x Pour tout (i,5) € [1,n]?,

1 k—1

[Rk}z j = E 5i,j + [Al]i»j Z 0
-~ I ——v
>0 >0car Al €&,

n k—1 n
1
Tk D b+ > 144,
j=1 =1 j=1
—— ———
=1 =1car Al €&,
= (1+(k—-1))

Ainsi, pour tout k € N*, la matrice Ry, est stochastique. ‘

8. e Appliquons le résultat de la question IV-6 : pour la matrice A et pour la norme || - ||oo
ce qui est autorisé puisque nous avons prouvé dans la question V-4 que

VX € Mp1(R), [[AX oo < [ X]loo

Ainsi, il existe une matrice P vérifiant P? = P telle que, pour tout X € M,, 1(R), la
suite (RiX)gen» converge dans M,, 1(R) vers PX.
Soit j € [1,n] fixé.



En appliquant la convergence de (RpX)gen- vers PX pour le vecteur Eot (j-eme
vecteur de la base canonique de M,, 1(R)), en observant que

[Rk]1s Py
. [Rk]z i . P2, j
Vk € N*, R BV = Y ot PEM=|
[Rk]n,j an.]
la définition de la convergence dans M,, 1(R) pour la norme || - ||oo donne

lim |[|RyE"" — PE"!|| =0
k——+o0

soit
%Rk}l,j Pl,j
Ry, - P
lim A (R =0
[Rk]7L7j P"»J 00
donc

vie [1,n], |[Rilij — Pijl < ||RE"" — PE"|

— 0
k—+oo

donc le théoreme d’existence de limite par encadrement permet d’affirmer que, pour
tout i € [1,n], la suite ([Ry);,j)ren- converge vers P, ;.

Ceci prouve que la suite (Rg)gen+ converge dans M, (R) vers la matrice P introduite
plus haut qui vérifie P? = P.

e D’apres I’étude menée dans la partie IV et plus particulierement dans la question I'V-
5, la matrice P est le projecteur sur ker(A — I,,) parallelement & Im(A — I,,) donc
rg(P) = dimker(A — I,,) = 1 d’apres la question V-6.

e D’apres la question V-3, une suite convergente de matrices stochastiques converge vers
une matrice stochastique, or la suite (Ry)ren+ est une suite de matrices stochastiques
(question V-7) qui converge vers P (point précédent) donc P est stochastique.

’Ainsi la suite (Ry)ren+ converge dans M, (R) vers une matrice P, stochastique de rang 1.

9. La matrice P est de rang 1 donc les n colonnes de P engendrent une droite vectorielle donc
elles sont toutes multiples de 'une d’entre elles que 1'on note C' € M, 1(R) (ona C # 0
sinon le rang serait nul!). En notant (p;)1<i<n € R™ les coefficients de proportionnalité,

P = /,Ll.C /,LQ.C ,un.C’

Sachant que P est stochastique,

Vi € [[Ln]] s ZMCM =1

j=1

donc
Vi € [[1,71]] s Z,uj Ci,l =1
=1

n
Posons m = E ;. Nous venons d’obtenir que
j=1

Vie[l,n], mCi1=1
Ces égalités prouvent que m # 0 (sinon les produits seraient nuls au lieu de valoir 1) et

1
donc que tous les coefficients de C' sont égaux & — donc C' = —.U.
m m

Posons, pour tout i € [1,n], \; = Hiot I = A1, An] € M, (R).
m

* Soit ¢ € [1,n] fixé quelconque. P € &, (question précédente) donc P;; > 0 donc
1#iC1,1 > 0 donc p; est du signe de C 1, or mCy 1 =1 > 0 donc C;; est du signe de
m si bien que

A=
m



Zm

* z”: 2": = = 1.
i=1 i=1

Par conséquent, L est une matrice ligne stochastique.

’Ainsi7 il existe L = [A1,..., An] € My, 1(R) une matrice ligne stochastique telle que P = UL.

10. °

Observons que,

k—1

k
1 1 I, k41 I
VhEN , ReA= 1S At o1y ot Bl
€, oy kzz k LT g

En considérant cette égalité matricielle coefficients par coefficients et en passant a la
limite lorsque & — 400, on obtient

. . = E+1 i, j
V(27]) € [[17nﬂ2 ) vk e N ) Z[Rk]isAs,j = T . [RkJrl]i,j - k’:J
s=1 <~
- 1,00 = o0
n k—-+o0 b k——+oo
— ZPiSAs,j
s=1
k—4oc0

d.’OI\l7 par unicité de la limite
( [[1 TL]] lzslls - i j
\J 2]

si bien que

si bien que .

* En remplagant P par UL dans l'identité du point ci-dessus,
ULA=UL

V(i,5) € [1,n]?, [PAli; = P,

donc
U(LA-L)=0p,m®
—_———
eMi »(R)

Or, compte tenu de la valeur de U, U(LA — L) est une matrice carrée dont les
n lignes sont toutes égales a la ligne LA — L donc U(LA — L) = 0 implique la
nullité de LA — L.
Par conséquent,
* Soit L' € M ,(R) stochastique quelconque telle que L'A = L'.
Alors, en transposant, ‘A'L’ = 'L’ donc (*A — I,)'L' = 0 d’ou, puisque I, est
symétrique, *(A — I,,)*L’ = 0 si bien que
'L € ker(Y(A - 1,,))
D’aprés le théoréme du rang, la dimension de ker(*(A —1I,,)) est n —rg(*(A—1I,,))
et sachant qu'une matrice et sa transposée ont le méme rang,
dimker(*(A—I,)) = n —rg(A - 1,) = dimker(A — I,) = 1
th. du rang quest. V 6
Ainsi, 'L’ et 'L (construite dans la question V-9 qui vérifie LA = L d’apres le
point précédent) appartiennent & la méme droite vectorielle donc ces matrices

sont proportionnelles et, puisque L # 0 (sinon P = UL serait la matrice nulle ce
qui contredit le fait que rgP = 1)

JNER : 'L =\L

d’ott L' = \.L.
Utilisons maintenant que L’ et L sont stochastiques :
n n n
Lo D Hy =2 Mag=x YLl =)
L’ stoch.”’=" =1 =t

=1 car L stoch.

Ainsi, L est la seule matrice ligne stochastique vérifiant LA = L. ‘




11.

Une récurrence immédiate montre que
Vk e N* | LAF =L

donc, en particulier, LAP = L.
Or L # 0 (sinon P = UL serait la matrice nulle ce qui contredit le fait que rgP = 1) et
ses coefficients sont positifs ou nuls (car elle est stoachastique) donc jo € [1,n] Aj, > 0.

Soit i € [1,n] fixé. La relation L = LAP = L donne

n
i = };)\kAk,i - > iig/ [A] 54,0 >0
positivité de tous les coeff. > 0 > 0 hyp. sur AP

’Ainsi7 les coefficients de la matrice ligne L sont tous strictement positifs. ‘

VI. Application au labyrinthe

1.

2.

Puisque la matrice A = B est stochastique (elle vérifie AU = U d’apres la question I-3
ce qui permet de conclure avec la question V-1) et puisque les coefficients de la matrice
A? sont tous strictement positifs nous pouvons appliquer les conclusions de la partie V :
(Rg)ken+ converge vers une matrice P de rang 1 qui s’écrit UL ol L est 'unique matrice
ligne stochastique telle que LA = L.

Le vecteur X de la partie I satisfait BXo = Xy donc, en transposant,
tXoA =t Xq

or ' Xy est une matrice ligne stochastique donc, par unicité (question V-10) L = X si
bien que
1/4 3/16 3/16 3/16 3/16
1/4 3/16 3/16 3/16 3/16
P=UL=U'Xy=| 1/4 3/16 3/16 3/16 3/16
1/4 3/16 3/16 3/16 3/16
1/4 3/16 3/16 3/16 3/16

e Il existe au moins une loi de probabilité sur 'ensemble [[1,5] telle que, si la variable
aléatoire Sy suit cette loi, alors les variables S} suivent toutes la méme loi, elle est
donnée par le vecteur X de la partie I (question I-4).

e Réciproquement, s’il existe une loi de probabilité sur I’ensemble [1, 5] telle que, si la
variable aléatoire Sy suit cette loi, alors les variables Sy suivent toutes la méme loi, en
notant Yy € Ms ; le vecteur colonne correspondant selon le formalisme de la partie I,
comme S7 suit la méme loi que Sp,

BYy = Y,

donc
Yod = 'Yy

Or Y, est une matrice ligne stochastique (la positivité des coefficients vient du fait
qu’il s’agit de probabilités d’événements, le fait que leur somme vaut 1 découle de la
formule des probabilités totales) donc, d’apres I'unicité établie dans la question V-10,

75Y—0 = tXO d’ou X() = Y().

Ainsi, il existe une unique loi de probabilité sur 'ensemble [1, 5] telle que, si la variable
aléatoire Sy suit cette loi, alors les variables Sy suivent toutes la méme loi.




