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Heuristique

Heuristique - Application (définition non formelle)

Une application d’un ensemble E dans un ensemble F' est un
“procédé” qui associe a chaque élément x € E un élément
f(x) e F. Une telle application est notée

f: E—F
x— f(x)

f(x) est appelé image de x par f';

'ensemble E est appelé ensemble de départ de I'application [ ;
'ensemble F' est appelé ensemble d’arrivée de f.

On a donc une application de E dans F' dés qu’a tout élément
x € E on peut associer sans ambiguité un élément f(x) € F
(c’est-a-dire s’il y en a un et un seul possible).

Legon 24 -
Applications (entre
ensembles)

= Applications de E
dans F!

= Lien fonction et
équation. Qualités
pour les applications

2.1. Vocabulaire lié aux
applications



Définition

Une application est donc déterminée par la donnée des couples
(x, f(x)) ou x parcourt tout E, d’'ou la définition plus formelle :
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Définition

Une application est donc déterminée par la donnée des couples
(x, f(x)) ou x parcourt tout E, d’ou la définition plus formelle :
Définition - Application

Soient E et F' deux ensembles et 4 c E x F' vérifiant
VxeE,Aly e F,tel que(x,y) e Y.

La donnée d'un tel triplet (E,F,%4) s’appelle une application de £
dans F'. On note
f: E—-F
Xx—y= f(x)

ol y est 'unigue élément de F' vérifiant (x,y) € 4.
¢ s’appelle le graphe de I'application. On le note souvent I'f.
OnadoncT'r={(x,y)€E xF|y = f(x)} ={(x,f(x))|x € E}.
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Méthodes

Remarque Fonctions ou applications ?
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Méthodes

Remarque Fonctions ou applications ?
Savoir-faire. Montrer une égalité de deux fonctions
Soient f: E — F et g : E' — F' deux applications. f et g sont
égales si et seulement si :

> E =E' (méme ensemble de départ),

> F =F' (méme ensemble d’arrivée),

> VxeE, f(x)=g(x).
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Ensemble de fonctions

Définition - Ensemble de fonctions

On notera & (E, F) (on trouve aussi les notations </ (E, F') ou
FE) rensemble des applications (ou fonctions) de E dans F.
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Ensemble de fonctions

Définition - Ensemble de fonctions

On notera & (E, F) (on trouve aussi les notations </ (E, F') ou
FE) rensemble des applications (ou fonctions) de E dans F.

Exemple Classiques
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Ensemble de fonctions

Définition - Ensemble de fonctions

On notera & (E, F') (on trouve aussi les notations </ (E,F') ou
FE) rensemble des applications (ou fonctions) de E dans F.
Exemple Classiques

Définition - Restriction et prolongement

Soit f : E — F une application.

> Soit A c E. La restriction de f a A, notée fja, est
I'application
fla: A—F
x— f(x)

» SiE cB,une application 7 :B — F est un prolongement a

B de l'application f' si g = f, c’est-a-dire si
Vx € E,f(x) = f(x).
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Définition - Composée pourles applcaons
Soient deux applications f : E — F, g : F — G. On définit
I'application composée, notée h = go f, de E dans G par

2.1. Vocabulaire lié aux

Vx € E, h(x) = g(f (x))
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Composition

Définition - Composée

Soient deux applications f : E — F, g : F — G. On définit
I'application composée, notée h = go f, de E dans G par

Vx € E, h(x)=g(f(x))

Exemple |dentité
Remarque Représentation
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Propriétés

Attention. Non commutativité

En général, méme lorsque les deux applications go f et f o g ont
un sens, elles sont différentes.
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Propriétés

Attention. Non commutativité

En général, méme lorsque les deux applications go f et f o g ont
un sens, elles sont différentes.

Proposition - Associativité de o

Pour trois applications E Z, Fi@G i Hona

ho(gof)=(hog)of.

On peut donc noter hogo f.
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Propriétés

Attention. Non commutativité

En général, méme lorsque les deux applications go f et f o g ont
un sens, elles sont différentes.

Proposition - Associativité de o

Pour trois applications E Z, Fi@G i Hona
ho(gof)=(hog)of.

On peut donc noter hogo f.

Démonstration
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Applications injectives ou surjectives

Heuristique - Résoudre une équation

Une fonction est de la forme : E 7, F.Atoutx de E, f donne
une valeur de F.
Résoudre une équation est toujours le probleme inverse :

Sont données : E i»F et b € F. Il s'agit de trouver x € F' tel que

flx)=0.

Les questions naturelles sont les suivantes :
> Cette équation admet-elle (au moins) une solution ?
> Cette équation admet-elle au plus une solution ?

> Cette équation admet-elle exactement une solution? Ce qui
évite les quiproquos. . .

Legon 24 -
Applications (entre
ensembles)

= Applications de E
dans F'

= Lien fonction et
équation. Qualités
pour les applications

2.2, Bijections (injections et
surjections)



Applications injectives ou surjectives

Définition - Injection et surjection
Soit f : E — F une application. On dit que

> f estinjective (est une injection) si
V(x,x)eE2 f(x)=f(x") > x=x';

> f est surjective ( est une surjection) si
VyeF,3xe E |y = f(x).
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Applications injectives ou surjectives

Définition - Injection et surjection
Soit f : E — F une application. On dit que
> f estinjective (est une injection) si
V(x,x)eE2 f(x)=f(x") > x=x';
> f est surjective ( est une surjection) si
VyeF,3xe E |y = f(x).

Remarque Notation
f:E—~Fetf.:E—F.
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Applications injectives ou surjectives

Définition - Injection et surjection
Soit f : E — F une application. On dit que
> f estinjective (est une injection) si
V(x,x)eE2 f(x)=f(x") > x=x';

> f est surjective ( est une surjection) si
VyeF,3xe E |y = f(x).

Remarque Notation

f:E—Fetf:E—F.

Exercice

Montrer que f est injective ssi V b € F, f(x) = b admet au plus
une solution.

Montrer que f est surjective ssi V b € F', f(x) = b admet toujours
(au moins) une solution.
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Il'y a différentes fagons équivalentes de formuler ces propriétés :

» Dire que f est injective revient a dire (par contraposée) que :

V(x,x)eE? x #x' = f(x) # f(x')

2.2, Bijections (injections et

c’est-a-dire que deux éléments distincts de 'ensemble de surctons)
départ ont des images distinctes.

> Dire que f est surjective revient a dire que tout élément de
'ensemble d’arrivée posséde au moins un antécédent.
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Il'y a différentes fagons équivalentes de formuler ces propriétés : posries applestions

» Dire que f est injective revient a dire (par contraposée) que :
V(x,x)e E®, x #x' = f(x) # f(x)

c’est-a-dire que deux éléments distincts de I'ensemble de e
départ ont des images distinctes.

> Dire que f est surjective revient a dire que tout élément de
'ensemble d’arrivée posséde au moins un antécédent.

Exemple x — x?, x—x3, x—sinx

b b



Exercices

Exercice
Lapplication
f: B2 —R?
(x,y) —(x—y,2x+y)
est-elle injective ? surjective ?
Mémes questions avec

f: B2 R
(x,y) —(x—-y,2x+y,x—3y)
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Exercices

Exercice
Lapplication
f: B2 —R?
(x,y) —(x—y,2x+y)
est-elle injective ? surjective ?
Mémes questions avec

f: B2 R
(x,y) —(x—-y,2x+y,x—3y)
Exercice
f: C—>C*
zZ—expz

est-elle injective ? surjective ?
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Stratégies

Remarque Les ensembles qui sont importants !
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O Legon 24 -
St rateg | eS Applications (entre
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Remarque Les ensembles qui sont importants ! = Applications de £

dans F'
Heuristique. Stratégies = Lien fonction et
équation. Qu‘alités
Soit f : E — F. |l est pratique que f soit bijective, mais cela ne pourles applcaons

nous appartient pas en regle générale.
Toutefois il est possible de rendre :

» f surjective en restreignant « simplement » I'ensemble
d’arrivée a f(E);

> f injective en restreignant 'ensemble de départ ou plus
f_réquemment en considérant non plus f : E — F, mais
f: g% -G, %~ f(x).

2.2, Bijections (injections et
surjections)
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St ratég|es Applications (entre
ensembles)
Remarque Les ensembles qui sont importants ! = Applications de £
dans F'
Heuristique. Stratégies = Lien fonction et

équation. Qualités
Soit f : E — F. |l est pratique que f soit bijective, mais cela ne pouries spplatons
nous appartient pas en regle générale.
Toutefois il est possible de rendre :

» f surjective en restreignant « simplement » I'ensemble

d’arrivée a f(E); 22, Otecions (oo f

surjections)
> f injective en restreignant 'ensemble de départ ou plus
f_réquemment en considérant non plus f : E — F, mais
f: g% -G, %~ f(x).

Exercice
Montrer que pour cette derniére stratégie f est bien définie et

gu’elle est injective.



Composition

Théoreme - Propriétés des composées

Soient f : E — F et g : F — G deux applications.
Si f et g sont injectives (respectivement surjectives), alors go f
est injective (resp. surjective).
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Composition

Théoreme - Propriétés des composées

Soient f : E — F et g : F — G deux applications.
Si f et g sont injectives (respectivement surjectives), alors go f
est injective (resp. surjective).
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Composition

Théoreme - Propriétés des composées

Soient f : E — F et g : F — G deux applications.
Si f et g sont injectives (respectivement surjectives), alors go f
est injective (resp. surjective).

Démonstration

Exercice

Soient f : E — F et g : F — G deux applications. Montrer que :
> si gof estinjective, alors f est injective;

> si gof estsurjective, alors g est surjective.

Legon 24 -
Applications (entre
ensembles)

= Applications de E
dans F'

= Lien fonction et
équation. Qualités
pour les applications

2.2. Bijections (injections et
surjections)



Applications bijectives

Pour que I'equation f(x) = b admette une unique solution, quel
que soit b € F, il faut (et il suffit) que f soit bijective :
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Applications bijectives

Pour que I'equation f(x) = b admette une unique solution, quel
que soit b € F, il faut (et il suffit) que f soit bijective :

Définition - Application bijective

Soit f : E — F une application. On dit que f est bijective (ou est
une bijection) de E sur F si si f est injective et surjective.
Dire que [ est bijective revient a dire que :

VyeF,3lxeE telque y=/f(x)

c’est-a-dire que tout élément de I'ensemble d’arrivée possede un
et un seul antécédent.
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Application réciproque

Définition - Application réciproque
Soit f une bijection de E sur F', on définit une application g par

g: F— E
y— x |y=f(x) (unique antécédent de y par f)

Cette application g est elle-méme bijective et appelée bijection
réciproque de £, et notée f 1.
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Application réciproque

Définition - Application réciproque
Soit f une bijection de E sur F', on définit une application g par

g: F— E
y— x |y=f(x) (unique antécédent de y par f)

Cette application g est elle-méme bijective et appelée bijection
réciproque de £, et notée f 1.

Démonstration
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Savoir-faire

Savoir-faire. Critére pour montrer la bijectivité

Soient f : E — F et g : F' — E deux applications telles que
gof=Idgetfog=1Idp.
Alors f et g sont bijectives et g = f 1
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Savoir-faire

Savoir-faire. Critére pour montrer la bijectivité

Soient f : E — F et g : F' — E deux applications telles que
gof=Idgetfog=1Idp.
Alors f et g sont bijectives et g = f 1

Exercice

Soit

g: N—- N
: N—N

f et

{ Osin=0
n—n+1 n—

n—-1sin#0

Etudier I'injectivité et la surjectivité des applications f et g.
Déterminer les applications go f et f o g. Conclusion ?
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an0 . -1 = Applications de E
Proposition - Relation entre f et f dans F
. - 0 = Lien fonction et
Si f est une bijection de E sur F, on a équation. Qualités

pour les applications
VxeE,(flof)x)=x soitf Lof =1Idg;
VyeF,(fof DYy)=y soitfoft=Idp;
y=fx) =x=f"1y);
(FHlt=f

2.2. Bijections (injections et
surjections)



Relat|on f et f_]' Legon 24 -

Applications (entre
ensembles)

an0 . -1 = Applications de E
Proposition - Relation entre f et f dans F

= Lien fonction et

Si f est une bijection de E sur F, on a équation. Qualités

pour les applications
VxeE,(flof)x)=x soitf Lof =1Idg;
VyeF,(fof Dy =y soitfof 1=Idp;
y=fx) =x=f"1y);
(FHtl=rf

2.2. Bijections (injections et
surjections)

Démonstration
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i -1 Applicati
ications (entr
Relation f et f. piatons e
an0 . -1 = Applications de E
Proposition - Relation entre f et f dans F
- . = Lien fonction et
Si f est une bijection de E sur F, on a équation. Qualités

pour les applications

VxeE,(flof)x)=x soitf Lof =1Idg;
VyeF,(fof DYy)=y soitfoft=Idp;
y=fx)=x=f"Yy);

FHt=f

2.2, Bijections (injections et
surjections)

Démonstration

Exercice

. . z+2i
Soit f:C\{i} - C,z— — Montrer que I'on peut trouver
z—1

F < C tel que l'application f de C\ {i} dans F définie par
f(z) = f(2) soit une bijection. Déterminer sa bijection réciproque.
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Théoréme - Bijection réciproque d’'une composée

Sif:E—F etg:F — G sont deux bijections, alors go f est

une bijection et
(gof)t=flog™t.



Réciproque d’'une composition

Théoréme - Bijection réciproque d’'une composée

Sif:E—F etg:F — G sont deux bijections, alors go f est

une bijection et

Démonstration

(gof) t=fltog™
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Conclusion

Objectifs
= Application de E dans F’
= Lien fonction et équation. Qualités pour les applications
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Objectifs
= Application de E dans F' = Applications de E
dans F'

» C’est une machine : on rentre x de E (tous les éléments de E : .
) = Lien fonction et
sont envisageables), équation. Qualités
. . L, pour les applications
il sort un élément de F', noté f(x).



Conclusion
Objectifs
= Application de E dans F'

» C’est une machine : on rentre x de E (tous les éléments de E
sont envisageables),
il sort un élément de F', noté f(x).

» Graphe de fonctions

> Qualités particulieres : égalité de fonctions, composition,
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COﬂC' USIOn Applicatior:)sl (e)mre
Objectifs
= Application de E dans F' = Applications de E
dans F'

» C’est une machine : on rentre x de E (tous les éléments de E : .
) = Lien fonction et
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Restrictions de fonction. Prolongements de fonction.
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> Application et composition d’application

> App. injective de E : V x1,x2 € E, f(x1) = f(x2) = x1 = x2
L'équation f(x) = b admet au plus une sol. sur E, pour tout b € F'.

> App. surjectivesur F :V ye F,Ax € E tel que f(x)=y.
Léquation f(x) = b admet au moins une sol.sur E, pour tout
beF.

> App. bijectivede EsurF :V ye F,3!x e E telque f(x)=y
Léquation f(x) = b admet exactement une sol. sur E, pour tout
beF.

> La composition garde le caractére injectif, surjectif, bijectif
respectivement.
En particulier si f et g sont bijectif, alors f o g aussi et
(fog) =g lof™

> Mais le plus important : LES ENSEMBLES. Il faut toujours les
préciser
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Pour la prochaine fois

» Lecture du cours : chap 11- Applications (entre ensembles)
3. Images directes et images réciproques
4. Fonctions indicatrices

> Exercice n°243 & 244
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