Solution

EXCURSION DE 4H DANS LE DEMI-PLAN DE
POINCARE

az+b

g est bien défini si et seule-

1.a) Soit z € P. Le nombre complexe
ment si cz +d # 0.
En notant z = x 4+ iy sous forme algébrique,

cz+d=(cx+d)+cyi.

x Sic# 0, comme y > 0, alors cz+d est de partie imaginaire
non nulle, donc est non nul.

* Sic =0, comme ad — bc # 0, alors d # 0 donc la partie
réelle de cz + d vaut d et est non nulle. Ainsi, cz + d # 0.

. az+b . o
Ainsi, pour tout z € P, ——— est bien défini.
cz+d

b) Soit z € P. D’apres la définition,

az+b  (az+b)(cz+d) aclz|? + adz + bcz + bd
cz+d lcz + dJ? B lcz + d|?

az+b\ _ _ad=bc
donc m (cz+d) = |Cz+d‘2fm (2).

Or ad —bc > 0 et Im(z) >0 (car z € P), donc

az+b€
cz+d '

VzeP, h(z) =

Partie I : Ensembles images
2. Soit z € T" fixé quelconque.

Il existe 6 €]0, 7| tel que z = €', Ainsi, .#m (2) = sin(6).
Or 0 €]0, [, donc Im (z) >0 et z € P.
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3. D’apres la paramétrisation du cercle unité, I' est le demi-cercle,
centré en O, de rayon 1, et inclus dans le demi-plan supérieur.

D est la demi-droite d’équation x = —1 incluse dans le demi-plan
supérieur.
D
r
0 1

4.a) La fonction f est le quotient d’une fonction dérivable par une
fonction dérivable qui ne s’annule par sur |0,7[ donc f est
dérivable et pour tout 6 €]0, 7| et

~ cos(f)(1 —cos(#)) —sin(f) x sin(f)  cos(f) — 1 1

1) = (1 — cos(6))2 T (1—cos(@)? 1-cos(d) "

Ainsi, f < 0 donc f est décroissante sur |0, 7).
Enfin, pour # €]0, 7], transformons I'expression de f(6) afin de
calculer la limite en O :

~sin(0)  2sin(Yecos(d) 1
1) =@ ~ Ysin? ) ~ = (5)

Ainsi, li 0) = .
insi, lim f(6) =+o0

Une autre option est d’exploiter le regle de L’Hospital.
On note n : 6 +— sinf, n(0) =0

et n dérivable avec n/(#) = cos(6) P 1.
—
On note d : 6 — 1 — cosf, d(0) =0
et d dérivable avec d'(6) = sin(6) P, 0.
—
/
0
On a alors Z’EG; ejo +00.
La regle de L’hospital permet d’affirmer que
, ()
| 0)=1 =1 =
s F(0) =l gy = gy = e

Remarque. Cette derniere expression permettait d’établir le ta-
bleau de variations sans dériver !



h(e?) =

1'(0)

+00

b) D’apres les définitions,

2¢?+3 (34 2cosf) + 2isin

—el®+1 (1 —cosf) —isinf
((3+2cosf) + 2isinf) ((1 — cosf) + isin6)

(1 —cos )2 +sin? 0
(34 2cosf — 3cosf — 2cos? 0 — 2sin? §) + isin§((2(1 — cosd) + (3 + 2 cos

1 —2cosf + cos? 0 + sin? 0

3 — 60— 2 5isin 6
( cos ) + 5isin car cos? +sin® = 1

(1 29_)2C§'89'9 1 5
—cost) + orsin
=—+-f(0)i.
2(1 — cos @ 2 * Zf( )i
Ainsi,

h (ew) - % +igf(9).

¢) On raisonne par double inclusion.

(C) Soit v € h(T') fixé quelconque. Il existe z € T tel que v =
h(z). Par définition de T, il existe 6 €]0, 7| tel que z = e'?.
D’apres la question précédente, Ze (h(eig)) = % et
Im (h(el?)) = 2f(0) >0 (car f > 0 sur son domaine de
définition) donc v = h(e'?) € AL
Ainsi, h(T') C Ay

(D) Soit z € At quelconque, fixé.

Il existe = > 0 tel que z = % +ix.

* La fonction f est continue sur |0, 7],

* lim f(0) = 400 et lim f(0) =0,
0—0 0—m
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donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il
existe 0y €]0, 7| tel que f(6p) = 2.

Alors, d’aprés la question 4.b), h(elf) = % + igf(ﬁo) =
S+i5x %x:%—i—ix:zdonczeh(F).

Ainsi, Ay C h(D).

Finalement,

5.a) D’apres la définition,

2(-1+iz)+3 1+2iz (1+2iz)(2+ix)

h(—1+iz) =

—(=14iz)+1  2—iz 4 + 22
22 —2 5%
h(—-141iz) = — i.
(=1 +iz) 244 3:2+41
Ainsi,
22 — 2 5z
h(—-141iz) = — i.
(=1 +iz) x2+4+x2+41

b) En utilisant la question précédente,

3 ) 222 -2 3\° 5z )2
(X+4> Y= (‘ 214 +4> * <x2+4>
(4(—22% +2) + 3(2% + 4))? + 16 x 2522

(4(2* +4))?

(=522 +20)2 + 16 x 2522
(4(2* +4))?

~ 25(—a? +4)? + 25 x 1622
(4(2? +4))?

25 (2% +4)?
= — X ——-
16 (2% +4)2
_®
C16°

Ainsi,

3\ 2 25
X+ = y?2 =22,
( +4> + 16




3

¢) Notons C' le cercle de centre (—1, 0) et de rayon %.

Montrons que h(D) C C NP.

Soit z = —1+4+ixz € D fixé quelconque. Alors, d’apres la question
précédente, les coordonnées cartésiennes (X,Y) de h(z) satis-
font ’équation du cercle de centre (—%, 0) et de rayon % donc
h(z) est sur ce cercle. De plus > 0 donc Y = 12514 > 0 si bien
que h(z) € P (ce qui pouvait aussi se déduire de la question
1 puisque h € 7, le déterminant de la matrice définissant h

étant strictement positif).

‘Par conséqgent, h(D) C C NP. ‘

Remarque On peut montrer ’égalité des ensembles.
Réciproquement, soit M € C NP.

Notons (X, Yum) € R? les coordonnées cartésiennes de M.

Puisque M est sur le demi-cercle C' de centre (—%,O) et de rayon % et
inclus dans le demi-plan de Poincaré,

5 3 3 5 1
2= T Xy<-—--"4+== t Yu >0
g pSAMsTptyTg et e
On a la caractérisation suivante :
2-222 X
M e h(D) < Jx € R} : wé;‘l
v} Y

Il faudrait donc trouver une solution x > 0 du systéme ci-dessus.

= Xwm { 2 — 25B2 = (£C2 + 4)X1u
< 5z o %
= Yu =z = M
2 (Xp+2) = 2(1-2Xu)
5x _ Y,
244 - M
or X 6]72,%[d0n0172XM >0et Xpr+2>0
|ZE| — 2(1-2X )
> V Xu+2
zzsj»él = YM

2(1-2X
A2 ()
p = Y (2)

car Yas > 0 donc z = (2 +4)Yyr >0

2
Or, pour x = Q/%, en notant X = QSQ_f4) et Y = zg—h, le calcul
de la question précédente a permis d’établir que

3\? ., 25
(x+2) +v-2

x =

:
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. . 2(1—2X
et, en remontant le calcul qui a donné =z = ,/%, on trouve que

5.2
Xpm = 212?:34 = X donc

3\? ., 25
X+ 2 y2=22
(M+4> + 6

Or (XM-l-%)z-l-YfI:@ car M € C donc

16
y? = Y]\24 donc Y =Yy car ces deux réels sont positifs

Par conséquent ’équation (2) du systéme étudié est satisfaite donc le

2—212 _ X

N = M 2(1—2X .

systéme eitd admet © = 4/ ()(7#2”) comme unique solu-
244 = YM M

tion strictement positive.

L’unicité ne nous est pas utile, mais ’existence d’une solution permet d’af-

firmer que h (, / %) = Xum +1Yam ce qui prouve que M € h(D).

Par conséquent, C NP C h(D).

Partie II : Structure de .77

6. det(/) =1x1—-0x0=1>0,donc I € E. De plus, pour tout

z€P, hi(z) = oier-?-l =z.

| Ainsi, I € E et h = idp.

7. Attention Il ne s’agit pas d'un polynéme & coefficients réels de la variable

réelle.

On ne peut donc pas appliquer le théoréeme qui affirme que l'identification
des coefficients est possible.

Dans le TD, nous avions réussi une fois a généraliser ce théoreme pour un
polynéme a coefficients complexes de la variable réellle.

Mais ici ce n’est pas possible car #m (z) > 0, puisque z € P donc on ne peut
pas donner de valeurs réelles a z.

Dans ces cas 14, il n’y a plus qu’une stratégie reprendre la démonstration qui

conduit au résultat sur l’identification, et essayer de l’adapter. 11 s’agit alors

de prendre plus de points z1, 22, ... que de coefficients du polynoéme.
. a b
* Analyse. Soit M = e d € E tel que
az+b
VzeP hy(z) =2 < =z
s har(z) cz+d



Particularisons cette relation pour certaines valeurs de z

dans P.
* Pour z =1, on a ‘gllj:g =1, donc ai+b = —c+ di. Ainsi,
a =d
b =—c
* Pour z = 2i, on a gglljr'g = 21, donc 2ai+b = —4c+ 2di.
Ainsi,

a =d
b = —4dc

On obtient ainsib=c=0e¢et M = a b — (¢ 0 =al.
c d 0 a

De plus M € E donc 0 < detM = a? si bien que a # 0.
L’ensemble cherché est donc inclus dans {\I | A € R*}.

* Synthese. Soit A € R* fixé quelconque.
D’une part det(Al) = A% > 0 donc M\ € E, et d’autre part

Az +0

VZGP, h)\[(Z):m:Z

donc Al est un élément de E dont I’homographie associée
est idp.

VzEB, hy(z)=2 & INER ; M= & Mc{M|NcR}]

8.a) x Soit M € F, alors hyy = hyy.
Donc pour toute matrice M € E, M#ZM.
Ainsi Z est réflexive.
* Soient M, N € E tels que MZN. Donc hy; = hy.
Alors pour tout z € P, hy(z) = hy(z), donc hy(z) =
har(z) (par symétrie de = sur C).
Et donc NZM. Ainsi Z est symétrique.
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b)

* Soient M, N,T € E tels que MZN et NZT. Donc hy; =
hN et hN = hT.
Alors pour tout z € P, hpy(z) = hy(z) = hr(z), donc
har(z) = hp(z) (par transitivité de = sur C).
Et donc MZT. Ainsi Z est transitive.

‘% est une relation d’équivalence‘

On aurait pu également remarque de % est le relation associée a
la fonction ® : M — hyy, non injective (cf questions suivantes).

Soit M € E. On note C(M), la classe d’équivalence de M.
Analyse

Si M' € C(M) (ou M'ZM), alors pour tout z € P, hys(z) =
hM/(Z).

_(a b , [ d
NotonsM(C d)etM<c, d’)'

az+b a'z+ U
cz+d dz+d’

On a donc pour tout z € P,

Et donc pour tout z € P,
(ac —d'c)2* + (ad' +bc —a'd —bc)z + (bd —b'd) =0

Comme a la question précédente, en prenant z < 4, et la partie
imaginaire, on trouve que nécessairement ad’ +bc’ —a’d—b'c = 0.
Puis, en soustrayant les parties réelles pour z < i et z < 2¢,0on
trouve que nécessairement : ac’ — a’c = 0 et bd’ — b'd = 0.
Essayons de simplifier ces trois relations :

ad +bd —ad'd—bc = 0
acl —a'c = 0

bd —bd = 0

* Supposons que a = 0. Alors comme ad — bc > 0, on a be < 0
et donc nécessairement, ¢ # 0 et b # 0.

La seconde équation donne a’c = 0, donc a’ = 0, puisque ¢ # 0.
On trouve alors b’ — b'c = 0 et /bd/ —vd = 0. y

Et comme b est non nul : ¢ = 76 d = zd et b = Eb'
/

Ennotant)\:%,onad’:)\d,c’:Ac,b’:)\beta’:Aa:().



hMl © hMQ (Z) = hM1 (th(Z)) =

. _a
* Supposons que a # /0, et notons A = <. ,
a

a . .
on a donc (Lg) ¢ = —c = Ae, mais aussi : a/ = —a = \a.
a a

Donc (avec L1) ad + Xbc — Aad —bc =0
On applique le méme raisonnement avec b = 0 ou b # 0.
e Si b =0 (et toujours a # 0).
Alors (L3) : b/d = 0, mais comme ad — bc = ad > 0,
nécessairement d # 0
donc & = b =0 = Ab et donc ad’ — Aad = 0 et d' = A\d, car
a # 0.
e Si b # 0 (et toujours a # 0).
/

b
En notant pu = 5 on trouve avec Lz ; b = ub et d' = pd.

Et donc avec Ly : (A — p)(ad — bc) = 0. Donc nécessairement

w=A.

Dans tous les cas I\ € R tel que (¢/,V,,d") = (a,b,¢,d) i.e
M = \M.

Nécessairement A # 0, sinon det(A) = 0.

Synthese,

Si M’ =AM, avec X\ # 0 alors

)\az+)\b az+b

=h
Aez+Ad cz+d w(2)

hM/ .

Donc M'ZM.

[C(M) = {A\M, ) € R"}

9. Soient My = (al bl) € Fet My= (a2 b2> € F.
c di co do

Pour tout z € P,

asz+bs
ai ng+d2 + b

a22+b2 + d
822+d2
_ar(agz +bo) + bi(coz +d2)

(a1a2 + blcg)Z + (ale + bldQ)

o c1 (agz + bz) + dq (CQZ + dg) N

Notons par ailleurs que

(a1 b az b2\  [aiaz +bica aiby + bids
My x My = <C1 dl) % <C2 dg) - <cla2 +dica c1bs —|—d1d2>
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(crag + dica)z + (c1ba + dids '

Alors que

det(MlMg) =
= aicy (a2b2 — agbg) + aldl(agdg — bQCQ)
+bici(caba — azda) + bid(cadz — cada)
= (a1d1 — blcl)(ang — bQCQ)
= det(Ml)det(Mg)
> 0 car (M, M3) € E? donc det(M7) > 0 et det(M>)

Par conséquent, M7 x My € E.

Et, I'identité établie ci-dessus pour tout z € P montre que hys, ©
haty, = hoviy x -

Ainsi,

har, © har, = hog, <, est une homographie. ‘

10.a) En utilisant le calcul précédent, pour tout z € P,

(ad — bc)z 4+ (—ab + ba)
h h / = g
w e g (2) (cd — dc)z + (—cb+ da) -

On montre de méme que, pour tout z € P, hyp o hpr(2) = 2.
Ainsi,

‘VZEIP, hMOhM’(Z):hM/OhM(Z>:Z.‘

Ainsi, hps o hpr(2) = hpp o hyy = idp done

‘h M est bijective et sa bijection réciproque est hp. ‘

b) Posons § = ad —bc. M € E donc § = ad — bc = det(M) > 0 ce

a b
qui permet de poser N = \[M <\C[ ‘{lg).
Ve Vo

On remarque que

a

a b _ —
det(N):det<\§ \{lg>:ad bc:ad bczl‘

NV
Par conséquent, detN > 0 donc N € E et det(/N) = 1 donc la
question 10.a) permet d’affirmer que hy est bijective de bijec-

d _ b
tion réciproque hly ot N = (_\/gc L\/g )
Ve Vs

(alag + b162)(6152 + d1d2) — (a1b2 + bldz)(61a2 + dlCQ)

> 0.



Par ailleurs, M €¢ E, N € F et N = %M donc, d’apres la
question 8., hys = hy si bien que hys est bijective et (hyr)~! =

h?v:

d

b

iV dz—b
VzeP, hyl(z) = hyi(z) = 20 z

C

)

z—i—%  —cz+a

Ainsi, hps est bijective et h]@l 2z €P—

dz—b
—cz+a’

11. Soit M =

ha (i

(Z b) € F fixée quelconque.

d

i)=1

rree

ai+b .
=1
ct+d

ai+b=1i(ci+d)=—c+id

a=detb=—c

=5 )

par identification

De plus M doit étre dans E ce qui impose 0 < det(M) = a? + b,
or a? 4+ b <0 <= a=>b=0 donc le seul couple de réels (a,b)
a exclure est le couple (0,0).

Ainsi, € = {

P —
z =

(a,b) € RQ\{(O,O)}}.

12. On a les équivalences :

hys admet un point fixe

dzelP :
dzeP :

dzeP

<~
<
<— dzecP :
<~
<~

hay(z) =z
az+b_
cz—{—d_z

az +b=c2*+dz
s e’ +(d—a)z—b=0.

Péquation cz® + (d — a)z —b =0

admet (au moins) une solution dans

* Si ¢ =0, 'équation devient (d —a)x — b =0,

*x Sid—a = 0, 'équation devient —b = 0, qui admet au
moins une solution dans P si et seulement si b = 0.
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*x Si d—a # 0, 'équation admet une unique solution qui
est réelle donc aucune solution dans P.
x Sic#0, cx? + (d—a)r —b=0 est une équation algébrique
du second degré de discriminant A = (d — a)? + 4bc.

Si A > 0, la ou les solutions de I’équation sont réelles donc
aucune n’appartient a P.

Si A < 0, I’équation admet deux solution complexes non
réelles conjugués si bien que 'une d’elle est dans P.

Par conséquent,

c=0eta=detb=0
hpr possede un point fixe <= ou
c#0et (d—a)?+4bc <0

Le premier cas équivaut a dire que M = al ce qui est exclu par
hypothese.

Ainsi, hj; posséde un point fixe si et seulement si ¢ # 0 et (d — a)? + 4bc < 0.

Remarque : si ¢ =0, on a (d — a)? + 4bc = (d — a)? > 0 donc
hys possede un point fixe si et seulement si (d — a)? + 4be < 0.

13.a) D’apres la question 8. (mais aussi 7.), pour A € Ret M € E
O(AM) = O(M).
Donc en particulier ®(213) = ®(12).
’Ainsi, ® n’est pas injective‘

b) Soit h € JZ fixée quelconque.

Par définition de 77, il existe M € E tel que h = hjs donc
h=®(M).

‘Ainsi7 ® est bien surjective. ‘

¢) ® n’était pas injective
‘Ainsi, ® n’est pas bijective. ‘

Partie III : Distance hyperbolique




14. Soient u, v € P.

2

=2 — Ju = v]? = (u—)(@—v) — (u—v)(@—7)

= |u]* —uv —va + [v]* — |u|* + uv + v — |v|?

u(v —v) —u(v—v)

=—(u—1u)(v—")

= —2i9m (u) X 2i.m (v)

=4.9m (u) Im (v)

>0 car (u,v) € P? donc .#m (u) > 0 et SIm (v) >

Ainsi,

llu—v] <|u—7| ]

D’apres le point précédent, le rapport suivant est bien défini car
|lu — 0| — Ju—v| #0.

On a alors |u — 7| — |u — v| > 0 et donc I"équivalence :

lu — | + |u — v

P — > 1< lu—7|+|lu—v| = |[u—7|—|u—v| < 2lu—v| = 0

Ces propositions équivalentes sont toutes vraies.
Ainsi,

lu — o] + |u—v| > 1

lu—o| —|ju—v] =

Autre argument. On pouvait aussi remarquer que |u — v| > 0
d’ou

0< lu—7] —Ju—v| < |u—7] < |u—"1]+ |u—1v]
question précédente
Donc 7
u=vl+ sl
lu— 0] — |u—v|
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15.a) Soient u, v € P. D’apres la question précédente, d(u, v) est bien
définie.

a) D’apres la question précédente et la croissance de la fonc-
tion logarithme,

d(u,v) = In(1) > 0.
Ainsi,
d(u,v) = 0.

b) D’apres la définition de la distance logarithmique, d(u,v) = 0 si
et seulement si |u—7o|+|u—v| = |u—v| —|u—v| si et seulement
si |[u —wv| = 0. Ainsi,

‘d(u,v):O & u:v.‘

¢) D’apres les propriétés du module, deux nombres opposés ont
méme module et deux nombres conjugués ont méme module

donc

fu—7] = [u=5| = [i—v| = [o-7] et |u—|=|—(u—v)| = [o—ul
si bien que

d(u,v) =1In u=ol+u=vl =In v =l + v = ul = d(v,u)

a ]ufﬁ\f]ufv\_ |vfﬂ|f|v7u|_

‘d(u, v) = d(v,u). ‘

d
a) D’apres les définitions, pour z,2’ € P,
(ad —be)(z — 2')
(cz+d)(cz' +d)’

16. Soit M = (‘cL b) cE.

har(2) = h(Z) =

b) 1l s’agit de calculer

, \hai(2) — har(2)] + [har(2) — haa ()]
d(hpy(2), hpr(2')) =1n — .
(), ) = b Tt (&) = o (2) — P (1)

az’ +b az’ +b
Or hy (2! = <cz’+d> = 4 car a,b,c,d € R.




Un calcul presqu’équivalent a celui de la question précédente,
donne alors

(ad — be)(z — 2)
(cz +d)(c’ +d)

hM(Z) — hM(Z,) =

De plus, en utilisant que |c2’ + d| = |cz/ +d| = |cz’ + d| car
(c,d) € R?,
lad — be||z — 2'|  |ad — be||z — 2|
|har(2) = hoar(27)] + |har (2) — har(27)] _ ez +d||c’ +d|  |cz+d||cz’ +d|
|hai(2) — hoar (27)] + |hae (2) — B (27)] lad — be||z — 2| |ad —be||z — 2|
lcz +d||ca’ +d| ez +d|cz’ +d
B |z — 2| + |z = 2|
|z = 2| — |z — 2|
Ainsi,

| d(h(u), h(v)) = d(u,v).|

Partie IV : Géodésiques

17.a) Soit z € P. Alors, #m (z) # 0 et |z| = \/%e (2)2 4 Im(2)* >

|%e (z) |. D’ou

V2 eP, |%(2)] <]l |

b) D’apres la définition de P(X) = X% — 2((1 — t)%e(z0) +
t%e (z1) )X + (1 — t)\z()]Z + t]21]2, comme t €]0, 1],
I:= A+ t(1 = t)(%e (20) — %o (21))?

= [(1 = t)%e (20) +t<%’e (201 = [(1 = B)]z0f* + t]21]]
(1= 6)(%e (20) — e (1))

= (1 —t)2%e (20)* + t2%e (21)* + 2t(1 — t)%e (20) Fe (21) —
—t21 2+ t(1 — t)(%e (20)° + He (21)° — 2% (20) Fe (21))

= (1 —t)[1 —t+t)%e (20)> + t[t + 1 — t]Ze (21)*
— (1 =t)|20f* — t|z |

=—(1—t)Im(20)* —tIm(z1)* <0
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(1-1)2

2

c)

Ainsi, A, < —#(1 — t)(%e (20) — %e (21))?-

* Supposons que t €]0,1[. Alors ¢(1 —t) > 0 donc, d’apres la
question précédente, A} < 0. Le discriminant de P; est donc
strictement négatif, donc P, admet deux racines distinctes
non réelles, complexes conjuguées (car P; est a coefficients

réels) qui sont

(1—t) e (20)+t%e (21)+ir[|A]] et (1—t)%e (20)+t%e (21)—ir/|Al]

Une seule de ses racines est de partie imaginaire positive,
c’est z; :

2z = (1 = t)%e (20) + t%e (z1) +ir/ | A}
X? - 2%(20))(4—

* Supposons que t = 0. Alors Py(X) =
‘Z0’2,
donc A} = Ze (20)* — |20|> = —Fm (20)* < 0 si bien que
Py admet deux racines non réelles complexes conjuguées

+ i/ Im (20)2 =

Je (z0) +i9m (z0) = 2o

ﬂm(zo)>0
(z0) — 34/ Im ( zo = Ye(z)—iIm(z20) =2
Im(z0)>0

Remarque : on aurait pu obtenir cela directement en re-
connaissant, dans ’expression de Py(X) le développement
classique de (X — z0)(X — Zp).
Une seule de ces racines possede une partie imaginaire po-
sitive, c’est zp.
Observons que 'expression établie ci-dessus pour ¢ €]0, 1]
est encore vraie pour t =0 :
(1-0) x e (20)+0x T (1) +ir |85 = B (20)+iy) I (z0)* = z0.
* Supposons que t = 1. Comme dans le cas t = 0, P, admet

une unique racine de partie imaginaire positive, c’est 21 et

la formule générale est encore vraie : (1 —1) x Ze (z1)+1 x
Te (z1) + i/ |A)| = 21



Pour tout ¢t € [0,1], P, a une unique racine de partie imaginaire positive

2z = (1 —t)%e (20) + tTe (z1) + i\/|A}].

2t

18. D’apres la question précédente, dans le cas particulier Ze (zo) =

Je (z1), en reprenant la quatrieme ligne du calcul de A} valable
pour tout ¢ € [0, 1],

A = (1—t)(%e (20)° — |20]*) + t(%e (1) — |1 ]?)
Ay =—((1—t)(|20]* — Ze (20)*) + t(|21]* — Ze (21)?))

si bien qu’en utilisant Ze (z9) = e (z1), pour tout ¢ € [0, 1],

(20)

i (=0 (z0l2 — Fe (20)?) + (212 — Fe (2)?)

_.|_
+

2
(20)
(20) + l\/fm (20)° + t(Im (z1)* — Im (2)* )

Supposons que #m (zp) < Im (21).

[t Im(z0)° + t(om (21)* — Im (20)2) est la fonction affine
qui vaut en O :

£(0) = Fm (20)°

eten 1,

F(1) = Im (z1)°
Or cette fonction affine est continue et croissante (pente
positive car 0 < Im(z) < Fm(z1)) donc f([0,1]) =
[ (20)? , Fm (21)].
La fonction racine carrée est également continue et croissante

donc 'image du segment [0, 1] par la fonction t — /|A}| = /f(t)
est le segment [\/fm (20)?, \/fm (z1)%] = [Im (), Im (21)].
Finalement, le point mobile d’affixe z;, lorsque t parcourt le seg-

ment [0, 1], a une partie réelle constante égale a Ze (zp) et une
partie imaginaire qui croit contintiment de .#m (zp) & #m (21).

On procede de la méme maniere en adaptant le raisonnement si

Im (z9) > Im (z1).
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i\/(]zoP — Je (20)°) +1 ((\z1|2 — Je (21)*) — (|20]2 — Ze (20)°)

|2t

_ 33|2

Par conséquent, lorsque ¢ parcourt [0, 1], z; décrit le segment vertical
reliant les points d’affixes zg et 2.

19.a) En utilisant ’expression de z; obtenue précédemment, et le fait

que T = x car ¢ € R,

ot —2|? = (2 —2)(Z — x)
= |n|? = 20%e (z) + 2>
= [(1 - )% (20) + t%e (21)]” + V/|A]
—22 [(1 — t)%e (20) + t%e (21)] + 22
= [Fe(z0) + t(%e (21) — Fe(20))]” + | A
—2x [Ze (20) + t(%e (z1) — e (20) )] + 22

2
|

Or |A) = (1 —t)(|z0)? — Ze (20)*) +t(|21]> — Ze (21)*) + (1 —
t)(%e (20) — e (21))?

e (20)% + 12 (Fe (1) — Fe (20) ) + 2%e (20) (%e (21) — e (20) )

+(1—t) (20| — e (20)* ) + t(|21|* — e (21)?)

(1 — t) (% (20) — B (21) )’ — 22 [Fe (20) + t(Fe (1) — T (20) )] + 2
t[Q% (20) (%e (21) — ZFe (20) ) — (|20 — Ze (20) )

+(|21]? = e (21)?) + (e (20) 7%(21))2} — 2at(%e (1) — Fe (%) )

+ % (20)° + (|20 — Ze (20)?) — 20%e (20) + 22

t [22(%e (z0) — Ze (21) ) — |201* + |21]?] + 2® — 2a%e (20) + |20]*.

Ainsi, |z — 2| = M\t + p ol
A = 2x(%e (20) — He (z1) ) — |20* + |21 |?
et p = x? — 20%e (20) + |20/%.

b) Dans ’expressions ci-dessus, nous avons la liberté de choisir le
réel x et si nous parvenons a le choisir de maniere a rendre le
nombre A nul, alors Vt € [0,1], |z — z| = p.

20> — |21
2(%e (20) — Fe (1))
e (Zo) 75 e (Zl).

Posons zp1 = , qui est bien défini car



Alors,
Vite [0, 1}, |Zt — 1‘0’1|2 = CL’(Q)?I — 21‘071% (Zo) + |Zo’2

donc V t € [0,1], |z — zo,1| est une constante si bien que

pour tout ¢ € [0, 1], z; appartient au cercle de centre (zg1,0)
et de rayon \/xal — 2xo 1% (20) + |20]?.

Remarque. On pourrait montrer que le chemin ¢ — z; qui relie zg a z;
est le plus court chemin entre ces deux points au sens de la distance
hyperbolique. Un tel chemin est une géodésique. Dans la géométrie du
demi-plan de Poincaré P, les géodésiques sont donc : soit des segments
verticaux, soit des arcs de cercle dont le centre est situé sur ’axe des
réels.

Partie V : Décomposition des homographies

20. Soit t € R, On a le développement (e + e~ )(e! — e7t) = (et —
1+1—e2).
Ce qui s’écrit : 2ch(t) x 2sh(t) = 2sh(2t), donc

|sh(2t) = 2ch(t) sh(t) |

21. Soit 6 € R.
e cos(6)  —sin(0) = CoS sin? = onc
dt< sin(6)  cos(8) ) = cos?(f) +sin?*(f) = 1 > 0, d
( cos(f) —sin(f) )
sin(f)  cos(6)
ch(0) sh(#)
et (o) o) )
ch(0) sh(#)
(sh(ﬂ) ch(0)

€ FE si bien que ‘ fo est une homographie.‘

ch?(9) — sh?() = 1 > 0, donc

) € F si bien que ‘ gp est une homographie. ‘
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22. Soient 0, ¢ € R.
Si pour tout z € C, fo(2) = f,(2), alors les matrices associées
sont en relation Z.
Ainsi, d’apres la question 8., il existe A € R tel que cos@ = A cos ¢
et sinf = Asin .
Nécessairement : 1 = cos? 6§ + sin? 6 = A\?(cos?  + sin? ) = A2,
Donc A € {—1,1}, et donc on trouve 6 = ¢[27] ou 6 = 7+ ¢[27],
donc 0 = ¢[n].

Réciproquement, supposons que § = ¢ [r]. Alors soit 0 = ¢ [27],
soit 0 = o+ [27].

* Si 0= ¢ [27], alors cos(f) = cos(y) et sin(f) = sin(yp) donc
f0 = fgo-

* Si 0 =p+ 7 [27], alors cos(f) = cos(p + m) = —cos(p) et

sin(f) = sin(¢ + m) = —sin(p) donc ( (sj?r?((g)) ELI;((Z)) ) =

B < cos(p) sin(yp)

sin(p) cos(p

sociées sont égales (question II. 8 pour A = —1) : fp = f,.

) si bien que les homographies as-

Ainsi, pour tous 0,0 € R, fo = f, <= 0=¢ [n].

23. Raisonnons par analyse-synthese.
e Supposons quil existe (A, t) € R xR tel que x+iy = Ags(4).

Alors x + iy = )\% donc Dans un premier temps :
chti+sht

| = | titsht
= + 1y >0 sh(t)i+cht

(ch(t)i + sh(t))(— sh(t)i + ch(t))
sh?(t) + ch?(t)

\ 25h() ch(t) + (ch?(t) —sh?(t))i sh(2t) +i

sh?(t) + ch?(t) ~ 7 ch(2t)

si bien que, par unicité de la partie réelle et de la partie

imaginaire,
_ sh(2t)
{ T = )\d;\(%)

Yy = @eEn

TH+iy = A




Puisque y > 0, il est possible de multiplier la premiere
équation par % (c’est-a-dire de faire le rapport des deux
équations membre & membre) pour obtenir

T
— =sh(2¢
, (2t)

Or la fonction sh est
* continue sur R,

* strictement croissante sur R (car dérivable de dérivée
ch > 0 sur R),

* limg_, oo sh(z) = —oo et limy—, oo sh(z) = 400
donc elle réalise une bijection de R dans R.
La derniere égalité établie impose donc ¢t = %Sh_l (§> puis
nécessairement également A\ = ych(2t) = ych (sh_1 (%))
Ainsi, sous réserve d’existence, les scalaires A et ¢ sont
uniques.

e Posons t = %sh*1 (%) et A\=ych <sh*1 (%)) = ych(2t).

* Par définition, d’une part ¢t € R et d’autre part, sachant
que y >0 et ch(R) C R, A € RY.

* En reprenant des calculs effectués précédemment, et en
X

observant que sh(2t) = Z,

S i Lt
i) = AT = yehin 2 o

=z+iy==z

Par conséquent, il existe au moins un couple (A, t) € R% xR
tel que z = Agy(i).

Une remarque importante : i est un point fize pour toutes les
homographies fy ce qui se vérifie par le calcul :

icost —sinf iet?
ising 4 cosf et

VO ER , foli) =

ou se déduit de la question I1.12.b dans laquelle nous avons
explicité toutes les homographies admettant i comme point
fixe et il est alors immédiat de vérifier que les homographies
fo en font partie.

Evaluons la relation h = Agt o fop en i (ce qui a du sens car
i € P) et utilisons que fy(i) =i pour obtenir

h(i) = Ags(i)

Or h(i) € P donc la question précédente permet d’affirmer
que I'égalité ci-dessus détermine A\ € R et ¢ € R de maniere
unique :

—ls -1 7%}6(}1(%)) e = Im (h(i))c
t—2 h (fm(h(z))) t X = Im (h(i)) ch(2t)

Puisque A # 0 la relation h = Ag: o fy impose %h =gio fo
et comme les homographies sont des bijections de P dans P,
ona fg=g9; Lo (%h) ce qui montre que 'homographie fy est
déterminée et donc unique.

Par ailleurs nous avons établi dans la question 21 que deux
homographies f, et fy, sont égales si et seulement si 6 = 9 [r]
ce qui signifie que, pour toute homographie de la forme f,,
il existe une unique valeur g € [0, 7| telle que f, = fsy. En
appliquant ce résultat a ’homographie fy ci-dessus, il existe
une unique valeur 6y € [0, 7| telle que fp = fg,, or 0 € [0, 7[

Ainsi, il existe un unique couple (A, t) € R% x R tel que z = Ag:(i). donc & = o ce qui établit I'unicité de 6.

24. Raisonnons par analyse_synth\ese. Ainsi, sous réserve d’existence, le trlplet (H,A,t) S
Soit h € . [0, 7[xR% x R est unique.
e Analyse. Supposons quil existe (6,,t) € [0,7[xR% x R e Syntheése. Posons ¢t = %Sh_l (%{;}8;0 et A =
tels que h = Ag; o fo. Im (h(i)) ch(2t).

Lycée P. de Fermat



Puisque h(i) € P, #m(h(i)) > 0 donc A =
Im (h(i)) ch(2t) > 0 (car ch > 0).

1
Observons alors que, pour H = <8 (1)> € E
(car det(H) = 3§ > 0), 'homographie associée est
hH: P — P 1
140 |  siblenque 3h =hygoh e A
O

(par stabilité de 7 pour la loi o).
Notons u = g; 1o (%h) u est une homographie (composée
de deux homographies).

Calculons u(7) en rappelant que les choix de A et ¢ ci-dessus
garantissent, d’apres la question précédente, que h(i) =
)\gt(i) .

i) =a " (50)) =0 (5% 200) = @ 0000 =

Par conséquent, u est une homographie admettant ¢ comme
point fixe donc, d’apres la question 1I-11.c), il existe (a,c) €

R*\ {(0,0)} :
uw=hg on Rz(i _ac)

a ¢
Posons R’ = \/a21WR = [ Vaiie? var+e | ce qui a du
VaZ+c2 VaZ+c2

sens car (a,c) # (0,0) donc a® + ¢ > 0.
Le nombre complexe +1

est de module 1 donc

a C
Va2+c? | T Va?+c?

il existe p € R :

a 4 c
VA =
Va2 + 2 Va2 + 2

R (Cos® —sing
sinp  cose
On observe alors d'une part que hr = f,, et d’autre part que
la relation de proportionnalité entre R et R’ impose (voir

e'®

si bien que
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question II-8) hr = hps si bien que

u= f,
Posons 6 'unique représentant de ¢ modulo 7 dans [0, 7].

* Par définition et construction, t € R, A € R* (car h(i) €
P donc #m (h(i)) > 0 et ch est a valeurs strictement
positives) et 6 € [0, 7.

x D’apres la question V-21, puisque ¢ = 0 7], fo = f,, or
nous avons établi que u = f, donc u = fp. Compte tenu
de la définition de u,

ato(31) =

si bien qu’en composant par g; a gauche, puis en multi-
pliant par A
h = MAgt o fg
Par conséquent, il existe au moins un triplet (6,\,t) €
[0, 7[xR% x R tel que h = Ag; o fp.

Ainsi, pour toute homographie h,

il existe un unique triplet (6, A,t) € [0, 7[xR% x R tel que h = Ag; o fp.




