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Devoir en classe n°13

Probléme : Entropie et probabilité

(Q, A, P) désigne un espace probabilisé.
— On note ¢ la fonction définie sur ]0, 1] par ¢ : © — —In(z)

Pour un événement A de probabilité non nulle, on pose i(A) = p(P(A)).
— On note h la fonction définie sur [0, 1] par

h(0) =0 siz >0 et pour x >0, h(z)=—zln(x)

— Pour une variable aléatoire X discrete définie sur (9,4, P) & valeurs réelles, on pose sous réserve
d’existence :
HX)= 3 h(P(X =a))

zeX ()

Si X est & valeurs dans un ensemble fini, alors H(X) existe et la somme précédente est finie.

A. Exemples. (Incertitude d’événements et entropie de variable aléatoire)
1. On choisit une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.

Soit A I'événement « la carte tirée est la dame de coeur >.
Que valent P(A) et i(A)?
2. Soit n € N*. On lance n fois une piece équilibrée. B est I’événement < obtenir n fois PILE >. Préciser
i(B).
3. Vérifier les points suivants (*) :
— Pour un événement Q' (quasi-)certain : i(2') = 0.
— Si A et événement contraire A sont équiprobables, alors i(A) = In 2.
— Si A et B sont indépendants pour la probabilité P et si P(ANB) # 0, alors i(ANB) = i(A) +i(B).
4. Préciser i(A1NAzN---NA,) quand les événements Ay, As, ..., A, sont mutuellement indépendants et
P(AinAxn---NA,) #0.
En déduire une nouvelle démonstration de A.2.
5. Soit A et B deux événements tels que A C B et P(A) # 0.
Comparer i(A) et i(B).
6. Soit Us, une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur {1, 2,3}, que vaut H(Us) ?
On voit ici que H est une sorte d’incertitude moyenne pour la variable X.
7. Sionsuppose P(Z=1)=1/4,P(Z=2)=1/4 et P(Z =3) =1/2, que vaut H(Z) ?
Comparer H(Z) et H(Us).

B. Etude de la fonction h L
1. Démontrer que h est continue sur R. h est-elle de classe C* sur R?

2. Justifier ’inégalité suivante :
(1) VueRT h(u) <1—u
avec égalité si et seulement si u = 1
3. Faire la représentation graphique de h et u +— u — 1. On prendra 4c¢m pour unité.

4. On cherche & montrer que ¢ est < la seule >fonction qui vérifie les hypotheses (*).
On considere ¢ continue sur ]0,1] et telle que ¢(1) =0, ¢(1) = a et V p,q €]0, 1], ¥(pq) = ¥(p) + ¥ (q)-

(a) Montrer & l’aide d’un changement de variable affine :

1

vpeo, [ = v+ [ e

(b) En déduire que 1 est dérivable sur ]0, 1] et en dérivant p — p(p), démontrer que :
a 1 !
/
vpelol],  —g=gp(p)+ | Y(g)dg
1/2

(¢) En déduire qu’il existe « et 3 telle que ¢ : t — alnz + 8



C. Entropie des variables aléatoires discréetes d’univers image fini
Soient n € N et X une variable aléatoire définie sur (2, 7,P) & valeurs dans X(Q) = {z1,z2,...zn}.
On rappelle que entropie de X est le réel H(X) défini par

X):zn:h(pi) oup, =P(X =x;)>0
1. Soit By, la variable de Bernoulli de paramétre p €]0, 1], de variance V(B,) et d’entropie H(B,).
Soit 1 la fonction définie par :
v p €0, 1], ¥(p) = H(By) — V(By)
(a) Montrer que lexpression de ¥ (p) en fonction de p est donnée par
Vpel0,1[  ¢(p) = —pn(p) + (p - Vlp + In(1 - p)]

Calculer la dérivée v’ de v

Calculer la dérivée seconde 1" de 1 et étudier les variations de 1)’.
Calculer ¢'(3)

(d) En déduire les variations de ¥
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(e) Déterminer les limites suivantes : lim 1(p) et lim (p).
p—0t p—1—

Prouver que pour tout réel p €]0,1[, on a V(B,) < H(B)).
2. Soit n un entier non nul et U, la variable uniforme sur N,.
(a) Vérifier que : H(U,) =lnn
(b) Rappeler l'expression de la variance V(Uy) de Uy, et établir que

H(U,) = %m(mvwn) 4 1)

(c) En déduire que 'entropie et la variance de variables uniformes sont simultanément croissantes.

3. Montrer , en utilisant I'inégalité (Z) pour les u = np;, que pour toute variable aléatoire discréte X, a
valeurs dans X (Q) = {x1,22...xn}, telle p; = P(X = x;)

H(X) <H(U,)

avec égalité si et seulement si X = U,.
On a montré que parmi les variables aléatoires discrétes X, la loi uniforme U, réalise le maximum de
l’entropie.

D. Entropie et distribution de Boltzman
On considére une variable aléatoire X & valeur dans [1,n].
On cherche la distribution p, des probabilités a donner a X de sorte que :

_ sz -1

— E(X) = E, c’est une donnée connue du probleme

— H(X) soit maximale
Il s’agit d’un probléme d’optimisation (de H) sous contraintes (2 contraintes : la somme des probabilités et
Pespérance).
Dans ce cas la stratégie mathématiques est la suivante : on ajoute deux variables supplémentaires aux problémes,
on crée ainsi une nouvelle fonction que lon optimise par un calcul de point critique (les dérivées sont nulles).
C’est la méthode des multiplicateurs de Lagrange

Soit F: (p1,D2y .-y Pny A1, A2) — Zh i) + A1 ( Zpl—l )+ Aa( E:ElpZ —

oF OF
1. api(pl,...,l)n,)\l,h) N (D1, -+ Pny A1, A2).

2. Résoudre le systeme
VZGII]‘ nﬂ (plv"'apnv)‘h)\Q):O

Viel[l, 2] (pl,...,pn,Al,AQ)zo

Le systéme n’est pas linéaire, on pourra explou;er la substitution.
3. En déduire la distribution optimale de probabilité & donner & chaque py (sous forme d’équation)

4. Quel rapport avec la distribution de Boltzmann ?

L’objectif du probléme est d’étudier les rudiments de la théorie de la communication - ou théorie de I'information
- introduite en 1948 par Claude Shannon.

En théorie de I'information, i(A) est appelé incertitude de I’événement A et H(X) est I'incertitude moyenne -
ou entropie - de X.



