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Devoir (en classe) n°11
CORRECTION

Probleme (d’aprés CCP-PC (maths 1) 2011)
I. Dr01tes des moindres carrées dans un espace euclldlen
1. Ft ={x€ E|Vyc¢€F (x|y)=0}. On a toujours F ¢ F*+
Dans le cas ol F est de dimension finie, ce qui est le cas si E est de dimension finie : E = F @ F+
Pour x € F, on note pr(x) la projection orthogonale de x sur F'.

2. {||x — z|,z € F} est non vide, minorée par 0 donc admet un plus petit élément.
Notons z = pp(x).
Pour touty € F, |x—y[? = |[(x—2)+ (z—y)|?> = |x —z|* + ||z — y||* (formule de Pytagore),
carx—z€cFletz—ye€F, puisque y et z = pp(x) € F.
OnaalorsVyeF, ||x—y|*>|x—z|? donc |x —y| > ||x —z|.
Ainsi, ||x — 2| est le minimum des ||x — y||, y € F, minimum qui est donc atteint en z = pp(x).

11 est unique, sinon, si z’ était une autre solution alors avec y = 2/,
on aurait ||z’ — z||2 |x — 2| — ||x — z||> = 0, et donc z’ = z car la norme est définie.

3. (a) Soit (x,y) — (x|y)r un produit subordonné a F, alors
— VX y€E (xy)r =(xy—pr(y)+prr(y))r = (x,y —pr(y))r+ (x pr(y))r (lindarité)
(x,y —pr(y))r car (x,pr(y))r = 0 puisque pr(y) € F par (iii).
=y — pr(y),x)r d’apres (ii)
=y —pF(yg, —pr(x))r + (y = pr(y), pr(x))r d’aprés (i)
(x

(
=(y —pr(y),x —pr(x))r car {y — pr(y),pr(x))r = 0 d’apres (iii)
Enfin, par symétrie V x,y € E, (x,y)r = (x —pr(X)|ly — pr(y));
2
— Vx€E, X[x)r =(x —pr(x)[x —pr(x))r = [z — pr(x)|*= (d(x, F))";
— Le carré de la distance étant positif, Vx € E, (x|x)p > 0;
— VXxeE Xx)p=0<=dx,F)=0<= x=pp(x) <= x € F;

(b) Pour tout x,y € E, (x,y)r = (x — pr(x),y — pr(y)), ce qui assure une définition unique
du produit subordonné & F', une fois F (et donc pr) et le produit scalaire donné.

4. Pour tout (x,y) € B, on a (x|y)r = (x — pr(x)|y — pr(y))-
Puis d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz : [((x — pr(x)|ly —pr(y))| < ||x —pr(x)|| - |ly —
eIl
Or xllr = /o) = /(% = (I = pr() = [x—pie(x)]l, de méme iyl = lly —pr (x|
Ainsi pour tout (x,y) € E2, on a [(x|y)r| < ||x||F - |y|lF
On a I’égalité ssi I'inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité,
ssi x — pp(x) et y — pr(y) sont colinéaires
ssi 3 (A, p) # (0,0) tels que A(x — pp(x)) + pu(y — pr(y)) = 0.
ssi 3 (A, ) # (0,0) tels que Ax + py = A\pr(x)) + ppr(y)).-
Cela impose qu’il existe (A, 1) # (0,0) tels que Ax + py € F.
Réciproquement, si il existe (A, u) # (0,0) tels que Ax + py € F, alors pp(Ax + py) = Ax+ py.
par linéarité de pr, on a donc : A(x — pr(x)) + pu(y —pr(y)) =0
et done x — pr(x) et y — pr(y) sont colinéaires.
On a donc [{(x|y)r| = ||x||F - [|¥]|F ssi il existe (A, ) # (0,0) tels que Ax + py € F

5. (a) F n’est pas réduit a 0, si a(# 0) € E, alors u = ﬁa vérifie u € E et ||ul| = 1.

(b) On a la décomposition de x selon E = D @& D+ si x = au+ (x — au) avec x — au € D+.
C’est le cas si et seulement si ((x — au)|u) = 0 i.e. a = (x|u), car ||uf? = (ufu) = 1.
Et donc pour tout x € E, pp(x) = au = (x|u)u.

(¢) On a pour tout x, ox =||x||p = ||x — pp(x)||= ||x — mxu| d’apres 3(a).
Et pour tout x,y € E, cov(x,y) = (x[y)p = (x = pp(X)[y —pp(¥))
cov(x,y) = (xly =pp(y))— (pp(X)|y —pp(¥)) = X[y —pp(¥)) : Pp(X) € D, y—pp(y) € D+
cov(x,y) = (x|y) = (x|pp(y)) = (x|y) — {x = pp(x)|pp(y)) — {Pp(X)[pD(¥))
cov(x,y) = (x|y) = (pp(x)Ipp(y)) : pp(¥) € D, x —pp(x) € D*
Enfin, (pp(X)[pp(y)) = (mxulmyu) = mxmy||ul|.
Et donc pour tout X,y € E, cov(x,y) = (X,y) — mxmy.

6. ox = ||x||p =0, il est égal & 0 ssi x € D d’apres 3.(a).
il est donc nul ssi x et u sont colinéaires, ce qui est faux. Donc ox > 0 et de méme oy > 0




X — Myl

7. (a) x* = ————, donc mx» = (x*|u) = (% ({x|u) — mxl|ju||) = 0 (par définition)
Jx
ox- = [|x*|p = [x* = mxeu = [x*] = 5llx — mxul = = lx — pp(x)|| = ===1
Enfin, p = cov(x,y) = x[y)p donc |p| < Il - Iyllo =1 d’apres 4. ;
Ox0y Ox0y Ox0y

I'inégalité est stricte car (x,y,u) est libre; V (A, u) # (0,0), Ax + py € D ¢ vect(u).
Donc my- = 0, que ox- = 1 et que p €] —1,1].

(b) On sait que |Jul| =1 et ||x*|| =1 (dans la chaine d’égalité de ox~, question précédente).
De plus, on a vu que (u|x*)(= mx+) = 0.
Donc la famille (u,x*) est orthonormée, elle est donc libre et dim(vect(u,x*)) = 2.

En outre, uGFetx € F aussi car x* *Uix “"u

Donc Vect(u, x*) C F, et comme ces deux espaces ont la méme dimension 2 : vect(u,x*) = F.

Donc (u,x*) est une base orthonormale de F' = vect(u, x).

(¢) On applique & F' = vect(u, x), le résultat de 2. Le minimum est atteint en z = pp(y).
Puis on a infR2||y —ax—bul| = |y —pr(y)| =d(y, F)

a’7

(d) Or comme (u,x*) est une base orthonormée de F', on a pr(y) = (y|u)u + (y|x*)x*
On remplace : ( ir)lfWHy —ax —bu|| = ||y — myu — (y|x*)x*|| (car (y|lu) = my).
€

)

(e) Puis oyy* =y —myu, par déﬁnition de y*,

alors que oyp = XY = Lixjy)y = L(x —pp(x)ly — pp(y)) = (X2 |y — pp(y))
= (x'Iy = pp(¥) = (x'1y) = (<" [pp(y)) = (xIy) cax g/ﬂpp y)) =0
~——

X—Mx

€Dt ep
Donc (en remplagant) wlr 1nf ||y —ax — bul| = oy ||y* — px*||
(f) oy(y* —px*) =y —myu— %x + %mxu.
my — m.
DoncaO:&etbozmyfﬁmxzaxy—fmyx
x Ox Ox
g Oy -m x—m
8. OnadOIlcy:u$+my—p Y donc Dy a pour équation LY = p x|
ox Tx Oy Ox

9. L’unicité est assuré par le fait que ce minimum est atteint en z = pp/ (x) ot F’ = vect(u,y).
La méme série de calcul qu’en 7. mais avec une inversion x <>y donne

Pox OyMx — POXM
ay = ot by = my — L2y = OyMx — POxITty
o o
y y
~ . . , . T — X y —m
10. On a donc (de méme avec l'inversion x <> y) : D; a pour équation Y
Ox oy

11. Les droites se coupent en un seul point ssi les coefficients directeurs sont différents.
. % . o R .
Celui de Dy vaut p—y, celui de D; vaut —-. Ce sont les mémes si p? = 1.
Ox Ox
Ce qui est faux car p €] — 1,1]. Les droites se coupent donc en un seul point.

Soit M (mx, my ), alors les coordonnées de M vérifient les équations de Dy et de D;.
M de coordonnées (mx,my) est donc 'unique point d’intersection de Dy et de D

12. Les droites sont orthogonales
ssi le produit des coefficients directeurs vaut —1 ou si I'un est nul et 'autre infini.

Py o Oy _ —2 > 0, donc jamais égal a —1.
ox  pox 02

ou bien il suffit que p =0 (le premier coefficient serait nul et le second infini).

ou bien ox = 0 (premier coefficient infini), mais le second ne serait pas nul.
Par conséquent, les droites Dy et Dy sont orthogonales < p =0

<= cov(x,y) = 0 <= (x|y) = mxmy car cov(x,y) = (X|y) — mxmy.

Or ce produit vaut :

II. Base adaptée a un produit scalaire dans un espace euclidien
1. II suffit de comparer les deux résultats.

On a (x|y) = (307, wiei| 20—, yjes) = >y >0 wiyj{eile;) par bilinéarité.

Par ailleurs, SY produit d’une matrice carrée par une matrice colonne est une matrice colonne,
en notant 4, I'indice d’un nombre située en i-ieme position (ligne), on a (SY); = > 1_; S; kY-
puis X'SY" est un nombre qui vaut Y7 | z;(SY); = 3301, DU wiy;si-

Or pour tout i, j, s; ; = (e;|e;), donc pour tout (x,y) € E2, (x|y) =XSY si § = ((eilei)) ;e

)2

2. (a) Soit S est associée a B
le produit scalaire est symétrique, i.e. pour tout ¢, 7, s, ; = (e;|e;) = (ejle;) = s; ;.
Donc S est une matrice symétrique. Elle est évidemment carrée d’ordre n.




S est symétrique réelle (E,, euclidien donc réel), donc toute ses valeurs propres sont réels.
Soit A € R, une valeur propre de S et X un vecteur propre (réel) associé (non nul).
Alors SX = XX et donc [|z[|? =X SX = MX X = M(X) ou n(X) =1 z7 > 0.
[ElS
onc A =
n(X)
(b) S est diagonale ssi pour tout i # 7, s, ; = 0 = (e;]e;).
Donc S est diagonale ssi la base B est orthogonale (mais non nécessairement orthonormée).

> 0. Ainsi le spectre de S dans C est inclus dans R .

3. 81 X = (24);, Y = (y;)j et A= (a;;), on a'XAY = Z Tk hYh-
k,h=1
Donc avec X = E; et Y = E; (matrice colonnes avec le 1 en i-ieme position resp. j-ieme),
ona'XAY ='E;AF; =a;jcar xp, =0sik #iety, =0si h# j.
et de méme ‘XBY ='E;BE; =b; ;.
Donc comme pour tout X € M, 1(R) et Y € M,,1(R), ’XAY =XBY,
onaVvi,jeENy, a;;=0,;1e A=D
4. (a) Formule du cours & connaitre : Mp(x) = P§ x Mp/(x) donc X = P x X'.
(b) On a exactement la méme relation qu'en 1. :
pour tout (x,y) € E2, (x|y) =X'S'Y" s S =

On a donc X’S"Y’' =X SY.
Or X = P x X'/, donc X =X’ x!P et deméme Y = P x Y'.
Donc pour tout X', Y’, X'S'Y’ =!X"(* PSP)Y et donc d’apres 3. : " ='PSP.
(c) Il s’agit exactement de la condition B’ est orthonormée.
Or tout espace euclidien admet une base orthonormée Donc il existe bien une base B’ de E,

n
telle que, pour tout (x,y) € EZ, (x Z Thy; six = ZI ety = Z yie;

((eﬂe})) (i,5)€{1,..n}2"

(d) Une matrice P est orthogonale si elle transforme toute base orthonormée en une autre.
Or B’ est orthonormée. Donc P est orthogonale ssi B est orthonormée.

5. Soit (e;)ien, une base orthogonale telle que (e;|e;) = d;.
Une telle base existe, il suffit de prendre une base (€}) orthonormée de E,
puis de considérer e; = \/d;€}, alors (e;|e;) = 0sii # j et (e;le;) = (V/d;)*(e}|e}) = d;.
Alors M; est associée a la base (e;);en,

-1 -1 3
(a) Notons que M3 est symétrique réelle donc diagonalisable.
Le polynéme caractéristique de M3 (donc de f3) est
X)) =det(Mz —AM3) = (3-A)3—-1-1-3x(3-X) x(=1)2=16—24\ + 92 — )3
X)) = (1 =X)(16 —8X+ %) = (1 — \)(4 — N2
Donc les valeurs propres de f3 sont 1 et 4 (double).
Cherchons les espaces propres associés.
2t -y —z =0 .
— Soit (z,y,%2) € Eyalorsy —z +2y —z =0 & { ‘Z:i Donc E; = vect((1,1,1)).
- -y 42z =0

1l faut I'orthonormaliser : ||(1,1,1)|| = /3, donc E; = vect((%, %7 %))

3 -1 -1
6. SoitMgMB(f3)<—1 3 —1).

-z -y —z =0
— Soit (z,y,2) € Ejalors —z -y —z =0 & { z=—y—z DoncEy = vect((—1,1,0),(-1,0,1)).
-z —y —z =0
Il faut Porthonormaliser : ||( 1,1,0)|| = v/2, puis pour second vecteur, on peut prendre
1 -1 1 . -1 -1 2
le produit vectoriel de (f’ el f) par (ﬁ’ ﬁ,()) ie. (%, T %).
Ainsi By = Vect(( \/5, 0), (f f f))

(b) Notons D3 = diag(1,4,4), alors d’apreés 5, D3 est une matrice associée & une base de Ej : la
base B; = ((e1,2es,2e3)) oi1 €] = (%, %, %), e = (\’/—%, %,O) et e3 = (\’/—é, \’/—é, %)

Puis : M3 = PD3!P o P est la matrice de passage orthogonale. Dot ! X MY =t (*PX)D5;(* PY).

Ainsi, Iécriture X’ = P x X correspond a celle d’une base adaptée pour Ds.

Par conséquent : la transformation par P = (*P)~! de la base B; donne une base adaptée a Mj.

7. (a) Il S’agit d’une famille libre, car orthogonale
De plus, elle est composée de n éléments, donc toute famille adaptée est une base de E,,.

(b) En fait, une base adaptée est une base associée & la matrice L1,,.
Comme pour la question 5, une base adaptée existe donc toujours




(c) SiB; =(e1,ez2...,e,) est une base adaptée, alors By = (—ej,e3...,€,) est aussi adaptée.
Donc F,, n’admet pas une unique base adaptée

(d) Par bilinéarité, on a x\y Z leyj (e;lej) leyz (eile;)= leyz

=1 j=1

n n

1 n
(e) Notons x = Zel, alors ||x|| = (x|x) = Z — Z 12 =
i=1

=1 =1

3\'*
3

ITI. Droites des moindres carrés dans le cas général
1. Tl s’agit de 'existence de la base adaptée de la partie précédente.

2. Rappelons que les points (A4;) ne sont pas alignés.
Soit a, 8,7 € R tels que au + fx + vy = 0.
donc pour tout ¢ € N,,, al + Bz; + vyy; = 0.
Et par conséquent, tous les points A; se trouve sur la droite d’équation Sz + vy + o =0,
ils sont donc tous alignés (si cette droite n’est pas vide).
Ce qui est faux, donc nécessairement, il faut que a = 8 = v = 0 (< droite vide ).
Par conséquent, (u,x,y) est une famille libre de E,,.

3. Dy est la droite d’équation y = ax + b.
Et pa.»(4;) a la méme abscisse que A; c’est-a-dire z; et donc ordonnée y; = ax; + b.
; 2 2 2
Puis ”pa,b( )A ||2 (xz — )% + (yi —ax; + b) .
n

Donc fy(a,b) Z”pab ) A; HQ :Z(yi—azi—l-b)?

i=1
n

1
Alors que [ly — ax — bul|> = = > "(y; — az; + b1)°.
n

i=1
n

Finalement, on a bien pour tout (a,b) € R?, fo(a,b) = Z(yz —az; +b)* = n|ly — ax — bul>.
i=1

Et de méme f;(a,b) = Z(:vZ —ay; +b)? = n||x — ay — bu).

i=1

4. (a) n est indépendant de (a,b), donc pour minimiser fo, il suffit de minimiser ||y — ax — bu||? et
donc de faire la projection orthogonale de y sur F' = vect(u, x).
Il existe alors une unique solution (ag, by) qui vérifie pr(y) = aox + bou.
De méme il existe une unique solution (ay, b1) qui minimise f; et qui vérifie pg(x) = a1y+b1u
ou G = vect(u,y) - cf. partie L

(b) Nous avons vu (I. 11) que les droites se coupent en un unique point de coordonnée (M, my ).

Or myx = (x|u) = le et my = (ylu) = Zyz )

Il s’agit exactement des coordonnées de 1’1sobarycentre des points (Ag, A1, ... Ay).

(c) D’apres la ﬁn de la partie I, ces droites sont orthogonales ssi (x|y) = mxm,.

Or (x]y) = Zmzyz et my = (x|u) = sz (rappel : u; = 1).
z 1

. 1 1
Donc ces droites sont orthogonales ssi - Z;xiyi = 3 Z T; Z Y-

Et nous avons vu que dans ce cas, aux équations des droites sont associés les nombres

ag =22~ =0et L = oo donc a; = 0.
Ox al

1 n
Finalement, on obtient les droites Dy d’équation y = by = my = — Z y; et D1 d’équation
n

i=1
1 n n 1 n n
T=b =mx = - ; x;,a la condition nécessaire et suffisante : ; Ty = - Z T; Zyl
(d) Prenons 4; = (—1,-1), Ay = (—1,1), A = (1, 1) et A4 = (1,-1).
> wy =14 (1) +1+(-1 —OethxZZyz (=1=141+1)(-1+14+1-1)=0.

La condition est vérifiée.
Les droites des moindres carrées ont pour équations Dy : y = 0 et Dy : x = 0, elles sont bien
orthogonales.




