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= Opérations
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Legon 50 - Calcul
matriciel

= Opérations élémentaires (qu’est-ce ?)

= Comment bien s’organiser pour gérer les opérations R
élémentaires ? (Méthode du pivot de GAUSS) St

= Méthode du pivot
1. Problémes
2. Espace vectoriel 4, p(K)
3. Multiplication matricielle

4. Les matrices carrées 51, Lgnes

5. Opérations élémentaires sur les matrices
5.1. Opérations élémentaires sur les lignes d’'une matrices



Transférer la méthode du pivot de Gauss

Heuristique. Lien résoilution de systéme/inversion de
matrice

Le calcul A x X = b ou X et b sont des matrices colonnes est
exactement I'écriture d’'un systéme linéaire.

La résolution X = A~1b (si A est inversible donc carrée) exploite
les opérations élémentaires sur les lignes du systéme pour
appliquer l'algorithme de Gauss.

Essayer de transférer directement les mémes idées sur les lignes
(puis les colonnes) de A.
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5.1. Lignes



Legon 50 - Calcul

Défln |t|on matriciel

= Opérations
élémentaires

Définition - Opérations élémentaires sur les lignes = Méthode du pivot

On appelle opération élémentaire sur les lignes L; de la matrice
A I'une des transformations suivantes effectuée sur A :

> Permutation (ou échange)de deux lignes
Pour i # j, L; < L signifie que I'on permute la i-ieme et la
J-iéme lignes de la matrice.

> Addition d’un multiple d’une ligne a une autre ligne
Pour i # j, Lj — L + AL, signifie que I'on remplace la
J-ieme ligne L ; de la matrice par L ; + AL;, ou A € K.

5.1. Lignes

> Multiplication d’une ligne par un scalaire NON NUL
Pour tout @ € K, a #0, L; — aL; signifie que I'on remplace
la i-ieme ligne par aL;.



Codage matriciel

Chacune des manipulations précédentes correspond a un produit
matriciel :
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= Méthode du pivot

5.1. Lignes



Codage matriciel

Proposition - Transformation élém. sur les lignes (=un

produit)

Effectuer une transformation élémentaire sur les lignes d’'une
matrice A revient a calculer le produit matriciel a gauche de A :

EAoUE est:
> POUI‘Li <—>Lj,

1

1

:In_Eii_Ejj+Eij+Eji

C’est une matrice de transposition, notée habituellement

P j(=P;;)
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Codage matriciel matrice

= Opérations

Proposition - Transformation élém. sur les lignes (=un Somontaes
prOdUIt) = Méthode du pivot

Effectuer une transformation élémentaire sur les lignes d’'une
matrice A revient a calculer le produit matriciel a gauche de A :
EA ouE est:

> PourL; —L; +/1Lj
E= 1 =I1,+AE;; Aenligne i, colonne j

1

C’est une matrice de transvection, notée habituellement
T;,;(A)
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Codage matriciel matriil
Proposition - Transformation élém. sur les lignes (=un ~ SR
) élémentaires
prOdUIt) = Méthode du pivot

Effectuer une transformation élémentaire sur les lignes d’'une
matrice A revient a calculer le produit matriciel a gauche de A :
EAoUE est:

» PourL; —aL;

0 5.1. Lignes

E = 1 =I,+(a-1)E;;

1

C’est une matrice de dilatation, notée habituellement D;(a)
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Codage matriciel matriil
Proposition - Transformation élém. sur les lignes (=un ~ SR
) élémentaires
prOdUIt) = Méthode du pivot

Effectuer une transformation élémentaire sur les lignes d’'une
matrice A revient a calculer le produit matriciel a gauche de A :
EAoUE est:

» PourL; —aL;

0 5.1. Lignes

E = 1 =I,+(a-1)E;;

1

C’est une matrice de dilatation, notée habituellement D;(a)

Démonstration



Opérations élémentaires sur I,

Proposition - Opération élémentaire en I,

On considére une opération élémentaire, ¢, qui transforme une

matrice A en la matrice ¢(A) et la matrice I,, en ¢(I,). Alors

pA)=p,)A..

Et par récurrence, si @1, @2,... @ sont k transformations

élémentaires (sur les lignes) qui s’appliquent a des matrices

possédant n lignes, alors pour tout A € .4, ,(K),
[pro---0p1l(A) = pp(I,) x---xp1(I) x A.
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Opérations élémentaires sur I,

Proposition - Opération élémentaire en I,

On considére une opération élémentaire, ¢, qui transforme une

matrice A en la matrice ¢(A) et la matrice I,, en ¢(I,). Alors

pA)=p,)A..

Et par récurrence, si @1, @2,... @ sont k transformations

élémentaires (sur les lignes) qui s’appliquent a des matrices

possédant n lignes, alors pour tout A € .4, ,(K),
[pro---0p1l(A) = pp(I,) x---xp1(I) x A.

Démonstration
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= Méthode du pivot

5.1. Lignes



Retenir le codage

Cela se concrétise dans le savoir faire suivant
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Legon 50 - Calcul

Retenir le codage maticel
= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

Cela se concrétise dans le savoir faire suivant
Savoir-faire. Retenir les opérations matricielles

Pour une opération sur les lignes de A, il s’agit toujours de
produit a gauche de A. Par quelle matrice ?

C’est toujours par la matrice qu’on obtient lorsqu’on applique la
transformation élémentaire en question a I,,.

Ainsi, par exemple, si 'on veut faire Lg — L3 —2Lg, pour n =3,

5.1. Lignes

1 0 0
on multiplie par la matrice (0 1 0)
0 -2 1



Codage fonctionnel

Proposition - Inversibilité des opérations élémentaires

Si une matrice B est déduite de A par une opération élémentaire
@, alors A peut se déduire de B par I'opération inverse (p_l

suivant le tableau suivant :

¢ g
L;—L; L;—L;
Lj<—Lj+/1Li Lj<—Lj—/1Li

1
L; —aL; L;—=L;
a
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Opération réciproque

Proposition - Inversibilité des matrices élémentaires

Si ¢ est une opération élémentaire sur les lignes alors la matrice
carrée @(I,,) est inversible et p(I,)~1 =~ 1(I,).
On a alors Pl‘J1 = P; ; (symétrique, involutif), T'; j(1) =T j(=A),

et Dy(@) = D;(3).
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Opération réciproque

Proposition - Inversibilité des matrices élémentaires

Si ¢ est une opération élémentaire sur les lignes alors la matrice
carrée @(I,,) est inversible et p(I,)~1 =~ 1(I,).
On a alors Pl‘J1 = P; ; (symétrique, involutif), T'; j(1) =T j(=A),

et Dy(@) = D;(3).

Démonstration
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Legon 50 - Calcul
matriciel

= Opérations élémentaires (qu’est-ce ?)

= Comment bien s’organiser pour gérer les opérations R
élémentaires ? (Méthode du pivot de GAUSS) St

= Méthode du pivot
1. Problémes
2. Espace vectoriel 4, p(K)
3. Multiplication matricielle
4. Les matrices carrées o

5.2. Colonnes.

5. Opérations élémentaires sur les matrices

5.2. Opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice



Petit détour : point de vue sur les colonnes

On définit les mémes opérations élémentaires sur les colonnes
que sur les lignes. On obtient alors les résultats suivants :
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5.2. Colonnes



Petit détour : point de vue sur les colonnes

On définit les mémes opérations élémentaires sur les colonnes
que sur les lignes. On obtient alors les résultats suivants :

Proposition - Transformation élémentaire sur les colonnes

comme un produit

Effectuer une transformation élémentaire sur les colonnes d’une

matrice A € ./, ,(K) revient a calculer le produit matriciel AF ou

F est 'une des matrices suivantes :

» PourC; < C;:
> Pour C; —C;+AC; :
> POUI’Ci<—aCiZ

F:Ip—Eii—Ejj+Eij+Eji
F=Ip+/1Eji
F:Ip+(a—1)Eii
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Petit détour : point de vue sur les colonnes

On définit les mémes opérations élémentaires sur les colonnes
que sur les lignes. On obtient alors les résultats suivants :

Proposition - Transformation élémentaire sur les colonnes
comme un produit

Effectuer une transformation élémentaire sur les colonnes d’'une
matrice A € ./, ,(K) revient a calculer le produit matriciel AF ou
F est 'une des matrices suivantes :

> POUI’CiHCjZ F:Ip—Eii—Ejj+Eij+Eji
> POUI’CJ'<—CJ'+ACL‘Z F=Ip+/1Eji
> POUI’Ci<—aCi : F=Ip +(a—1)Eii

Démonstration

Legon 50 - Calcul
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= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

5.2. Colonnes



Application a I,

Proposition - Opération élémentaire en I,

On considére une opération élémentaire, notée v, qui transforme
une matrice A € ./, ,(K) en la matrice y(A) € 4, ,(K) et la
matrice I, en y(I,). Alors

W(A) = Ay(I ).
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5.2. Colonnes



Legon 50 - Calcul
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= Opérations élémentaires (qu’est-ce ?)

= Comment bien s’organiser pour gérer les opérations S —
élémentaires ? (Méthode du pivot de GAUSS) St

= Méthode du pivot
1. Problémes
2. Espace vectoriel 4, p(K)
3. Multiplication matricielle
4. Les matrices carrées

5. Opérations élémentaires sur les matrices SRR

5.3. Transformation par opérations élémentaires (matrices
inversibles)



Conservation de l'inversibilité par produit a gauche

Proposition - Conservation de I'inversibilité

Soient A, B € .4, (K). On suppose que A est inversible.
Alors AB est inversible si et seulement si B est inversible
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5.3. Transfo. par O.E.



Conservation de l'inversibilité par produit a gauche

Proposition - Conservation de I'inversibilité

Soient A, B € .4, (K). On suppose que A est inversible.
Alors AB est inversible si et seulement si B est inversible

Démonstration
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Conservation de l'inversibilité par produit a gauche

Proposition - Conservation de I'inversibilité

Soient A, B € .4, (IK). On suppose que A est inversible.
Alors AB est inversible si et seulement si B est inversible

Démonstration

Corollaire - Conservation d’inversibilité par les opérations
élémentaires

Les opérations élémentaires sur les lignes (ou sur les colonnes)
d’'une matrice carrée conservent le caracteére inversible/non
inversible d’'une matrice.
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Conservation de l'inversibilité par produit a gauche

Proposition - Conservation de I'inversibilité

Soient A, B € .4, (IK). On suppose que A est inversible.
Alors AB est inversible si et seulement si B est inversible

Démonstration

Corollaire - Conservation d’inversibilité par les opérations
élémentaires

Les opérations élémentaires sur les lignes (ou sur les colonnes)
d’'une matrice carrée conservent le caractére inversible/non
inversible d’'une matrice.

Démonstration
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= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.
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Algorlthme matriciel

= Opérations
élémentaires

Théoréme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € 4, (K).

A est inversible si et seulement s’il est possible de transformer A
en une matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a
I'aide uniquement d’opérations élémentaires portant sur les
lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la transformation de A vers I,,, par
suite d’opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I,, les mémes opérations
élémentaires, dans le méme ordre, on obtient AL,

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.



Legon 50 - Calcul

Algorlthme matriciel

= Opérations
élémentaires

Théoréme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € 4, (K).

A est inversible si et seulement s’il est possible de transformer A
en une matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a
I'aide uniquement d’opérations élémentaires portant sur les
lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la transformation de A vers I,,, par
suite d’opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I,, les mémes opérations
élémentaires, dans le méme ordre, on obtient AL,

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.

1. On commence par un lemme que I'on démontre



Legon 50 - Calcul

Algorlthme matriciel

= Opérations
élémentaires

Théoréme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € 4, (K).

A est inversible si et seulement s’il est possible de transformer A
en une matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a
I'aide uniquement d’opérations élémentaires portant sur les
lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la transformation de A vers I,,, par
suite d’opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I,, les mémes opérations
élémentaires, dans le méme ordre, on obtient AL,

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.

1. On commence par un lemme que I'on démontre

2. Puis on I'applique au matrices triangulaires supérieures



Legon 50 - Calcul

Algorlthme matriciel

= Opérations
élémentaires

Théoreme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € 4, (K).

A est inversible si et seulement s’il est possible de transformer A
en une matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a
I'aide uniquement d’opérations élémentaires portant sur les
lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la transformation de A vers I,,, par
suite d’opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I,, les mémes opérations
élémentaires, dans le méme ordre, on obtient AL,

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.

1. On commence par un lemme que I'on démontre
2. Puis on I'applique au matrices triangulaires supérieures
3. Enfin, on fait la démonstration générale.



Algorithme - Lemme

Lemme - Trigonalisation

A B

SiM = (
On—s,s C

) € My(K)oU AeGL,(K)(seN,

guelconque) et C € 4, _s(K), alors :

» oubien V i € N,_g, '[C]; = 0 et alors M n'est pas inversible

> ou bien 3 i € N,_g, tel que ‘[C]; £ 0, alors 3 T produit de
matrices élémentaires telle que

A B
X
TxM= 0 0 avec x Z0
n-s,s Cl
0
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Algorithme - Lemme

Lemme - Trigonalisation

A B

SiM = ( Onss | C

) € Mp(K)ou AeGL,(K) (seN,

guelconque) et C € 4, _s(K), alors :

» oubien V i € N,_g, '[C]; = 0 et alors M n'est pas inversible

> ou bien 3 i € N,_g, tel que ‘[C]; £ 0, alors 3 T produit de
matrices élémentaires telle que

A B
X
TxM= 0 0 avec x Z0
n-s,s Cl
0

Démonstration
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5.3. Transfo. par O.E.



Etude des matrices triangulaires supérieures (cas
inversibles)

Théoréme -Inverse d’'une matrice triangulaire supérieure

Soit T' est une matrice (carrée) triangulaire supérieure avec des
coefficients non nuls sur la diagonale.

Alors il existe T" triangulaire supérieure et inversible telle que
T xT=1I,.

Réciproquement, si T est une matrice (carrée) triangulaire
supérieure, avec (au moins) un coefficient non nuls sur la
diagonale, alors T' n’est pas inversible.
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Etude des matrices triangulaires supérieures (cas
inversibles)

Théoréme -Inverse d’'une matrice triangulaire supérieure

Soit T' est une matrice (carrée) triangulaire supérieure avec des
coefficients non nuls sur la diagonale.

Alors il existe T" triangulaire supérieure et inversible telle que
T xT=1I,.

Réciproquement, si T est une matrice (carrée) triangulaire
supérieure, avec (au moins) un coefficient non nuls sur la
diagonale, alors T' n’est pas inversible.

Démonstration

Legon 50 - Calcul
matriciel

= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.



Algorithme
Souvent, les démonstrations par récurrence, si elles sont
constructives, permettent d’écrire un algorithme (récursif, en
particulier). Comme toute matrice échelonnée est triangulaire
supérieure, on peut terminer I'algorithme de Gauss.
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Algorithme
Souvent, les démonstrations par récurrence, si elles sont
constructives, permettent d’écrire un algorithme (récursif, en
particulier). Comme toute matrice échelonnée est triangulaire
supérieure, on peut terminer I'algorithme de Gauss.

Théoreme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € 4, (K).

A estinversible si et seulement s’il est possible de transformer A
en une matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a
l'aide uniquement d’opérations élémentaires portant sur les
lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la transformation de A vers I,,, par
suite d’'opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I,, les mémes opérations
élémentaires, dans le méme ordre, on obtient AL,
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Algorithme
Souvent, les démonstrations par récurrence, si elles sont
constructives, permettent d’écrire un algorithme (récursif, en
particulier). Comme toute matrice échelonnée est triangulaire
supérieure, on peut terminer I'algorithme de Gauss.

Théoreme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € 4, (K).

A estinversible si et seulement s’il est possible de transformer A
en une matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a
l'aide uniquement d’opérations élémentaires portant sur les
lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la transformation de A vers I,,, par
suite d’'opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I,, les mémes opérations
élémentaires, dans le méme ordre, on obtient AL,

Démonstration
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= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.



Algorithme
Souvent, les démonstrations par récurrence, si elles sont
constructives, permettent d’écrire un algorithme (récursif, en
particulier). Comme toute matrice échelonnée est triangulaire
supérieure, on peut terminer I'algorithme de Gauss.

Théoreme - Transformation de Gauss-Jordan

Soit A € 4, (K).

A estinversible si et seulement s’il est possible de transformer A
en une matrice triangulaire supérieure, sans 0 sur la diagonale, a
l'aide uniquement d’opérations élémentaires portant sur les
lignes.

Dans ce cas, on peut terminer la transformation de A vers I,,, par
suite d’'opérations élémentaires.

Si on applique alors a la matrice I,, les mémes opérations
élémentaires, dans le méme ordre, on obtient AL,

Démonstration
On peut enfin démontrer I'algorithme de Gauss.
Démonstration
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Encore quelques remarques. ..

Remarque Et les colonnes ?
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Encore quelques remarques. ..

Remarque Et les colonnes ?
Attention. Surtout pas!

Mais en revanche il ne faut surtout pas mélanger les deux types
d’opérations car I'on aboutita £, Ep,—1...E1AF; ... Fp =1,
qui n'est pas de la forme AB = I,, et ne permet pas de conclure a
linversibilité de A.

Mais néanmoins, comme souvent, rien n’est perdu dans ce cas

la : on montrera que A est équivalente a I,,, donc de méme

rang : n, donc elle est inversible. ..
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Résultat important :

Corollaire - Inversion a droite suffisante

Soit A € 4, (K). Supposons qu’il existe B € .4, (K) tel que
AB=1,.

Alors A est inversible et A1 = B.

(De méme, B est inversible et B~1 = A)
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Résultat important :

Corollaire - Inversion a droite suffisante

Soit A € 4, (K). Supposons qu’il existe B € .4, (K) tel que
AB=1,.

Alors A est inversible et A1 = B.

(De méme, B est inversible et B~1 = A)

Démonstration

Legon 50 - Calcul
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= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.



Legon 50 - Calcul

S aVO | r'fal I’e matriciel

Savoir-faire. Inversibilité et inverse d’'une matrice par
l'algorithme de Gauss

= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

1 0o -1
Calculer linversede A= 1 -1 0
-1 0 0
On applique I'algorithme de Gauss-Jordan en considérant
(All3) :
1 0 -1]|1 0 o0 1 0 0|0 0 -1 Ly—-Ls
1 -1 0|0 1 0|—]|1 0 -1|1 0 © Ly—L;
1 0 0[]0 0 1 1 -1 0]0 1 0 L3—Ly
5.3. Transfo. par O.E.
1 0 0]0 0 -1 Ly Ly-Ly 10 0[0 0 -1 Ly—-Ls
—[o0o o -1]1 0 oo s —lo 1 oj0o -1 -1 RO
0 -1 0|0 1 1 ChE 00 1|-1 0 -1 B

Par suite d’opérations élémentaires, on a transformé A en I3
donc A est inversible.



Savoir-faire

Savoir-faire. Inversibilité et inverse d’'une matrice par
I'algorithme de Gauss

1 0 -1
Calculer 'inversede A= 1 -1 0
-1 0 0

On applique l'algorithme de Gauss-Jordan en considérant
(All3) :

1 0 -1]1 0 0 1 0 0|0 0 -1
1 -1 0]/0 1 0|—|1 0o -1{1 0 o
-1 0 00 0 1 1 -1 0|0 1 0
1 0 o0]o0 0o -1 1 0 0

—]0 0 -1]|1 0 1 { IL‘2:§2:IL‘1 0 1 0
0 -1 0|0 1 1 =g =l 0 0 1

Legon 50 - Calcul
matriciel

= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.

o B Ly—-Lg
0 1 -1 {L3<——Lz

Par suite des mémes opérations élémentaires, on a transformé

0o 0 -1
IsenA™1l doncA~l=| o -1 -1
1 0 -1



Exercices

Exercice

Calculer l'inverse de A =

1
-1
2

2
-1
2

3
-2
5

Legon 50 - Calcul
matriciel

= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.



Exercices
Exercice
1 2 3
Calculer l'inversede A=| -1 -1 -2
2 2 5

Remarque Et si A n'est pas inversible ?

Legon 50 - Calcul
matriciel

= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

5.3. Transfo. par O.E.
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Exercice
1 2 3
Calculer linversede A=| -1 -1 -2
2 2 5
Remarque Et si A n'est pas inversible ?
Exercice
Déterminer les inverses de
2 1 -2 1 -1 0 10 9 1 i _21 im_}m,mg
A=]o0 3 1’B=1 2 1,C=9 10 5,D=2 1 3 -1
-2 -3 5 1 1 0 1 5 9 1 1 e
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= Opérations élémentaires (qu’est-ce ?)

= Comment bien s’organiser pour gérer les opérations
élémentaires
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> Trois types : permutations, transvections et dilatations.

» Chacune de ces opérations est un produit a gauche sur A a partir
de trois familles de matrices



Conclusion

Obijectifs
= Opérations élémentaires (qu’est-ce ?)

> Trois types : permutations, transvections et dilatations.

» Chacune de ces opérations est un produit a gauche sur A a partir
de trois familles de matrices

> . ..etces matrices sont exactement celles obtenues en appliquant
I'opération élémentaire en question sur I,
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Conclusion

Obijectifs
= Opérations élémentaires (qu’est-ce ?)

>

>

Trois types : permutations, transvections et dilatations.

Chacune de ces opérations est un produit a gauche sur A a partir
de trois familles de matrices

...et ces matrices sont exactement celles obtenues en appliquant
I'opération élémentaire en question sur I,

On construit la méme organisation sur les colonnes des matrices
(produit a droite).

Legon 50 - Calcul
matriciel

= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot
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Conclusion

Objectifs

= Opérations élémentaires (qu’est-ce ?)

= Comment bien s’organiser pour gérer les opérations
élémentaires

> On transforme A en matrice échelonné A’

Legon 50 - Calcul
matriciel

= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot

Lignes

5.3. Transfo. par O.
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> On transforme A en matrice échelonné A’

> On regarde si A’ est inversible.
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= Opérations
élémentaires

Objectifs = Méthode du pivot
= Opérations élémentaires (qu’est-ce ?)

= Comment bien s’organiser pour gérer les opérations

élémentaires

> On transforme A en matrice échelonné A’
> On regarde si A’ est inversible.

> Sioui, on transforme A’ est I,,, on trouve alors A1l
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Conclusion

Objectifs

= Opérations élémentaires (qu’est-ce ?)

= Comment bien s’organiser pour gérer les opérations
élémentaires

Pour le prochain cours
> Lecture du cours : Anneaux et corps
> Exercice n°126 & 128 (inspiré du 135)

Legon 50 - Calcul
matriciel

= Opérations
élémentaires

= Méthode du pivot
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