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Lecon 51 - Anneaux

Définition d’un anneau et corps
Définition - Anneaux  rmoain
Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes - Sousameauxet

notées + et x. On dit que (A, +, %) est un anneau si :
> (A,+) est un groupe commutatif ;
> laloi % est associative;
> la loi % est distributive par rapport a la loi + : P
V(x,y,2)€ A3, x x (y+2)=
xxy+xxz (distibutive a gauche)

V(x,y,2) €A3, (x+y)xz=
xxz+yxz (distibutive a droite)

> A possede un élément neutre pour % , noté 1.

Si de plus la loi x est commutative, on dit que (A, +, x) est un
anneau commutatif.



Legon 51 - Anneaux
Définition d’'un anneau et corps
Définition - Anneaux — Anneaux
Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes :of’;:z:gsneauxet
notées + et x. On dit que (A, +, %) est un anneau si :
> (A,+) est un groupe commutatif ;
> laloi % est associative;

> laloi % est distributive par rapport a la loi + : e
V(x,y,2)€ A3, x x (y+2)=
xxy+xxz (distibutive a gauche)
V(x,y,2) €A3, (x+y)xz=
xxz+yxz (distibutive a droite)
> A possede un élément neutre pour % , noté 1.
Si de plus la loi x est commutative, on dit que (A, +, x) est un
anneau commutatif.

Exemple Anneaux classiques



Définition d’'un anneau

Définition - Anneaux
Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes
notées + et x. On dit que (A, +, %) est un anneau si :
> (A,+) est un groupe commutatif ;
> laloi % est associative;
> laloi % est distributive par rapport a la loi + :
V(x,y,2)€ A3, x x (y+2)=
xxy+xxz (distibutive a gauche)
V(x,y,2)€ A3, (x+y)x 2z =
xxz+yxz (distibutive a droite)
> A possede un élément neutre pour % , noté 1.
Si de plus la loi x est commutative, on dit que (A, +, x) est un
anneau commutatif.

Exemple Anneaux classiques
Soit (A, +, %) un anneau. On note 0 I'élément neutre de + et 1
celui de *.
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Regles de calcul immédiates

Proposition - Lien + et x

On a les relations suivantes :
> VxeA,x*0=0%x=0 (on dit que 0 est absorbant).
> V(x,y) €A% (—x) x y=xx(=y) = —(x * y)
> Y(x,y)€ A2, (—x) % (—y)=x*y
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Proposition - Lien + et x
2.1. Définitions et propriétés

On a les relations suivantes : ‘
> VxeA,x*0=0%x=0 (on dit que 0 est absorbant).

> V(x,y) € AZ, (—x) k y =x * (=y) = —(x * )
> Y(x,y)€ A2, (—x) % (—y)=x*y

Démonstration



Intégrité

Définition - Diviseur de 0 et anneau intégre
Soit (A, +, %) un anneau.
> a € A\{0} est un diviseur de O si il existe b € A \ {0} tel que

axb=00ubxa=0.
> A estdit intégre s'il est commutatif et sans diviseurs de 0.
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Définition - Diviseur de 0 et anneau intégre

Soit (A, +, %) un anneau.
> a € A\{0} est un diviseur de O si il existe b € A \ {0} tel que

axb=00ubxa=0. 2106
> A estdit intégre s'il est commutatif et sans diviseurs de 0.

Proposition - Simplification (division)

Si A est un anneau integre, tout élément non nul a de A est

régulier pour *, c’est-a-dire que I'on peut simplifier par a :
axb=axc=>b=c.
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Définition - Diviseur de 0 et anneau integre EETE
Soit (A, +, %) un anneau.
> a € A\{0} est un diviseur de O si il existe b € A \ {0} tel que
a * b = O ou b *a = O 2.1. Définitons et propriéés

> A estdit intégre s'il est commutatif et sans diviseurs de 0.

Proposition - Simplification (division)

Si A est un anneau integre, tout élément non nul a de A est
régulier pour *, c’est-a-dire que I'on peut simplifier par a :
axb=axc=>b=c.

Démonstration



Exemple d’intégrité

Exemple Z et 4, (K)
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Exemple d’intégrité

Exemple Z et 4, (K)
Savoir-faire. Exploiter I'intégrité

On exploite I'intégrité dans son sens contraposée : a # 0 et
b#0=ab #0.

En particulier, si on sait qu’un ensemble est un corps (comme plz,
alors il est intégre)
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Proposition - Quelques regles de calcul

Les régles de calculs fréquentes :
> (@;)1<i<n et (b;)1<j<p deux familles d’éléments de A. Alors

2.1. Définitions et propriétés
premiéres

on peut écrire :
(Z?Zlai)(2§:1 bj) = X0, /)el1,nlx[1,p12ib
» formule du binéme : si a et b commutent pour x alors
(@+b)" =, (la*b"
> factorisation : si @ et b commutent pour * alors
a"—b"=(a-b) L} ga" bk
en notant xy = x x y et les puissances étant au sens de la loi x.
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Proposition - Quelques regles de calcul

Les régles de calculs fréquentes :
> (@;)1<i<n et (b;)1<j<p deux familles d’éléments de A. Alors

2.1. Définitions et propriétés
premiéres

on peut écrire :
(Z?Zlai)(2§:1 bj) = X0, /)el1,nlx[1,p12ib
» formule du binéme : si a et b commutent pour x alors
(@+b)" =, (la*b"
> factorisation : si @ et b commutent pour * alors
a"—b"=(a-b) L} ga" bk
en notant xy = x x y et les puissances étant au sens de la loi x.

Démonstration



Un groupe pour * : le groupe des inversibles

Proposition - Groupe des inversibles
Lensemble des éléments inversibles de (A, *) est un groupe pour
la loi %. Classiquement, ce groupe est noté A ™.
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Un groupe pour * : le groupe des inversibles

Proposition - Groupe des inversibles

Lensemble des éléments inversibles de (A, *) est un groupe pour
la loi %. Classiquement, ce groupe est noté A ™.

Démonstration
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Un groupe pour * : le groupe des inversibles

Proposition - Groupe des inversibles

Lensemble des éléments inversibles de (A, *) est un groupe pour
la loi %. Classiquement, ce groupe est noté A ™.

Démonstration
Exemple Z*
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Un groupe pour * : le groupe des inversibles

Proposition - Groupe des inversibles

Lensemble des éléments inversibles de (A, *) est un groupe pour
la loi %. Classiquement, ce groupe est noté A ™.

Démonstration
Exemple Z*
Exemple (.4, (K))*
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Définition - Sous-anneau
= Sous-anneaux et
Soit (A, +, %) un anneau. B c A est un sous-anneau de A si B morphismes
est stable pour les lois internes + et x et si ces lois induites
munissent B d’une structure d’anneau avec 1 € B.

2.2 Construction d'anneaux
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= Anneaux

Définition - Sous-anneau

Soit (A, +, %) un anneau. B c A est un sous-anneau de A si B
est stable pour les lois internes + et x et si ces lois induites
munissent B d’une structure d’anneau avec 1 € B.

= Sous-anneaux et
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(B, +) est nécessairement un groupe, stable également pour * :
la réciproque est suffisante : e
Savoir-faire. Caractérisation des sous-anneaux

Soit B une partie de A. B est un sous-anneau de A si et
seulement si il vérifie :

» 1eB
> V(x,y)EBz,x—yEB
> Y(x,y)eB%, xxyeB



Sous-anneaux

Définition - Sous-anneau

Soit (A, +, %) un anneau. B c A est un sous-anneau de A si B
est stable pour les lois internes + et x et si ces lois induites
munissent B d’une structure d’anneau avec 1 € B.

(B, +) est nécessairement un groupe, stable également pour * :

la réciproque est suffisante :

Savoir-faire. Caractérisation des sous-anneaux

Soit B une partie de A. B est un sous-anneau de A si et
seulement si il vérifie :

» 1eB
> V(x,y)EBz,x—yEB
> Y(x,y)eB%, xxyeB
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Montrer que l'intersection de deux sous-anneaux de A est un

2.2 Construction d'anneaux

sous-anneau de A.
(On peut étendre a une intersection d’'une famille de

sous-anneaux).
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Exemple. ..
= Anneaux

= Sous-anneaux et
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Exercice
Montrer que l'intersection de deux sous-anneaux de A est un

sous-anneau de A.

(On peut étendre a une intersection d’'une famille de
sous-anneaux).

Exemple 27 est-il un sous-anneau de (Z,+, x) ?

2.2 Construction d'anneaux



Morphisme (et image) d’anneaux

Définition - Morphisme d’anneaux
Soient (A, +4,%*4) et (A’, 4+ 47, x4/) deux anneaux. Un
morphisme d’anneaux de A dans A’ est une application f de A
dans A’ vérifiant :

> V(x,y)€A?, fx+43) = f(x)+a ()

> V(x,y) € A%, flx K y) = f(x)xar f(y)

> f(Qa)=1a
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Définition - Morphisme d’anneaux
Soient (A, +4,%*4) et (A’, 4+ 47, x4/) deux anneaux. Un
morphisme d’anneaux de A dans A’ est une application f de A
dans A’ vérifiant :

> V(x,y)€A?, fx+43) = f(x)+a ()

> V(x,y) € A%, flx K y) = f(x)xar f(y)

> f(1a)=1a

2.2 Construction d'anneaux

Exemple Projection canonique



Morphisme (et image) d’anneaux

Définition - Morphisme d’anneaux

Soient (A, +4,%*4) et (A’, 4+ 47, x4/) deux anneaux. Un
morphisme d’anneaux de A dans A’ est une application f de A
dans A’ vérifiant :

> V(x,y)€A?, fx+43) = f(x)+a ()

> V(x,y) € A%, flx K y) = f(x)xar f(y)

> f(Qa)=1a

Exemple Projection canonique
Exemple Sur C
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Morphisme (et image) d’anneaux

Définition - Morphisme d’anneaux

Soient (A, +4,%*4) et (A’, 4+ 47, x4/) deux anneaux. Un
morphisme d’anneaux de A dans A’ est une application f de A
dans A’ vérifiant :

> V(x,y)€A?, fx+43) = f(x)+a ()

> V(x,y) € A%, flx K y) = f(x)xar f(y)

> f(1a) =14
Exemple Projection canonique

Exemple Sur C
Exemple Morphisme de Frébenius
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Proposition - Transfert par morphisme d’anneaux
Soit £ : A — A’ un morphisme d’anneaux. Alors
2.2.Construction d'anneaux

> f(04)=04/,
> VxeA, f(-x)=—f@x)etVxeA*, fix 1) =f(x)!
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Proposition - Transfert par morphisme d’anneaux
Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux. Alors

> f(04)=04,

> VxeA, f(-x)=—fx) etV xeA*, f(x 1) =f(x)?

Démonstration



Morphisme de groupe multiplicatif

Proposition - Morphisme du groupe (A ™, x)
Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux. Alors f* : A* — A",
x — f(x) est un morphisme de groupes.
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Morphisme de groupe multiplicatif

Proposition - Morphisme du groupe (A, %)

Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux. Alors f* : A* — A",
x — f(x) est un morphisme de groupes.

Démonstration
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Proposition - Morphisme du groupe (A, %)

Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux. Alors f* : A* — A",
x — f(x) est un morphisme de groupes.

2.2 Construction d'anneaux

Démonstration

Application - Lemme chinois
o z £ Lz (@m,ay,) est un morphisme
: — — X —,aym — (@n,a u
mnZ mZ n”Z o e P
d’anneaux bijectif.

Application au morphisme des inversibles.
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Proposition - Morphisme du groupe (A, %)

Soit f : A — A’ un morphisme d’anneaux. Alors f* : A* — A",
x — f(x) est un morphisme de groupes.

2.2 Construction d'anneaux

Démonstration
Application - Lemme chinois
o z £ Lz (@m,an) est un morphisme
: — — X —,aym — (@n,a u
mnZ mZ n”Z o e P
d’anneaux bijectif.

Application au morphisme des inversibles.
Exercice
A démontrer




Image directe et image réciproque

Proposition - Image directe et image réciproque

Soit f: A — A’, un morphisme d’anneaux.

Si B est un sous-anneau de A, alors f(B) est un sous-anneau de
A/

Si B’ est un sous-anneau de A’, alors £ ~1(B) est un
sous-anneau de A.
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Image directe et image réciproque

Proposition - Image directe et image réciproque

Soit f: A — A’, un morphisme d’anneaux.

Si B est un sous-anneau de A, alors f(B) est un sous-anneau de
A/

Si B’ est un sous-anneau de A’, alors £ ~1(B) est un
sous-anneau de A.

En particulier Im f est un sous anneau de A’ (B — A) mais
Ker f n’est un sous-anneau de A (B" — {0}

)
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Image directe et image réciproque

Proposition - Image directe et image réciproque

Soit f: A — A’, un morphisme d’anneaux.

Si B est un sous-anneau de A, alors f(B) est un sous-anneau de
A/

Si B’ est un sous-anneau de A’, alors £ ~1(B) est un
sous-anneau de A.

En particulier Im f est un sous anneau de A’ (B — A) mais
Ker f n’est un sous-anneau de A (B" — {0}
) Démonstration
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Conclusion

Obijectifs
= Anneaux

» Définition : deux lois internes
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> Vocabulaire : intégrité, diviseur de 0, morphisme d’anneaux,
sous-anneaux



Lecon 51 - Anneaux

Conclusion i
. . = Anneaux
Obijectifs s
ous-anneaux et
= Anneaux morphismes

» Définition : deux lois internes

> Vocabulaire : intégrité, diviseur de 0, morphisme d’anneaux,
sous-anneaux

> Groupes des inversibles
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Conclusion
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Obijectifs
= Anneaux

Pour la prochaine fois
» Lecture du cours : chapitre 18 : Anneaux et corps (fin)
> Exercice n° 340 & 341
> TD jeudi :
8h-10h : N°338, 342, 344, 348
10h-12h : N°339, 343, 347, 346
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