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Définition

Plusieurs définitions

Définition - Degré d’'un polynéme

n
Soit PeKIX],P =Y apX* aveca, #0.
k=0
On appelle degré de P, I'entier n que I'on note deg P, c’est aussi

max{k € N|aj # 0}

Par convention, le degré du polynéme nul vaut —oco.

Les scalaires aj, s’appellent les coefficients du polynéme, a,
s’appelle le coefficient dominant de P.

On note K,[X] I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou
égal an.
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Définition
Définition - Polynéme normalisé ou unitaire

Si [Plaegp = 1, P est dit normalisé ou unitaire.

Définition - Polynéme constant

Les polyndbmes de degré nul ou égal a —oo sont appelés
polynémes constants (et identifiés aux éléments de K).
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Définition
Définition - Polynéme normalisé ou unitaire

Si [Plaegp = 1, P est dit normalisé ou unitaire.

Définition - Polynéme constant

Les polyndbmes de degré nul ou égal a —oo sont appelés
polynémes constants (et identifiés aux éléments de K).

Savoir-faire. Montrer que degP =k
Par double inégalité :
» Vizk+1,[Pl;=0= degP <k
> Jktelque [Pl #0 — degP =k
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Définition - Polynéme constant

Les polyndbmes de degré nul ou égal a —oo sont appelés
polynémes constants (et identifiés aux éléments de K).

3.1. Définition

Savoir-faire. Montrer que degP =k

Par double inégalité :
» Vizk+1,[Pl;=0—=degP <k
> Jktelque [Pl #0 — degP =k

Définition - Monbéme

AX* est un monéme.
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Arithmétique des degrés

Proposition - Arithmétique des degrés

VAelK*,degAP =degP

deg(P + Q) < max(degP,deg@®) avec égalité si degP # deg®
degPQ = degP +deg®

deg(Po@)=degP xdeg@ ((P,Q)#(0,0)).
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Arithmétique des degrés

Proposition - Arithmétique des degrés

VAelK*,degAP =degP

deg(P + Q) < max(degP,deg@®) avec égalité si degP # deg®
degPQ = degP +deg®

deg(Po@)=degP xdeg@ ((P,Q)#(0,0)).

Démonstration

Legon 69 - Structure
algébrique de
'ensemble des
polynémes

= Degré
= Autour de la

dérivation de
polynémes

3.2, Arithmétique des degrés



Arithmétique des degrés

Proposition - Arithmétique des degrés

VAelK*,degAP =degP

deg(P + Q) < max(degP,deg@®) avec égalité si degP # deg®
degPQ = degP +deg®

deg(Po@Q)=degP xdeg@ ((P,Q)#(0,0)).

Démonstration
Savoir-faire. Egalité polynomiale

Par définition, deux polynémes sont égaux si et seulement si ils
ont méme degré et mémes coefficients.
On procéde donc souvent en deux temps :

1. On étudie les degrés
2. On regarde (ensuite) les coefficients
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Famille libre

Définition - Degré échelonné

Soit (Py,)rer une famille de polynémes.
On dit que la famille (Pp)rer est échelonnée ou est de degrés

échelonnés ssiV i,j €1, i #j= degP; # degP;.
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Famille libre

Définition - Degré échelonné

Soit (Py,)rer une famille de polynémes.
On dit que la famille (Pp)rer est échelonnée ou est de degrés

échelonnés ssiV i,j €1, i #j= degP; # degP;.

Proposition - Degré échelonné (ou étagée)

Soit (Pp)rer, une famille de polynémes de degrés échelonnés.
Alors (Pp)rer est une famille libre.
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Définition - Degré échelonné !
polynémes

Soit (Py,)rer une famille de polynémes.
On dit que la famille (Pp)rer est échelonnée ou est de degrés
échelonnés ssiV i,j €1, i #j= degP; # degP;.

3.2, Arithmétique des degrés

Proposition - Degré échelonné (ou étagée)

Soit (Pp)rer, une famille de polynémes de degrés échelonnés.
Alors (Pp)rer est une famille libre.

Démonstration



Espace de dimension finie

Corollaire - Espace vectoriel K,[X] de dimension finie

Lensemble K,[X]={P € K[X]| degP < n} est un espace
vectoriel de dimension finie égale a n + 1.
Une base (dite canonique) est (1,X,X2,...,X™).
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Espace de dimension finie

Corollaire - Espace vectoriel K,[X] de dimension finie

Lensemble K,[X]={P € K[X]| degP < n} est un espace
vectoriel de dimension finie égale a n + 1.
Une base (dite canonique) est (1,X,X2,...,X™).
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Premiéres opérations polynomiales

Comme le dévoile la démonstration : les résultats suivants sont
indépendants du corps K considéré :

Proposition - Anneau integre (sans diviseur de 0)

K[XT] est un anneau intégre, c’est-a-dire que
V(P,Q)eKIX]2,PQ=0=>P=00uQ=0.
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Premiéres opérations polynomiales

Comme le dévoile la démonstration : les résultats suivants sont
indépendants du corps K considéré :

Proposition - Anneau integre (sans diviseur de 0)

K[XT] est un anneau intégre, c’est-a-dire que
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Premiéres opérations polynomiales

Comme le dévoile la démonstration : les résultats suivants sont
indépendants du corps K considéré :

Proposition - Anneau integre (sans diviseur de 0)

K[XT] est un anneau intégre, c’est-a-dire que
V(P,Q)eKIX2,PQ=0=>P=00uQ =0.

Démonstration

Corollaire - Régularité

Soient (P,Q,R) € K[X13, P #0. Alors
PQ=PR=Q=R.
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Premiéres opérations polynomiales

Comme le dévoile la démonstration : les résultats suivants sont
indépendants du corps K considéré :

Proposition - Anneau integre (sans diviseur de 0)

K[XT] est un anneau intégre, c’est-a-dire que
V(P,Q)eKIX2,PQ=0=>P=00uQ =0.

Démonstration

Corollaire - Régularité

Soient (P,Q,R) € KIX13, P #0. Alors
PQ=PR=>Q=R.

Vrai méme si P n’est pas inversible.
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Premiéres opérations polynomiales

Comme le dévoile la démonstration : les résultats suivants sont
indépendants du corps K considéré :

Proposition - Anneau intégre (sans diviseur de 0)

K[XT] est un anneau intégre, c’est-a-dire que
V(P,Q)eKIX2,PQ=0=>P=00uQ =0.

Démonstration

Corollaire - Régularité

Soient (P,Q,R) € KIX13, P #0. Alors
PQ=PR=>Q=R.

Vrai méme si P n’est pas inversible.
Démonstration
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Proposition - Eléments inversibles dans K[ X]

Les éléments inversibles de IK[X] sont les polynémes constants
non nuls.

3.3. Intégrité et inverses

Démonstration
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Eléments inversibles et valuation

Définition - Valuation d’'un polynéme

On appelle valuation de P I'entier min{k € N|ap # 0}.

On peut la noter vx (P)
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Eléments inversibles et valuation

Définition - Valuation d’'un polynéme

On appelle valuation de P I'entier min{k € N|a # 0}.
On peut la noter vx (P)

Exemple Degré et valuationde P =3(X +1)2-3(X -1)?

Lecon 69 - Structure
algébrique de
'ensemble des

polynémes

= Degré

= Autour de la
dérivation de
polynémes

3.4. Valuation



Eléments inversibles et valuation

Définition - Valuation d’'un polynéme

On appelle valuation de P I'entier min{k € N|a # 0}.
On peut la noter vx (P)

Exemple Degré et valuationde P =3(X +1)2-3(X -1)?
Remarque Elargissement de définition
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Eléments inversibles et valuation

Définition - Valuation d’'un polynéme

On appelle valuation de P I'entier min{k € N|a # 0}.
On peut la noter vx (P)

Exemple Degré et valuationde P =3(X +1)2-3(X -1)?
Remarque Elargissement de définition
Savoir-faire. Montrer que vx(P) =k
Par double inégalité :
» Vi<k+1,[Pl;=0=vx(P)=k
> Jktelque [Pl #0 = vx(P)<k

Exercice
Que peut-on dire de vx (P x Q) ?
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Définition - Polynéme dérivé

n
SoitP=ap+a1X+---+a,X" = Z aka € K[XT] un polynéme
k=0
non constant. On définit le polynéme dérivé de P par

n
P'=a;+2a3X ++na, X" 1= Y kapX*!
k=1

4.1. Définition

Si P est constant, on pose P’ = 0.



Degré et derivation

Proposition - Degré et dérivation

Soit P € K[X]. Si degP =1 alors deg P’ = (degP)—1.
Et également, pour tout £ € N, [P'];, = (B + 1)[Pl41.
En particulier, [P'lgegp-1 = degP x [Plgegp-
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Degré et derivation

Proposition - Degré et dérivation

Soit P € K[X]. Si degP =1 alors deg P’ = (degP)—1.
Et également, pour tout £ € N, [P'];, = (B + 1)[Pl41.
En particulier, [P'lgegp-1 = degP x [Plgegp-

Démonstration
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Lecon 69 - Structure
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Définition - Dérivées successives = bt
Soit P € K[X]. On définit par récurrence le polynéme dérivé = Autour de la
z dérivation de
dordre & : polynémes

PO =P et Yk =0, P*+D = (p®)

4.3, Dérivation d'ordre supérieur



Lecon 69 - Structure

Dérivation d’ordre & algebrique de
I'ensemble des
polynémes
Définition - Dérivées successives eyt
Soit P € K[X]. On définit par récurrence le polynéme dérivé = Autour de la
3 dérivation de
dordre & : polynémes

PO =P etVEk =0, P%+D = (p®)

Théoréme - Formule de Leibniz
Soit (P,Q) € K[X12. On a alors :

(PQ)™ = i " pWgr-h
k=o\k

4.3, Dérivation d'ordre supérieur



Legon 69 - Structure

Dérivation d’ordre k& algebrique de

'ensemble des
polynémes

Définition - Dérivées successives

= Degré
Soit P € K[X]. On définit par récurrence le polynéme dérivé = Autour de la
, dérivation de
dordre & : polynémes

PO =P etVEk =0, P%+D = (p®)

Théoréme - Formule de Leibniz
Soit (P,Q) € K[X12. On a alors :

(PQ)™ = i (n PR
k=o\k

Démonstration

En fait, on fait la méme démonstration que pour le binbme de
Newton (récurrence, décalage de somme, triangle de Pascal). On
peut aussi exploiter la formule de Taylor et un produit de
polyndme puis identifier. ..

4.3, Dérivation d'ordre supérieur
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Proposition - Dérivation du monéme
Soienta € K et n € N. Alors

nn-1..n-k+DX -a)"* sik<n

(X -a)'1® ={ n! sik=n
0 sik>n

Démonstration

4.4. Applications



Formule générale

Proposition - Dérivation du polynéme P

Soit P € K[X] alors pour tout e N et jeN

[P(k)]j —

(G+R)
J!

[P,
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dérivation de
polynémes

4.4. Applications
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Proposition - Dérivation du polynéme P
Soit P € K[X] alors pour tout e N et jeN

(G+R)

(). —
[P™]; = T

[P,

Démonstration

4.4. Applications



Legon 69 - Structure

SaVOI r'fal I’e algébrique de
I'ensemble des
polynémes
. . X L., . = Degré
Savoir-faire. Passer d’une relation entre dérivées de P a = Avourdela
. " our
une relation entre coefficients e

Souvent, on cherche a résoudre une équation différentielle dont
linconnue est un polynéme P.
1. On précise la notation du degré de P (n)
2. On remplace P, P’ par leur expression sommatoire
3. On fait les multiplications prévues dans I'équation (par X,
X2..)
4. On « explose »toutes les sommes, puis on réalise dans
chacune le changement de variable de maniere a trouver
des Y, apX™.

4.4. Applications



Legon 69 - Structure

SaVOI r'fal I’e algébrique de

'ensemble des
polynémes

Savoir-faire. Passer d’une relation entre dérivées de P a = Degré
une relation entre coefficients = Autour de Ia

dérivation de
polynémes

Souvent, on cherche a résoudre une équation différentielle dont
I'inconnue est un polynéme P.

5. On recolle le tout en une seule somme du type

Z (ah+/3h+...)Xh.

h:a1
Souvent, il y a des conditions de bords. Dans la somme

(ap + B +...), il ne doit pas y avoir un seul X
6. Par unicité de I'écriture polynomiale, on trouve que pour tout
hellO,nll, ap +PBp+:--=0
(n équations a résoudre. Elles sont souvent récurrence :
ap—9 en fonction de ay, par exemple. . .)

4.4. Applications



Lecon 69 - Structure
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Appl ICatlon 'ensemble des

polynémes

= Degré
= Autour de la

dérivation de
polynémes

Application Résoudre P + P’ + AX2P =0 et
X?P"+P'+AP =0

4.4. Applications



. 5 . . Lecon 69 - Structure
Exercice d’application algébrique de
'ensemble des
polynémes

= Degré

= Autour de la

Exercice dérivation de
L s . ~ P , polynémes
On considére la suite de polynémes définie par récurrence par

Py=1, VEeN,Pyi1=1+X*P) —(2k+1)XPy.

1. Calculer P1,P9,Ps.

2. Déterminer le degré et le coefficient dominant du polynéme
P;.

3. Etudier la parité de Py,.

4.4. Applications
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Conclusion
I'ensemble des
polynémes
= Degré
Obiectifs = Autour de la
. . , ~ dérivation de
= Degré et valuation d’'un polynéme polynomes

= Autour de la dérivation de polyndmes

3.1. Définition

3.2, Arithmétique

& supérieur

4.4. Applications
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> Définitions et critéres d’encadrement
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Conclusion

Objectifs
= Degré et valuation d’'un polynéme

> Définitions et critéres d’encadrement

> Arithmétique des degrés : deg(P + @), deg(P x @) et deg(P o @)
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Conclusion

Objectifs
= Degré et valuation d’'un polynéme

> Définitions et criteres d’encadrement
> Arithmétique des degrés : deg(P + @), deg(P x @) et deg(P o @)

> [K[X] est un anneau intégre ! (donc régularité...)
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Conclusion

Objectifs
= Degré et valuation d’'un polynéme

> Définitions et critéres d’encadrement
> Arithmétique des degrés : deg(P + @), deg(P x @) et deg(P o @)
> [K[X] est un anneau intégre ! (donc régularité...)

> Propriété des valuations
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= Degré

= Autour de la
dérivation de
polynémes



Legon 69 - Structure
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Conclusion
I'ensemble des
polynémes
= Degré
Obiectifs = Autour de la
. . , ~ dérivation de
= Degré et valuation d’'un polynéme polynomes

= Autour de la dérivation de polyndmes

3.1. Définition

3.2, Arithmétique

& supérieur

4.4. Applications



. Legon 69 - Structure
Conclusion algébrique de
I'ensemble des
Objectifs polynémes
= Degré et valuation d’'un polynéme
o . A Degré
= Autour de la dérivation de polyndmes e

= Autour de la
dérivation de

d-1
> C'est la transformation : A: P = Zg:o ap Xk — Z (k+Dap 1 X" polynomes
k=0




Conclusion
Objectifs
= Degré et valuation d’'un polynéme
= Autour de la dérivation de polynémes

d-1
» C’est la transformation : A: P = Zi:() ap Xk — Z (k+ 1)ak+1Xk
k

> Donc : perte d’'une unité pour le degré

=0
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Conclusion
Objectifs
= Degré et valuation d’'un polynéme
= Autour de la dérivation de polynémes

d-1
» C’est la transformation : A: P = Zgzo ap Xk — Z (k+ 1)ak+1Xk
k

=0
> Donc : perte d’'une unité pour le degré

> Résultat classique : linéarité, dérivation d’un produit, formule de
Leibniz...
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Conclusion
Objectifs
= Degré et valuation d’'un polynéme
= Autour de la dérivation de polynémes

d-1
» C’est la transformation : A: P = ZZ:o ap Xk — Z (k+ 1)ak+1Xk
k_

=0
> Donc : perte d’'une unité pour le degré

> Résultat classique : linéarité, dérivation d’un produit, formule de
Leibniz...
> A retenir :
nn-1)...n-k+ DX -a)"* sik<n
(X -a)1®={ n! sik=n
0 sik>n
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Lecon 69 - Structure

COﬂC' USIOn algébrique de

'ensemble des
polynémes

= Degré

Objectifs = Autour de la
dérivation de

= Degré et valuation d’'un polynéme polynomes
= Autour de la dérivation de polyndmes

Pour la rentrée
» Lecture du cours : chapitre 24 : Fonctions polynomiales et
racines
> Exercice n° 590 & 598
> TD:
-8h-10h : N°591, 593, 600, 605, 610, 616
-10h-12h : N°592, 594, 601, 606, 611, 617
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