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Théoréme - Formule de Taylor

Soient P € K[X], degP =n,a € K. Alors :

P = P(a)+P' (@)X -a) st L

4.1. Formules de Taylor
(polynomiale)
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Théoréme - Formule de Taylor

Soient P € K[X], degP =n,a € K. Alors :

P = P(a)+P' (@)X -a) st L
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(polynomiale)
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les coefficients de P
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Savoir-faire. Division euclidienne et formule de Taylor

La définition de la division euclidienne (et son usage) sera
présenté au chapitre suivant. . .Cet exercice semble un peu trop
précoce, mais il est bien en lien avec la formule de Tayor

4.1. Formules de Taylor
(polynomiale)
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les coefficients de P
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Savoir-faire. Division euclidienne et formule de Taylor

La définition de la division euclidienne (et son usage) sera
présenté au chapitre suivant. . .Cet exercice semble un peu trop
précoce, mais il est bien en lien avec la formule de Tayor

Exercice
Soient n > 2 et a € C. Déterminer le reste et le quotient dans la o1 Foms s o
division euclidienne de X™ + 1 par (X —a)?.
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Déflnltlon polynomiales et

racines

= Taylor
= Faire le lien entre
Définition - Racine de multiplicité m P
Soient P € K[X ], a € K, m € N*. On dit que a est racine de
multiplicité m (ou d’ordre (de multiplicité) m) de P si (X —a)™
divise P mais (X —a)™*! ne divise pas P.
Par extension, si P(a) # 0, on dit parfois que a est une racine de
multiplicité 0 de P (c’est-a-dire n’est PAS racine de P...).
On note u(a,P) I'ordre de multiplicité de a comme racine de P.

4.2. Multiplicité d'une racine
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Déflnltlon polynomiales et
racines
= Taylor
= Faire le lien entre

les coefficients de P

Définition - Racine de mU|t|pl|C|té m et ses racines

Soient P € K[X ], a € K, m € N*. On dit que a est racine de
multiplicité m (ou d’ordre (de multiplicité) m) de P si (X —a)™
divise P mais (X —a)™*! ne divise pas P.

Par extension, si P(a) # 0, on dit parfois que a est une racine de
multiplicité 0 de P (c’est-a-dire n’est PAS racine de P...).

On note u(a,P) I'ordre de multiplicité de a comme racine de P.

Savoir-faire. Exploitation d’'une racine d’ordre m BT

a est racine d’ordre m ssi P(X) = (X —a)"Q(X), avec Q(a) #0
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Caractérisation équivalente

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P

Théoréme - Caractérisation des racines multiples e

Soient P € K[X ], a € K, m € N*. Alors a est racine de multiplicité
m de P si et seulement si

P@)=P'(@)=---=P"™ V(@)=0et P"™(a) #0

4.2. Multiplicité d'une racine
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Theoreme - Caracteérisation des racines multiples ot sos acines

Soient P € K[X ], a € K, m € N*. Alors a est racine de multiplicité
m de P si et seulement si

P@)=P'(@)=---=P"™ V(@)=0et P"™(a) #0

Démonstration

4.2. Multiplicité d'une racine
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Caractérisation equivalente polynomiles

racines

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P

Theoreme - Caracteérisation des racines multiples ot sos acines

Soient P € K[X ], a € K, m € N*. Alors a est racine de multiplicité
m de P si et seulement si

P@)=P'(a)=---=P" Ya)=0et P"™(a)#0
Démonstration
Exercice
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que 2 tptsdne ecne

(X + 1)**1 - X7*1 _1 ait au moins une racine multiple
(c’est-a-dire de multiplicité = 2) dans C.
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appe S racines

= Taylor

= Faire le lien entre

les coefficients de P
et ses racines

Savoir-faire. Corps algébriquement clos

Un corps dont tous les polynbmes sont nécessairement scindés
est appelé un corps algébriquement clos.

Nous en reparlerons lorsque nous aurons vu le théoréme
fondamental de I'algébre

5.1. Polynome scindé
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Polynédme scindé polyomies

= Taylor
= Faire le lien entre

les coefficients de P
et ses racines

Définition - Polynéme scindé
Soit P € K[X]. On dit que P est scindé sur K si P s’écrit
n
P=a,[[(X-x)
i=0

ol les x; sont les racines de P dans K comptées avec leur
multiplicité (c’est-a-dire écrites autant de fois que leur multiplicité)
et a, est le coefficient dominant de P.

5.1. Polynome scindé
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Polynédme scindé polynomiales
racines
= Taylor
= Faire le lien entre

les coefficients de P
et ses racines

Définition - Polynéme scindé
Soit P € K[X]. On dit que P est scindé sur K si P s’écrit
n
P=a,[[(X-x)
i=0

ol les x; sont les racines de P dans K comptées avec leur
multiplicité (c’est-a-dire écrites autant de fois que leur multiplicité)
et a, est le coefficient dominant de P.

Remarque Corps K

5.1. Polynome scindé
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Fonctions symétriques

Définition - Fonctions symétriques élémentaires

Soit P € K[X ] un polynéme scindé sur KK tel que degP = n.

Soient x1,x9,...,X, Ses racines comptées avec leur multiplicité.
On définit les fonctions symétriques élémentaires des racines :

g1=xX1+:+xp

or= ), XX
e

o = Z Xiy ... Xj,

1<ii<-<ip<n

Op =X1X9...%Xp

Legon 71 - Fonctions
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= Taylor

= Faire le lien entre
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et ses racines

5.2. Fonctions symétriques
élémentaires



Ecrire ces sommes

Savoir-faire. Ecrire ces sommes (de Newton)

o, correspond a la somme de tous les possibles en prenant
exactement & éléments de N,, = {1,2,...n} et en multipliant les
nombres x; indexés par ces k éléments (pris une fois) :

o= []=

Ikc(Nk")iEIk

Evidemment, méme si cela ne se note pas, o dépend aussi de
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Ecrire ces sommes

Savoir-faire. Ecrire ces sommes (de Newton)

o, correspond a la somme de tous les possibles en prenant
exactement & éléments de N,, = {1,2,...n} et en multipliant les
nombres x; indexés par ces k éléments (pris une fois) :

o= []=

IkC('\}en)iEIk

Evidemment, méme si cela ne se note pas, o dépend aussi de

Analyse - Relation de récurrence
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Ecrire ces sommes

Savoir-faire. Ecrire ces sommes (de Newton)

o, correspond a la somme de tous les possibles en prenant
exactement & éléments de N,, = {1,2,...n} et en multipliant les
nombres x; indexés par ces k éléments (pris une fois) :

o= []=

IkC('\}en)iEIk

Evidemment, méme si cela ne se note pas, o dépend aussi de

Analyse - Relation de récurrence
Exercice
Ecrire 03 et 04 pourn =5
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Legon 71 - Fonctions

Re | atIO ns polynor‘niales et
racines
Heuristique. Relation coefficients-racines (par récurrence) = Taylor
Notons P, = (X —x1)...(X —x,), on a donc eri

et ses racines

P,=X—-x,)P,_1.

Et donc pour tout & €N, [Pl =[Py-1lp—1 —xx[Pr-1lz

Cette relation ressemble beaucoup aux calculs vus plus haut. On
pPrln-t

montre par récurrence (TZ =(-1) P ]
nin

5.2. Fonctions symétriques
élémentaires
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Re | atIO ns polynor‘niales et
racines
Heuristique. Relation coefficients-racines (par récurrence) = Taylor
= Faire le li
Notons P, = (X —x1)...(X —x,), on a donc R ey

et ses racines

P,=X—-x,)P,_1.
Et donc pour tout 2 €N, [P, 1, = [Py_1]p—1 = %n[Pn_1lp
Cette relation ressemble beaucoup aux calculs vus plus haut. On
o 2l 1
montre par récurrence a =(-1)
[Pl

Théoreme - Relations coefficients-racines

On a les relations suivantes entre les coefficients et les racines
(écrites avec leur multiplicité) du polyndme scindé P :

Ant
Vk € |[1, n]l, op = (_1)k n_ 5.2. Fonctions symétriques

a n élémentaires
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Re | atIO ns polynomiales et
racines
Heuristique. Relation coefficients-racines (par récurrence) = Taylor
= Faire le li
Notons P, = (X —x1)...(X —x,), on a donc R ey

et ses racines

P,=X—-x,)P,_1.
Et donc pour tout 2 €N, [P, 1, = [Py_1]p—1 = %n[Pn_1lp
Cette relation ressemble beaucoup aux calculs vus plus haut. On
o 2l 1
montre par récurrence a =(-1)
[Pl

Théoreme - Relations coefficients-racines

On a les relations suivantes entre les coefficients et les racines
(écrites avec leur multiplicité) du polyndme scindé P :

Ant
Vk € |[1, n]l, op = (_1)k n_ 5.2. Fonctions symétriques

a n élémentaires

Démonstration
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= Taylor

Heuristique - Fonctions symétriques générales

= Faire le lien entre
les coefficients de P

Cela permet d’écrire toute expression polynomiale en les racines et ses racines
d’un polynéme, invariante par permutation, en fonction des

coefficients du polynéme.

on peut en effet prouver qu’une telle expression s’exprime

facilement a I'aide des o,.

en particulier Sy, = x% +---x% s’exprime a I'aide des coefficients.

5.3. Applications
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HeUFISthue polynomiales et

racines

0 nn 5 iz G 12 = Tayl
Heuristique - Fonctions symétriques générales o

= Faire le lien entre
Cela permet d’écrire toute expression polynomiale en les racines e
d’un polynéme, invariante par permutation, en fonction des
coefficients du polynéme.
on peut en effet prouver qu’une telle expression s’exprime
facilement a I'aide des o,.
en particulier Sy, = x% +---x% s’exprime a I'aide des coefficients.
Exercice
Déterminer les triplets (a, b, ¢) € C? tels que

a+b+c =1
a?+b%2+c¢2 =3
a+b3+c3 =1

5.3. Applications



Legon 71 - Fonctions

Bonne combinaison ? E e
Savoir-faire. Comment trouver la bonne combinaison en  taylr
UL ? = Faire le lien entre

les coefficients de P

Voici une méthode. Assuré du théoreme d’existence (que nous ne  etsesracines
démontrons pas), nous pouvons chercher une méthode pour
exprimer tout polynbme symétrique.
. A A A 4
Soit P un tel polynéme (par exemple P = x7 + x5 + x3).

5.3. Applications
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UL ? = Faire le lien entre

les coefficients de P

Voici une méthode. Assuré du théoreme d’existence (que nous ne  etsesracines
démontrons pas), nous pouvons chercher une méthode pour
exprimer tout polynbme symétrique.
. A A A 4
Soit P un tel polynéme (par exemple P = x7 + x5 + x3).

1. Il faut d’abord trouver le degré de P,
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Bonne combinaison ? polynormiales et

racines

Savoir-faire. Comment trouver la bonne combinaison en

= Taylor

. 9
Oi ¢ = Faire le lien entre
les coefficients de P

Voici une méthode. Assuré du théoréme d’existence (que nous ne  etsesracines
démontrons pas), nous pouvons chercher une méthode pour
exprimer tout polynbme symétrique.
Soit P un tel polynéme (par exemple P = x{ + x5 + x3).
1. Il faut d’abord trouver le degré de P,

2. Connaissant le degré de P, on considere des facteurs a
identifier devant le produit des o; de degré recherché.
Donc sur notre exemple : P = Acf‘lL +Ba§ + Ca%og +Do103

5.3. Applications
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Bonne combinaison ? polynormiales et

racines

Savoir-faire. Comment trouver la bonne combinaison en

= Taylor

. 9
Oi ¢ = Faire le lien entre
les coefficients de P

Voici une méthode. Assuré du théoréme d’existence (que nous ne  etsesracines
démontrons pas), nous pouvons chercher une méthode pour
exprimer tout polynbme symétrique.
Soit P un tel polynéme (par exemple P = x{ + x5 + x3).
1. Il faut d’abord trouver le degré de P,

2. Connaissant le degré de P, on considere des facteurs a
identifier devant le produit des o; de degré recherché.
Donc sur notre exemple : P = Acf‘lL +Ba§ + Ca%og +Doi03
3. Il s’agit ensuite de trouver les valeurs des constantes
A,B,C....
On peut prendre des valeurs particuliéres pour x1,x9....
Par exemple (. ..)

5.3. Applications
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Bonne combinaison ? polynormiales et

racines

Savoir-faire. Comment trouver la bonne combinaison en

Ui?

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P

Voici une méthode. Assuré du théoréme d’existence (que nous ne  etsesracines
démontrons pas), nous pouvons chercher une méthode pour

exprimer tout polynbme symétrique.

Soit P un tel polynéme (par exemple P = x{ + x5 + x3).

1.
2.

Il faut d’abord trouver le degré de P,

Connaissant le degré de P, on considere des facteurs a
identifier devant le produit des o; de degré recherché.
Donc sur notre exemple : P = Acf‘lL +Ba§ + Ca%og +Do103

Il s’agit ensuite de trouver les valeurs des constantes

A,B,C....

On peut prendre des valeurs particuliéres pour x1,x9....

Par exemple (...) 3. Aopicatons

4, 4, ,4_ 4 2 _ 4.2
Donc x7 + x5 +x5 =07 +205—40702+40103
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App'ICatlon racines

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P
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Exercice
On note x1,x2,x3 les racines de X% — X2 +4X + 1.

Calculer S = Zx?xj
i#£]

5.3. Applications
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= Taylor
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Le théoréme suivant est admis :
Théoréme - Théoréme de d’Alembert-Gauss

Soit P € C[X], degP = 1. Alors P posséde au moins une racine
dans C.

6. Théoreme
fondamental de
I'algébre
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Ad m |S polynomiales et
racines

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P
et ses racines

Le théoréme suivant est admis :

Théoréme - Théoréme de d’Alembert-Gauss

Soit P € C[X], degP = 1. Alors P posséde au moins une racine

dans C.

Remarque Démonstration du théoréme de d’Alembert-Gauss

6. Théoreme
fondamental de
I'algébre
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Conclusion

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P
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Objectifs
= Polynébme de Taylor et racines multiples
= Faire le lien entre les coefficients de P et ses racines

4.1. Formules de Taylor
polynomiale)

4.2. Multiplicité d'une racine




Conclusion

Objectifs
= Polynéme de Taylor et racines multiples

> Interpolation de dérivation
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= Taylor

= Faire le lien entre
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et ses racines




Conclusion
Objectifs

= Polynéme de Taylor et racines multiples
> Interpolation de dérivation

> Formule de Taylor : pour tout P et tout a € K :

p=y
k=0

P(k)(a)

)k

Legon 71 - Fonctions
polynomiales et
racines

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P
et ses racines



Legon 71 - Fonctions

COﬂC| USIOﬂ poly?:crmzlses et
Objectifs
= Taylor

= Polynéme de Taylor et racines multiples
= Faire le lien entre

> Interpolation de dérivation les coefficients de P
et ses racines

> Formule de Taylor : pour tout P et tout a € K :

(k)
b ZP (“)(X— )k

> a estracine d’ordre m de P
ssiP=(X —a)f”Q avec Q(a) #0
ssiVi<m, PPa)=0etP™(a)#0
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Objectifs
= Polynébme de Taylor et racines multiples
= Faire le lien entre les coefficients de P et ses racines

4.1. Formules de Taylor
polynomiale)

4.2. Multiplicité d'une racine




Legon 71 - Fonctions
polynomiales et

Conclusion .
racines
Objectifs
= Polynébme de Taylor et racines multiples = Taylor
= Faire le lien entre les coefficients de P et ses racines = Faire le lien entre
les coefficients de P
k et ses racines

> P estscindé si P s'écrit de la forme [ [(X —x;)™
i=1




Conclusion

Objectifs

= Polynéme de Taylor et racines multiples

= Faire le lien entre les coefficients de P et ses racines
k

> P estscindé si P s'écrit de la forme [ [(X —x;)™
i=1

a
> Si P est scindé, alors g, = Z H a; :(—1)k—k
IkC(’\ZL)iEIk an

Legon 71 - Fonctions
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racines

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P
et ses racines




Legon 71 - Fonctions
polynomiales et

Conclusion ,
racines
Objectifs
= Polynéme de Taylor et racines multiples = Taylor
= Faire le lien entre les coefficients de P et ses racines = Faire le lien entre
les coefficients de P
k ) et ses racines
> P est scindé si P s’écrit de la forme H(X —x;)
i=1

a
> SiPestscindé alorsop= Y. []ai=(-DF=%
kC(Nn)lEIk an

> Plus généralement, si T'(x1,...x,) est symétrique en les racines
de P, alors T s’exprime avec les coefficients de P
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Conclusion polynomiales et
racines
Objectifs
= Polynéme de Taylor et racines multiples = Taylor
= Faire le lien entre les coefficients de P et ses racines = Faire le lien entre
les coefficients de P
k ) et ses racines
> P est scindé si P s’écrit de la forme H(X —x;)
i=1

> SiPestscindé alorsor= Y. []ai=(-1)F= Lk

kC(Nn)lEIk Qan

> Plus généralement, si T'(x1,...x,) est symétrique en les racines
de P, alors T s’exprime avec les coefficients de P

» Savoir-faire : comment trouver la relation qui lie 2 et (o).



Conclusion
Objectifs
= Polynéme de Taylor et racines multiples
= Faire le lien entre les coefficients de P et ses racines

k
> P estscindé si P s'écrit de la forme [ [(X —x;)™
i=1

> SiPestscindé alorsor= Y. []ai=(-1)F= Lk

kC(Nn)lEIk Qan

v

Plus généralement, si T'(x1,...x,) est symétrique en les racines
de P, alors T s’exprime avec les coefficients de P

v

Savoir-faire : comment trouver la relation qui lie 2z et (o).

v

Théoréme fondamental de 'algébre.

Legon 71 - Fonctions
polynomiales et
racines

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P
et ses racines



Legon 71 - Fonctions

COﬂC|USIOﬂ polynomiales et

racines

= Taylor

= Faire le lien entre
les coefficients de P
et ses racines

Objectifs
= Polynéme de Taylor et racines multiples
= Faire le lien entre les coefficients de P et ses racines

Pour la prochaine fois
» Lecture du cours : chapitre 30 : Anneau euclidien des
polynémes.
> Exercice n°618, 619, 620 & 621
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