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Lemme de Gauss

Théoréme - Lemme de Gauss
Soient A, B, C trois polynémes de K[X]. Alors

(AnB=1etA|BC)=> A|C.
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Théoreme - Lemme de Gauss
Soient A, B, C trois polynémes de K[X]. Alors

(AnB=1etA|BC)=> A|C.

3.4. Lemme(s) de Gauss

Démonstration
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Proposition - Facteurs relativement premiers
Soient A, B, C trois polyndmes de K[X]. Alors
(AAB=1etAANC=1)= A ABC =1 (réciproque vraie)

(AANB=1,A|C,B|C)= AB|C

3.4. Lemme(s) de Gauss
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Proposition - Facteurs relativement premiers
Soient A, B, C trois polyndmes de K[X]. Alors
(AAB=1etAANC=1)= A ABC =1 (réciproque vraie)

(AANB=1,A|C,B|C)= AB|C

3.4. Lemme(s) de Gauss

Démonstration



Corollaires

Corollaire - Bézout avec degré minimal

Soient A, B deux polynémes non constants, premiers entre eux.

Alors il existe un unique couple (Uy, V) tel que AUy +BVy =1
avec deglUy < degB, degVy <degA.
OnaalorsU=Uy+QBetV =Vy—QA avec @ € K[X].
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Corollaires

Corollaire - Bézout avec degré minimal

Soient A, B deux polynémes non constants, premiers entre eux.

Alors il existe un unique couple (Uy, V) tel que AUy +BVy =1
avec deglUy < degB, degVy <degA.
OnaalorsU=Uy+QBetV =Vy—QA avec @ € K[X].

Démonstration
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Corollaires

Corollaire - Bézout avec degré minimal

Soient A, B deux polynémes non constants, premiers entre eux.
Alors il existe un unique couple (Uy, V) tel que AUy +BVy =1
avec deglUy < degB, degVy <degA.
OnaalorsU=Uy+Q@BetV =Vy—-QA avec @ € K[X].

Démonstration
Par récurrence de la proposition : Facteurs relativement premiers :

Corollaire - Facteurs premiers

Soient A,C,B1,...,B, des polynémes.
(Viell,nl,AAB;=1)=>AA][]'_Bi=1
(V(i,j)el1,n]?,i+#j=B; ABj=1etViell,nl,B;|C)=

H?:1Bi’C
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Proposition - Factorisation (division) = Facteurs
(relativement)
Soit P € K[X]. Si x1,...,x, sont p racines distinctes de P de FCHIEE
= PPCM

p
multiplicités respectives égales & m1,...,mp, alors H(X —x;)"
i=1

divise P.

3.5. Interprétation avec racines
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Proposition - Factorisation (division) = Facteurs
(relativement)
Soit P € K[X]. Si x1,...,x, sont p racines distinctes de P de FCHIEE
= PPCM

p
multiplicités respectives égales & m1,...,mp, alors H(X —x;)"
i=1
divise P.

Démonstration

3.5. Interprétation avec racines



Factorisation

Proposition - Factorisation (division)
Soit P € K[X]. Si x1,...,x, sont p racines distinctes de P de

p
multiplicités respectives égales & m1,...,mp, alors H(X —x;)"
i=1
divise P.

Démonstration

Corollaire - Nombre maximal de racines

Un polynéme non nul de degré n possede au plus n racines
comptées avec leur multiplicité (c’est-a-dire comptées autant de
fois que leur multiplicité).
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Factorisation

Proposition - Factorisation (division)
Soit P € K[X]. Si x1,...,x, sont p racines distinctes de P de

multiplicités respectives égales & m1,...,mp, alors ]E[(X —x;)™
divise P. =
Démonstration

Corollaire - Nombre maximal de racines

Un polynéme non nul de degré n possede au plus n racines
comptées avec leur multiplicité (c’est-a-dire comptées autant de
fois que leur multiplicité).

Démonstration
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Factorisation

Proposition - Factorisation (division)
Soit P € K[X]. Si x1,...,x, sont p racines distinctes de P de

p
multiplicités respectives égales & m1,...,mp, alors H(X —x;)"
i=1
divise P.

Démonstration
Corollaire - Nombre maximal de racines

Un polynéme non nul de degré n possede au plus n racines
comptées avec leur multiplicité (c’est-a-dire comptées autant de
fois que leur multiplicité).

Démonstration

Exercice

Trouver les polynémes P € R7[X] tels que
X+NxPX)=(X-5)xP(X+2)
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Extension omomes.
La notion de PGCD peut étre étendue a un nombre fini de
polynﬁmes . = Facteurs

(relativement)
premiers

Proposition - PGCD de plusieurs polyndmes

= PPCM
Soient ke N*, k=2, et (A1,Aq,...,Ar) e K[X1. Il existe un
unique polynéme nul ou unitaire P dont les diviseurs sont
exactement les diviseurs communs a tous les A;, c’est-a-dire tel
que
Vnez,(Viell,k]l,T|A;) < T|P.

k
En fait, on a 2(P) = [ | 2(A,).
i=1
On l'appelle PGCD de Aj,...,Ag, noté A1 A...AAp ou NP A worsenmn
On a de plus l'identité de Bézout :
AUy,...,Up) eKIXT* P =X*_ UA;.
Encore : A1K[X]+---+ A K[X] est I'idéal PK[X, engendré
par P.
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Extension eucldonces
La notion de PGCD peut étre étendue a un nombre fini de
polynémes : - s
(relativement)
Proposition - PGCD de plusieurs polyndmes p’e::cf;

Soient ke N*, k=2, et (A1,Aq,...,Ar) e K[X1. Il existe un
unique polynéme nul ou unitaire P dont les diviseurs sont
exactement les diviseurs communs a tous les A;, c’est-a-dire tel

que
Vnez,(Viell,k]l,T|A;) < T|P.

k
En fait, on a 2(P) = [ | 2(A,).
i=1
On l'appelle PGCD de Aj,...,Ag, noté A1 A...AAp ou NP A worsenmn
On a de plus l'identité de Bézout :
AUy,...,Up) eKIXT* P =X*_ UA;.
Encore : A1K[X]+---+ A K[X] est I'idéal PK[X, engendré
par P.

Démonstration



Autre définition : par récurrence

La proposition suivante permet de justifier la notation associative

A

k
i=1

A;.
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Autre définition : par récurrence

La proposition suivante permet de justifier la notation associative
AEA;

Proposition - PGCD par récurrence

Soient k e N*, k =2 et (A1,Ag,...,Ap) € (KX,

k-1

Z\lAiz(/\Ai)AAk

=il
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Autre définition : par récurrence sclien s
= Facteurs
(relativement)
premiers
La proposition suivante permet de justifier la notation associative = PPCM
k
N LA
=171

Proposition - PGCD par récurrence

Soient ke N*, k=2 et (A1,As,...,Ap) € (K[X]E,

k k-1
/\Ai = (/\AL) /\Ak
i=1 i=1

3.6. PGCD(P;);

Démonstration
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Définition - Polynémes premiers entre eux (dans leur = PPCM

ensemble)

Les polynémes Aj,...,A} sont dits premiers entre eux dans
leur ensembile si leur PGCD vaut 1.

3.6. PGCD(P;);
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Polynémes premiers entre eux cuclien des

polynémes

= Facteurs
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Définition - Polynémes premiers entre eux (dans leur = PPCM
ensemble)

Les polynémes Aj,...,A} sont dits premiers entre eux dans
leur ensemble si leur PGCD vaut 1.

Attention. Polynbmes premiers entre eux

Une famille de polynémes premiers entre eux deux a deux est
une famille de polynémes premiers entre eux dans leur ensemble.
La réciproque est fausse.

On peut le démontrer avec une décomposition de Bézout

3.6. PGCD(P;);
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Proposition - Théoréme de Bézout

Soient Aq,...,Ap des polyndmes. Alors

k k
NAi=1e3WU,..., U eKIXT| Y Uid; =1
i=1 i=1

3.6. PGCD(P;);
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Proposition - Théoréme de Bézout
Soient Aq,...,Ap des polyndmes. Alors
k k
NAi=163Uy,...,U)eKIXT*| Y U;A; =1
i=1 i=1

Démonstration
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Heuristique - PPCM

= Facteurs
Soient A et B deux polyndmes non nuls. e
Lensemble des multiples communs a A et B est non vide = PPCM
(contient AB) donc I'ensemble des degrés des multiples

communs a A et B est une partie non vide de N donc admet un

plus petit élément.

Un multiple de A et B de plus petit degré est appelé un PPCM

(Plus Petit Commun Multiple) de A et B.

4.1. Caractérisation essentielle



Définitions
Heuristique - PPCM

Soient A et B deux polynémes non nuls.

Lensemble des multiples communs a A et B est non vide
(contient AB) donc I'ensemble des degrés des multiples
communs a A et B est une partie non vide de N donc admet un
plus petit élément.

Un multiple de A et B de plus petit degré est appelé un PPCM
(Plus Petit Commun Multiple) de A et B.

Définition - Caractérisation essentielle du PPCM

Soit (A, B) € K[X1?. Il existe un unique polynéme M nul ou
unitaire dont les multiples sont exactement les multiples
communs a A et B, c’est-a-dire tel que

VP e K[X], (A|P et B|P) & M|P
M est appelé le PPCM de A et B, noté A v B.
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Définitions
Heuristique - PPCM

Soient A et B deux polynémes non nuls.

Lensemble des multiples communs a A et B est non vide
(contient AB) donc I'ensemble des degrés des multiples
communs a A et B est une partie non vide de N donc admet un
plus petit élément.

Un multiple de A et B de plus petit degré est appelé un PPCM
(Plus Petit Commun Multiple) de A et B.

Définition - Caractérisation essentielle du PPCM

Soit (A, B) € K[X1?. Il existe un unique polynéme M nul ou
unitaire dont les multiples sont exactement les multiples
communs a A et B, c’est-a-dire tel que

VP e K[X], (A|P et B|P) & M|P
M est appelé le PPCM de A et B, noté A v B.

Démonstration
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Une autre caractérisation essentielle
Proposition - Autre caractérisation

M est un PPCM de A et B si et seulement si

AK[X1nBKI[X]=MK[X]

4.1. Caractérisation essentielle
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Une autre caractérisation essentielle
Proposition - Autre caractérisation

M est un PPCM de A et B si et seulement si

AK[X1nBKI[X]=MK[X]

Démonstration

4.1. Caractérisation essentielle
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Soient A, B € K[X] non nuls. = PPCM
» siAAB=1alorsINe K*|AB = A(A v B).
> dans le cas général, I e K* |AB=AMA AB)x (A Vv B).
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Proposition - Relation PGCD et PPCM o

Soient A, B € K[X] non nuls. = PPCM
» siAAB=1alorsINe K*|AB = A(A v B).
> dans le cas général, I e K* |AB=AMA AB)x (A Vv B).

Démonstration

4.2. Relation PGCD/PPCM



Relation

Proposition - Relation PGCD et PPCM

Soient A, B € K[X] non nuls.
» siAAB=1alorsINe K*|AB = A(A v B).

> dans le cas général, I e K* |AB=AMA AB)x (A Vv B).

Démonstration
Heuristique. Décomposition

On peut retenirque siA =(AAB)A’, et B=(A AB)B/,
alors A’ et B’ sont premiers entre eux,
etalors \AAvB=(AAB)A'B'.
Etdonc: AxB=(AAB)A'x(AAB)B' =
(AAB)x(AAB)A'B'=A(AAB)x(AvVB)
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Exercice

Déterminer le PGCD, le PPCM et un couple de Bezout lorsque
A=X3+3X2+3X+2etB=X5+3X*+2X3-2X2-3X +2.

4.2. Relation PGCD/PPCM
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3.1. Heuristique
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Conclusion

Objectifs
= Facteurs (relativement) premiers

» Facteurs relativement premiers : lemmes de Gauss
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Conclusion
Objectifs
= Facteurs (relativement) premiers
» Facteurs relativement premiers : lemmes de Gauss

> AIBCetAAnB=1= A|C
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Conclusion
Objectifs
= Facteurs (relativement) premiers
» Facteurs relativement premiers : lemmes de Gauss

» A|IBCetAANB=1= A|C
» ANCetBAC=1=—= ABAC=1
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Conclusion
Objectifs
= Facteurs (relativement) premiers
» Facteurs relativement premiers : lemmes de Gauss
> AIBCetAAB=1= A|C
» AnCetBAC=1= ABAC=1
> (AnB=1,A|C,B|C)= AB|C
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> Facteurs relativement premiers : lemmes de Gauss premiers
= PPCM

> AIBCetAANB=1= AIC
» AnCetBAC=1= ABAC=1
>» (AANB=1,A|C,B|C)= AB|C
> Une sorte de décomposition en facteurs relativement premiers :
les polyndémes (X — a)* pourraient jouer ce role
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Conclusion euclicien des
polynémes
Objectifs
= Facteurs (relativement) premiers = Facteurs
(relativement)
> Facteurs relativement premiers : lemmes de Gauss premiers
= PPCM

> AIBCetAANB=1= AIC
» AnCetBAC=1= ABAC=1
>» (AANB=1,A|C,B|C)= AB|C
> Une sorte de décomposition en facteurs relativement premiers :
les polyndémes (X — a)* pourraient jouer ce role

> Extension a plusieurs polynémes
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> Plus petit multiple commun de A et B. Définition aux associés

pres.

3.1. Heuristique

Euclide (+Bézout)



Lecon 73 - Lanneau

Conclusion ouclidion des
polynémes
Objectifs
= Facteurs (relativement) premiers = Facteurs
(relativement)
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> Plus petit multiple commun de A et B. Définition aux associés
pres.

> Critéres essentielles :
M=AvB<+< VPeK[X],(A|P et BIP) > M|P

ou AK[X]1NnBK[X] = MK[X]



Conclusion
Objectifs
= Facteurs (relativement) premiers
= PPCM
> Plus petit multiple commun de A et B. Définition aux associés
pres.

> Critéres essentielles :
M=AvB<+< VPeK[X],(A|P et BIP) > M|P

ou AK[X]1nBK[X] = MK[X]
» Relation avec le PGCD: AxB=(AAB)x(AVB)
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Conclusion

Objectifs
= Facteurs (relativement) premiers
= PPCM

Pour la prochaine fois

» Lecture du cours : chapitre 30 : Anneau euclidien des

polyndmes
4. Polynémes irréductibles

> Exercice n°634 & 635
» TD de jeudi :

8h-10h : N°613, 609, 625, 632, 644
10h-12h : N°614, 624, 623, 633, 643, 638
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