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Devoir a la maison n°10
CORRECTION

Probléeme I - Fonction indicatrice de Dirichlet

I. Ensembles exceptionnels dénombrables.

1. Soit f : [a,b] — R qui est nulle en dehors d’une partie dénombrable E = {u;},en de [a, b].
T iz=u,€F

Soit € > 0. Considérons ensuite . g : t — { P Fun)] T . Uk

’ 1 sinon

d est bien une jauge sur [a, ]
Soit P, une subdivision J-fine. On suppose que P = (([xi—1, Z4], ti)1<i<n-

Alors |S(f, P)| = ’Zf —xi—1)|.

La plupart des fois, ¢; ¢ E et donc f(t;) = 0. Mais si ¢; = ug, alors

€

[f(ta) (i — wia) [ < [f(8)] x 0(t:) = pYas)

1
1
l—3

€ 1
Et donc \S(f,P)|<Z2—k:e§ =e.
keN

Donc

b
f est intégrable au sens de Kurzweil-Henstock et que / f(z)dz est nulle.

2. Notons f = g — h. Alors f est nulle sauf sur E.
b

Donc f est Kurzweil-Henstock sur [a, b] et / f=0.
Supposons que g soit KH-intégrable alors h = g— f est 1ntegrable on prend une jauge mindy, dy).

Donc h est alors KH-intégrable et / / / /

L’implication réciproque est en fait la méme (avec —

b b
Donc g est KH-intégrable ssi h est KH-intégrable. Dans ce cas / g= / h
a

a

I1. Fonction de Dirichlet
Soit f = xq,indicatrice de Q, c’est-a-dire :

fley=1 sizeQ
flz)=0 siz¢Q
On rappelle que tout intervalle ouvert non vide de R contient un rationnel et un irrationnel.

Soit n un entier strictement positif. Pour j € [0,n], on pose a; = 1,

n
1. On sait que QN [0,1] = E est un ensemble dénombrable.
f est donc nulle sur le complémentaire d’un ensemble dénombrable.

Donc f est intégrable au sens de Kurzweil- Henstock sur l'intervalle [0, 1] et / f=0.
0

2. Soit ([a;,a;j4+1]) une subdivision de [0, 1].
C’est rappeler dans ’énoncé : < tout intervalle ouvert non vide de R contient un rationnel et
un irrationnel. >
C’est le cas de [aj,aj41] # 0.

‘pour tout j € [0,n — 1], il existe z;, y; € [aj,a;4+1] tels que f(x;) =1 et f(y;) = 0.‘




3. On considere les deux subdivisions pointées

Dy = {(laj, aj11],zj) oci<n et D2 ={(la, a41],y5) bo<i<n-
Comme, pour tout j € [1,n], z; est rationnel, alors (télescopage)

n

S(f,D1) = flx)a; —a;1) =Y 1(aj—aj1) =an—ag=1-0=1
j=1

j=1

Et de méme
n n

S(f,D2) =Y fla;)(a; —a;—1) =Y 0(a; —a;-1)0

j=1 =1

| Bilan : S(f, D1) =1 et S(f,D2) = 0.

4. On prend € < %, par exemple € = %

Si f est Riemann-intégrable d’intégrale égale a I, alors il existe § > 0, tel que

Vo= (ao = O,al, e Qp = 1) | 0< a;—aj5—1 < §,V tj € [aj_l—aj}, ‘Zf(tj)(ajfaj_1)7[| g €
j=1

Or on a vu a la question précédente, qu'indépendamment de §, on peut donner la valeur 0 ou 1
n
au nombre Z f(t;)(a; —a;—1) On a donc nécessairement

j=1

[1—-1| < et 0—1| <

Wl =
Wl =

Cela est impossible.

‘f n’est pas intégrable au sens de Riemann sur [0, 1]. ‘

Probléme II - Endomorphisme antisymétrique

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n > 2.
On note (z|y) le produit scalaire de deux vecteurs z et y de E.
Un endomorphisme f de E est dit antisymétrique si V z,y € E, (f(z)|y) = —(z|f(y))-

I. Un exemple
Ici E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.
Soit B = (i, j, k) une base orthonormée directe de E et u = a.i + b.j + c.k un vecteur non nul de E.
On consideére ici f : E — F Dapplication définie par : V x € E, f(z) = u A z.

1. Pour tout z,y € E, d’apres la définition du produit vectoriel :

(f(@)ly) = (wAzly) = [u,2z,y] = —[u,y,2] = —(u A ylz) = —(zluAy) = —(2]f(y))

‘Donc f est un endomorphisme antisymétrique. ‘

2. uAx=0ssi(u,z) lié, donc

‘Kerf:{x€E|u/\x=0}:{x|(x,u) lié}zvect(u)‘

Nécessairement, pour tout = € F, f(x) L u, donc Im f C vect(u)*.
En outre, d’apres le théoreme du rang, dim(Im f) = dimE — dimKer f = 3 -1 = 2 =
dim(vect(u)*).

Im f = vect(u)t

3. fi)=(a-i+b-j+c-k)yNi=a(iNi)+b-(jAi)+c-(EANi)=0—-b-k+c-j.
De méme f(j)=a-k—c-iet f(k)=—a-j+b-i.

0 —c b
Donc Mp(f) = ¢ 0 —a |, matrice antisymétrique.
-b a 0




II. Etude générale
On revient au cas général ou E est un espace vectoriel euclidien de dimension n > 2.

1. Soit f un endomorphisme de F.
Supposons que f est antisymétrique.
Soit B = (ey,...e,) une base orthonormée de E. On note M = Mp(f)

Coef; ; (M) = (f(ei)le;) = —(eilf(e;)) = =(f(ej)les) = —Coef;; (M) = —Coef;;(MT)

Donc M est une matrice antisymétrique.

Supposons que M la matrice représentative de f dans une base orthonormée B = (eq,...e,) est
antisymétrique.
n
Soit x = Z xje;, le calcul matriciel donne f(z Z Z xjCoef; ;(
j=1 i=1 j=1

Par bilinéarité du produit scalaire :

(f( ZZx]Coef” Z (eilex) :ZZJU xCoef; (M)

i=1 j=1 k=1 j=1k=1
n n n n n n n n
x)|z) = E E xjrCoef; 1 (M)+ E E xjrCoef; 1 (M E E xjrCoef; 1 (M E E zjrCoefy ;(M) =0
j=1k=1 j=1k=1 j=1k=1 j=1k=1

Enfin, supposons que pour tout z € E, (f(x)|z) = 0.
Soient u,v € E, par linéarité de f et du produit scalaire

0= (fluto)utov)=(flu)+ fv)]ut+v)=(f(u)l)+(f(u)v) + (f(©)[v) +(f(0)[u)
=0 =0

Donc (f(u)|v) = —(f(v)|u) = —(u|f(v)) et f est antisymétrique.
On a donc établit les équivalences :

f est antisymétrique < la matrice représentative de f dans une base orthonormée est antisymétrique
& VYzekFE, (f(x)z)=0.

2. On note A(E) I'ensemble formé des endomorphismes antisymétriques de E .

(a) 0 € A(F) donc A(FE) est non vide.
Soient fl, f2 (S A(E) et )\1, Ao € K. Par linéarité(s) :

VxekE, (Mfi+2efo)(@))z) = = M(fi(z)]x) + A2 (fo(x)]z) =04+ 0=0

Donc A1 f1 + Aafe € A(E)

‘A(E) est un sous-espace vectoriel de L(E) ‘

(b) D’apres 1., A(E) est isomorphe a A,,(K), 'ensemble des matrices antisymétriques.
Donc ils ont méme dimension :

n(n—1)

dim A(F) = 5

3. Soit f un endomorphisme antisymétrique de E.
(a) Soit B, une base orthonormée de E et M = Mp(f).

det(f) = det(M) = det(M™*) = det(—M) = (=1)"det M = (—1)" det(f)

‘ Si n est impair, alors nécessairement det f = 0 et donc f n’est pas inversible. ‘

(b) Soit (x,y) € Ker f x Im f. On peut supposer que y = f(a).

(zly) = (x| f(a)) = =(f(z)[]a) = =(0la) = 0

Donc Ker f et Im f sont orthogonaux.
Comme dim(Ker f+) = dim F — dimKer f = dimIm £, on en déduit :

Im f = (Ker f)*




(c) Notons g = fim #»
Vz,yelm f,  (9(z)ly) = (f(@)|y) = —(z[f(y)) = —(2]9(v))

donc g est antisymétrique.
Soit o € Ker g, alors g(z) = f(z) = 0, donc x € Ker f NIm f = Ker f N (Ker f)* = {0}.
Donc g est injectif.

‘Bilan : la restriction de f a Im f est un endomorphisme antisymétrique injectif de Im f. ‘

(d) Si rg(f) est impair, alors g est antisymétrique sur un espace de dimension impair, donc
d’apres 2.a), det(g) = 0.
Or g est injectif donc inversible. On a donc une contradiction.

Ainsi, le rang de f est pair. ‘

ITI. Description des endomorphismes antisymétriques en dimension 3
On se place a nouveau dans le cas ot E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Dans
cette partie, on désire établir que pour tout endomorphisme antisymétrique de F , il existe une base
orthonormée directe B dans laquelle la matrice de f soit de la forme

0
—a

0

o o e

0
0 avec a € R
0

Pour I’endomorphisme nul, on trouve le résultat attendu avec a = 0

2. On suppose dans cette question que f n’est pas nul.

(a) D’apres la partie précédente, le rang de f est nécessairement pair.
11 est inférieur & 3 = dim(F'), donc il vaut 0 ou 2.
Or f est non nul, donc rg(f) # 0.

‘Bﬂan : le rang de f vaut 2. ‘

(b) Soit B = (i, j, k) une base orthonormée directe adaptée & F =Im f &+ Ker f.
On a donc dim(Ker f) =1, donc k € Ker f et f(k) =0.
i,j € (Ker f)*, donc (f(i)|k) = (f(j)|k) = 0.
Par ailleurs, (f(i)]2) = (f(j)|4) = 0.
Enfin, si on note (f(j)|i) = a, alors (f(4)|7) = —(f()]i) = —a.
Derniére chose, rappelons que Coefy, (M) = (f(ex)len), on en déduit que

0 a O
M(i,j,k)(f) = —a 0 0
0 0 0
3. Apres détermination de B selon la question précédente, on considére alors u = —ak et f, : x —

uNT.

Alors d’apres la premiere partie Mg(f,) = Mp(f) et donc f = f,.

L’unicité est assurée, il suffit d’un raisonnement en analyse. On est bien obligé de prendre u de
cette forme.

Pour tout f € L(E) antisymétrique, il existe un unique u € E tel que : V = € E, f(x) = u A x. ‘




