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Problemes

Probléme Limite. Propriété algébrique

Legon 57 - Continuité

= Définition formelle
de la limite et
conséquences

= Comment obtenir
la limite d'une
fonction en un point ?

1. Problemes



Problemes

Probléme Limite. Propriété algébrique

Probléme Qu’est-ce qu’une fonction continue ?

Legon 57 - Continuité

= Définition formelle
de la limite et
conséquences

= Comment obtenir

la limite d'une
fonction en un point ?

1. Problemes



Problemes
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Probléme Fonction nulle part continue ?
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Limite

I est toujours un intervalle.
Rappel : définition de voisinage ?
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Limite

I est toujours un intervalle.

Rappel : définition de voisinage ?

Définition - Limite

Soient f une fonction définie sur I c R, a valeurs dans R et a un

élément ou une extrémité (éventuellement infinie) de I.

On dit que f tend vers ¢ € R quand x tend vers a si
VWeV,,AVeV | fUNV)cW

ou de maniére équivalente :
VWeV, FFW):=[feWle7,.

On note f(x)le»z /.
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Limite
= Définition formelle
I est toujours un intervalle. Conetoonas
Rappel : définition de voisinage ? Y -
la limite d’'une

Définition - Limite fonion en un paint?
Soient f une fonction définie sur I c R, a valeurs dans R et a un
élément ou une extrémité (éventuellement infinie) de I.
On dit que f tend vers ¢ € R quand x tend vers a si
VWe¥,, Vel fUNV)cW
ou de maniére équivalente :
VWeT, fAW):=[feWleT,.
On note f(x)le»z /.

2.1. Définitions

Lavantage : on a créé une définition unifiée. Elle est méme
unique pour le cas de [ : RZ —R...
Mais on peut aussi la décomposer en 9 parties.



Remarques

Remarque Rappel sur les images réciproques.
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Remarques

Remarque Rappel sur les images réciproques.
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Remarques

Remarque Rappel sur les images réciproques. o péfiniton formelle
conséquences
Analyse - Pourquoi ces deux définitions sont équivalentes ? - omment optenit

fonction en un point ?
Exemple x — xlnx

Attention. Limportance de l'intervalle de définition

1 Si x> O 2.1. Définitions:

Noton R-R, x— . n’ ntin n
otons que f , X {0 Gix<0 est pas continue e

0.

En revanche, f1:R_ — R, x — 0 est continue en 0. Puisqu'’ici, par
définition de I, la limite de f en 0 impose de regarde x — 0~.
Ainsi si une fonction f n’est pas définie sur un intervalle (mais
une réunion, par exemple), il faudrait préciser le lieu d’étude de la
continuité. On pourrait écrire ici que f est continue en 0 selon
Iintervalle R_.



Ordre des quantificateurs

Remarque Ordre et quantificateurs
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Unicité

Théoréme - Unicité

Si f admet une limite en a € R, celle-ci est unique.

Lorsque f(x)j;; l ((a,f) e @2), cette proposition permet donc
de parler de « la »limite de f en a et de noter £ = 91c1—r>ltlz f(x).
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Unicité

Théoréme - Unicité

Si f admet une limite en a € R, celle-ci est unique.

Lorsque f(x)j;; l ((a,f) e @2), cette proposition permet donc
de parler de « la »limite de f en a et de noter £ = 91c1—r>ltlz f(x).
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Fonction sans limite
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0.5 1 2.1. Définitions

2.2, Ordre et limites

2.3. Opérations sur les limites

|

La fonction x — sin% n’admet pas de limite en 0.
Sauriez-vous le prouver ?



Continuité

Proposition - Limite finie donc bornée

Toute fonction admettant une limite finie en a € R est bornée sur
un voisinage de a.
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Continuité

Proposition - Limite finie donc bornée

Toute fonction admettant une limite finie en a € R est bornée sur
un voisinage de a.
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Limite « sur le c6té »

= Définition formelle

Proposition - Limite a gauche, a droite de fa imite et
conséquences

Soit f I —R. = Comment obtenir
la limite d'une

> On suppose que a € R n’est pas la borne inférieure de I. On fonction en un point?
dit que £ admet £ € R pour limite & gauche si la fonction
fiIn1-00,af @dmet £ pour limite en a, c’est-a-dire, dans le cas
ol /e, si
Ve>0,dn>0|Vxel,a—n<x<a=|f(x)-¥¢|<e. 21. Defnions
Onnote f(x) — fouf(x) — ¢.
x—a,x<a x—a~

> On suppose que a € R n’est pas la borne supérieure de I.
On dit que f admet ¢ € R pour limite & droite si la fonction
fiInla,+00ol @dmet £ pour limite en a, c’est-a-dire, dans le cas
ou /e, si

Ve>0,dn>0|Vxel,a<x<a+n=|f(x)-¥l|<e
Onnote f(x) — fouf(x) — 2.
x—a,x>a x

—qt



Caractérisations de limite -1

Proposition - Limite et limite a gauche et droite

Soit f:I > Retacel.
Si a n'est pas une extrémité de I, f admet ¢ pour limite en a si et
seulement si f admet ¢ pour limite a gauche et a droite en a et si

fla)=2¢.
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Caractérisations de limite -1
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Proposition - Limite et limite a gauche et droite

Soit f:I > Retacel.
Si a n'est pas une extrémité de I, f admet ¢ pour limite en a si et
seulement si f admet ¢ pour limite a gauche et a droite en a et si

fla)=2¢.

2.1. Définitions

Si a est une extrémité de I, on a le méme résultat en supprimant
la limite a gauche ou la limite a droite.



Caractérisations de limite - 2

Théoréme - Caractérisation séquentielle

Soit f € Z(I,R) et a € R un point ou une extrémité de I. Soit
leR.

On alim,_, f(x) = ¢ si et seulement si pour toute suite réelle
(u,) de points de I ayant pour limite a, la suite (f(z,)) a pour
limite £.
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Théoréme - Caractérisation séquentielle

Soit f € Z(I,R) et a € R un point ou une extrémité de I. Soit
leR.

On alim,_, f(x) = ¢ si et seulement si pour toute suite réelle
(u,) de points de I ayant pour limite a, la suite (f(z,)) a pour
limite £.

Remarque Convergence de suites et voisinage

Legon 57 - Continuité

= Définition formelle
de la limite et
conséquences

= Comment obtenir

la limite d'une
fonction en un point ?

2.1. Définitions



Caractérisations de limite - 2

Théoréme - Caractérisation séquentielle

Soit f € Z(I,R) et a € R un point ou une extrémité de I. Soit
leR.

On alim,_, f(x) = ¢ si et seulement si pour toute suite réelle
(u,) de points de I ayant pour limite a, la suite (f(z,)) a pour
limite £.

Remarque Convergence de suites et voisinage
Démonstration
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Caractérisations de limite - 2

Théoréme - Caractérisation séquentielle

Soit f € Z(I,R) et a € R un point ou une extrémité de I. Soit
leR.

On alim,_, f(x) = ¢ si et seulement si pour toute suite réelle
(uy) de points de I ayant pour limite a, la suite (f(z,)) a pour
limite £.

Remarque Convergence de suites et voisinage

Démonstration

Exercice

Prouver que x — sin% n’a pas de limite en 0.

De méme on prouverait que les fonctions sin ou cos n’ont pas de
limite en +o0.
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fonction en un point ?

1. Problémes

2.1. Définitions
2.2, Ordre et limites.

2.3. Opérations sur les limites

2. Limites (de fonctions)

2.2. Ordre et limites



Inégalités

Théoréme - Passage a la limite dans les inégalités

Soient f, g deux fonctions définies sur I intervalle de R et a € R.
On suppose que sur un voisinage V de a on a f(x) < g(x) et que
lim f(x) = £, lim g(x) = 0. Aors </

Legon 57 - Continuité

= Définition formelle
de la limite et
conséquences

= Comment obtenir

la limite d'une
fonction en un point ?

2.2, Ordre et limites.



Inégalités

Théoréme - Passage a la limite dans les inégalités

Soient f, g deux fonctions définies sur I intervalle de R et a € R.
On suppose que sur un voisinage V de a on a f(x) < g(x) et que
lim f(x) = £, lim g(x) = 0. Aors </

Démonstration
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= Comment obtenir
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2.2, Ordre et limites.



Inégalités

Théoréme - Passage a la limite dans les inégalités

Soient f, g deux fonctions définies sur I intervalle de R et a € R.
On suppose que sur un voisinage V de a on a f(x) < g(x) et que
lim f(x) = £, lim g(x) = 0. Aors </

Démonstration
Exercice
Refaire la démonstration en exploitant le théoréme sur les suites.
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Gendarmes

Théoreme - Théoreme de limite par encadrement, dit « des
gendarmes »

Soient f, g, h trois fonctions définies sur un voisinage V de a et
CeR.

On suppose que chl—>n(lz f(x)= 3161_13 h(x)= ¢ et que

Vx eV, f(x) < g(x) < h(x).

Alors le fonction g admet une limite en a et chil”r(llg(x) =/.
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Gendarmes

Théoreme - Théoreme de limite par encadrement, dit « des
gendarmes »

Soient f, g, h trois fonctions définies sur un voisinage V de a et
CeR.

On suppose que chl—>n(lz f(x)= 3161_13 h(x)= ¢ et que

Vx eV, f(x) < g(x) < h(x).

Alors le fonction g admet une limite en a et jlci_l”ltllg(x) =Y.
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Gendarmes

= Définition formelle
de la limite et
conséquences

On a un résultat analogue au théoreme précédent pour les limites
infinies.

= Comment obtenir
la limite d'une
fonction en un point ?

Théoréme - Divergence vers +oo par minoration (resp. —oo
par majoration)

Soient f et g deux fonctions définie sur un voisinage V de a € R

telles que Vx € V, f(x) < g(x). Alors S
f(x) — +oo0 = g(x) — +oo (1)
xXx—a x—a

g(x)J;>z —00=> f(@g;*Z —00 (2)



Gendarmes

On a un résultat analogue au théoreme précédent pour les limites
infinies.

Théoréme - Divergence vers +oo par minoration (resp. —oo
par majoration)

Soient f et g deux fonctions définie sur un voisinage V de a € R
telles que Vx € V, f(x) < g(x). Alors

f(x)xj; +oo3g(x)xj; +00 (1)
,§(96)3;>z —00 = f(x)x_—»[z —00 (2)

Démonstration
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= Définition formelle de la limite et conséquences

= Comment obtenir la limite d’'une fonction en un point ?

1. Problémes

2. Limites (de fonctions)

2.3. Opérations sur les limites
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Composition

Théoreme - Composition des limites

Soient I et JJ deux intervalles de R, f € (I, R), g € F(J,R),
fI)c J. Soit a € I (élément ou extrémité de I). On suppose que
f(x) — b et que g(y) — ¢. Alors

x—a y—»b

gOf(x)xjt;l.
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Composition

Théoreme - Composition des limites

Soient I et JJ deux intervalles de R, f € (I, R), g € F(J,R),
fI)c J. Soit a € I (élément ou extrémité de I). On suppose que

f(x) — b et que g(y) — ¢. Alors
x—a y—»b

Démonstration

gOf(x)xjt;f.
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Composition

Théoreme - Composition des limites

Soient I et JJ deux intervalles de R, f € (I, R), g € F(J,R),
fI)c J. Soit a € I (élément ou extrémité de I). On suppose que
f(x) — b et que g(y) — ¢. Alors

x—a y—»b

gOf(x)xjt;é.

Démonstration

On voit ici I'idée principale de la définition des limites de
fonctions : penser en application réciproque (de 'arrivée vers le
départ).
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Lemme

Lemme -
Si f(x) o 0 et g bornée au voisinage de a,
alors (f x g)xj& 0
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Lemme

Lemme -
Si f(x) o 0 et g bornée au voisinage de a,
alors (f x g)xj& 0
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2.3. Opérations sur les limites



Conclusion

Objectifs
= Définition formelle de la limite et conséquences
= Comment obtenir la limite d’'une fonction en un point ?
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Conclusion

Objectifs
= Définition formelle de la limite et conséquences

> Ena ouen +oo, vers ¢ ou vers +oo.
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2.1. Définitions
2.2. Ordre et limites
3. Opérations sur les limites



Conclusion

Objectifs
= Définition formelle de la limite et conséquences

> Ena ouen +oo, vers ¢ ou vers +oo.

» VA<0,3n>0telqueVxel, |lx—al<n=f(x)<A(?)
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Legon 57 - Continuité

Conclusion
= Définition formelle
Objectifs de la limite et
conséquences
= Définition formelle de la limite et conséquences = Comment obtenr
la limite d’'une
» Ena ouen +oo, vers ¢ ou vers +oo. fonction en un point?

» VA<0,3n>0telqueVxel, |lx—al<n=f(x)<A(?)

> Conséquence sur la caractere bornée de la fonction, ordre
conservée sur les limites...
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Conclusion
= Définition formelle
Objectifs de la limite et
. L ; conséquences
= Definition formelle de la limite et conséquences -G .
,omment obtenir
= Comment obtenir la limite d’'une fonction en un point ? falimite dune
fonction en un point ?

> Par opérations arithmétiques sur R
(tout va bien tant qu’il N’y a pas de forme indéterminée)




Legon 57 - Continuité

Conclusion
= Définition formelle
Objectifs de la limite et
. L ; conséquences
= Definition formelle de la limite et conséquences -G .
,omment obtenir
= Comment obtenir la limite d’'une fonction en un point ? falimite dune
fonction en un point ?

> Par opérations arithmétiques sur R
(tout va bien tant qu’il N’y a pas de forme indéterminée)

> Par composition



Legon 57 - Continuité

Conclusion
= Définition formelle
Objectifs de la limite et
o L ; conséquences
= Definition formelle de la limite et conséquences -G .
,omment obtenir
= Comment obtenir la limite d’'une fonction en un point ? falimite dune
fonction en un point ?

> Par opérations arithmétiques sur R
(tout va bien tant qu’il N’y a pas de forme indéterminée)

> Par composition

» Théoreme des gendarmes (ou encadrement)



Legon 57 - Continuité

Conclusion
= Définition formelle
Objectifs de la limite et
o L conséquences
= Definition formelle de la limite et conséquences -G .
,omment obtenir
= Comment obtenir la limite d’'une fonction en un point ? falimite dune
fonction en un point ?

> Par opérations arithmétiques sur R
(tout va bien tant qu’il N’y a pas de forme indéterminée)

> Par composition
» Théoreme des gendarmes (ou encadrement)

» (Cas de la limite monotone.



Legon 57 - Continuité

Conclusion

= Définition formelle
de la limite et
conséquences

= Comment obtenir
la limite d'une
fonction en un point ?

Objectifs
= Définition formelle de la limite et conséquences
= Comment obtenir la limite d’'une fonction en un point ?

Pour la prochaine fois

» Lecture du cours : chapitre 20 : Continuité
3. Fonction continue sur un ensemble

> Exercices pour vendredi : n°404 & 405
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