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Résumé

Savoir-faire. Questions a se poser

On considére un ensemble E de cardinal n. On effectue alors un
tirage de p éléments (avec des hypothéses évoluantes)

Ordre ? Répétition ? Nombre de cas Ex. classique
Nombres de permutations oul NON n! Nbre de bijections
(Arrangement total)
n!
Nbres de p-liste sans répétition oul NON Ag = ﬁ Nbre d’applications injectives
n—p)!

(Arragenments simples)
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4.1. Tableau des.

Nombres de p-liste oul Ooul nP Nbre d'applications
(Arrangements avec répétition )

|
Nombre de sous ensembles NON NON e =2 — Pioche d’une poignée
p) pln-p)

(Combinaisons simples )

Il faut savoir remplir ce tableau de fagon intuitive (et non
uniquement grace a la mémoire).

classiques



Exercice d’application

Exercice
On considére une urne de 10 boules, 6 rouges et 4 bleues.
Combien existe-t-il de fagons différentes de tirer 4 boules dans
l'urne dont au moins deux serait rouges.

1. sile tirage se fait simultanément ?

2. sile tirage se fait une a une et avec remise ?

3. sile tirage se fait une a une et sans remise ?
La méthode est toujours la méme. A chaque fois on prendra un
paramétre ou un conditionnement : on supposera que le
nombre de boules bleues tirées vaut & avec k& variant de 0 a 2.
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Exercice d’application

Exercice
Soit E un ensembile fini de cardinal n. Déterminer le nombre de
couples (X,Y) e Z(E)? telsque X C Y.
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Permutation avec répétitions

Analyse Anagramme de mots avec lettres dédoublées

Lecon 87 -
Dénombrement

= Exercices et
élargissement

4.2. Goefficient multinomial



Lecon 87 -

Permutation avec répétitions Dénombrement

Analyse Anagramme de mots avec lettres dédoublées = Exercices et
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Savoir-faire. Permutations avec répétition

Le nombre de permutations de n éléments avec & sous groupes
tq :
> le premier sous groupe est composé de n1 €léments
identiques (ou indiscernables)

> |e deuxiéme sous groupe est composé de ng éléments
identiques (ou indiscernables)
> .

4.2. Goefficient multinomial

> le kesous groupe est composé de nj éléments identiques
(ou indiscernables)

vérifiant donc Zf’:l ni=n,

o n!
estegala: ———— .
nilng!...np!



Coefficient multinomial

Remarque Coefficient multinomial
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Coefficient multinomial

Remarque Coefficient multinomial
Remarque Autre expression
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Remarque Coefficient multinomial
Remarque Autre expression

Exemple A écrire
5!

211121
Sont : 4.2. Coefficient t multinomial U

Les

= 30 permutations des 5 éléments a, a, b, c et ¢



Exercices

Exercice
Combien existe-t-il d’anagramme du mot “abracadabra"?
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Exercices

Exercice

Combien existe-t-il d’anagramme du mot “abracadabra"?

Exercice

Dans un anneau, avec a, b, c et d qui commutent, exprimer

(a+b+c+d

)10
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Formule de Vandermonde

On commence par une premiere formule (importante) qui conduit
vers une méthode plus générale.
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Formule de Vandermonde

On commence par une premiére formule (importante) qui conduit
vers une méthode plus générale.
Analyse - Calcul de deux fagons du développement (1 + X)**™.
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Formule de Vandermonde

On commence par une premiére formule (importante) qui conduit
vers une méthode plus générale.
Analyse - Calcul de deux fagons du développement (1 + X)**™.

Proposition - Formule de Vandermonde

Soient n,m, p € N* avec p < min(n,m).
,m,p

2 +
Montrer que Z n m, (" (Formule de
i—o\!/\P 1 p

1=
Vandermonde)
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Formule de Vandermonde

On commence par une premiére formule (importante) qui conduit
vers une méthode plus générale.
Analyse - Calcul de deux fagons du développement (1 + X)**™.

Proposition - Formule de Vandermonde

Soient n,m, p € N* avec p < min(n,m).
Montrer que ) |

3 (n)( m ) = (n+m) (Formule de
i—o\tJ\Pp—1 p

13
Vandermonde)

Exercice Démontrer la formule de Vandermonde avec le principe
de décomposition
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Série génératrice. Heuristique

Heuristique. Fonction ou série génératrice

Voici une méthode qui fonctionne particulierement bien en
dénombrement.

On considére un probléme de dénombrement, dont I'hypotheése
dépend d’'une variable entiére n.

On note a;, le dénombrement recherché et on crée la fonction :

+00
fx)=) ax"
n=0

Alors, la plupart des hypothéses se transpose en une propriété
calculatoire de f.

Puis, on cherche alors la fonction f. Et enfin, il ne reste plus qu’a
trouver ses coefficients (identification)
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On peut méme, sans soucis de convergence, étudier des séries
génératrices, sorte de polynédme de degré infini. Lensemble des
séries génératrices contient les polynbmes, mais aussi les
fractions rationnelles.

Définition - Série génératrice
On considére u = (u,), une suite a valeurs dans un corps K.

On lui associe la série génératrice S(u) = Z u, X"
neN
On note K[[X]], 'ensemble des séries génératrices.

4.3, Séries génératrices
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Définition - Série génératrice
On considére u = (u,), une suite a valeurs dans un corps K.

On lui associe la série génératrice S(u) = Z u, X"
neN
On note K[[X]], 'ensemble des séries génératrices.
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Série génératrice. Définition

On peut méme, sans soucis de convergence, étudier des séries
génératrices, sorte de polynédme de degré infini. Lensemble des
séries génératrices contient les polynbmes, mais aussi les
fractions rationnelles.

Définition - Série génératrice
On considére u = (u,), une suite a valeurs dans un corps K.

On lui associe la série génératrice S(u) = Z u, X"
neN
On note K[[X]], 'ensemble des séries génératrices.

Remarque Inclusion algébrique
Exercice Série géométrique
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Regles opératoires
On a les regles opératoires suivantes qui permettent de passer
de propriétés sur (u,) a des propriétés sur S.
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Regles opératoires Dénombrement

Proposition - Regles opératoires sur les séries génératrices = Exercices et

élargissement
On généralise les opérations sur les polyndbmes aux opérations
équivalentes sur les séries.
On aalors pour A e K, u,v e KN :

» S(u+v)=Sw)+S)

S(Au) = AS(w)

X*S(u)=5(0,0,...0,u) (régle de décalage)
N——

k
ouS(u)=(uo—u1X —...up-1X* 1)+ X*S ((wpz)

S'(w) =S((nuy),s1) = (régle de dérivation)

S(u) x S(v) = S((X}_ourvn-r),,) (régle de produit de
Cauchy)

v

v

4.3, Séries génératrices

v

v

Si ug # 0, on peut méme définir I'inverse de S(u)...(comme pour
des DL)

Démonstration



Identification

Heuristique - Comme pour les polynémes. . .

On a montrer comme pour les polyndmes, en exploitant la
dérivation formelle, qu’il y a une unique fagon d’écrire une série
formelle.
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Identification

Heuristique - Comme pour les polynémes. ..

On a montrer comme pour les polyndmes, en exploitant la
dérivation formelle, qu’il y a une unique fagon d’écrire une série
formelle.

On peut identifier
Proposition - Identification

Si S(u) =S (v), alors pour tout n € N, u;, =vy,.
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Application

Application Suite de Fibonacci

On considére la suite de Fibonacci vérifiant F, 49 = Fj, 11 + F,, et
Fo=F1=1.

On note F(X)=S(F,) = Z F,X".

neN
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Dérangement

Définition - Dérangement sur n

On fixe n € N*. On appelle dérangement de I'ensemble N,,, une
permutation (bijection) de N,, sans points fixes.
On note D, le nombre de dérangement de N,.
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Dérangement

Définition - Dérangement sur n

On fixe n € N*. On appelle dérangement de I'ensemble N,,, une
permutation (bijection) de N,, sans points fixes.
On note D, le nombre de dérangement de N,.

Le but : trouver D, !
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Dérangement

Définition - Dérangement sur n

On fixe n € N*. On appelle dérangement de I'ensemble N,,, une
permutation (bijection) de N,, sans points fixes.
On note D, le nombre de dérangement de N,.

Le but : trouver D, !

Proposition - Relation (inversée)

n

Soit n € N. Alors n! = Z (Z)Dk avec la convention que Do = 1.

k=0
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Dérangement

Définition - Dérangement sur n

On fixe n € N*. On appelle dérangement de I'ensemble N,,, une
permutation (bijection) de N,, sans points fixes.
On note D, le nombre de dérangement de N,.

Le but : trouver D, !

Proposition - Relation (inversée)

n

Soit n € N. Alors n! = Z (Z)Dk avec la convention que Do = 1.

k=0

Démonstration
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Stratégie : inversion !

Cela ne répond pas a la question. ..
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Stratégie : inversion !

Cela ne répond pas a la question. ..
Analyse Stratégie !
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Stratégie : inversion !

Cela ne répond pas a la question. ..
Analyse Stratégie !

Exercice
Quelle est la limite du taux moyen de dérangement % ?
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Application

Exercice Déterminer, avec les séries génératrices,
Card{(n1,n9,n3)€ N3 | ni+ng+ng=8}.
On pourra noter up, = Card{(n1,n9,n3) €N? | n1+ng +nsz =k},
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Définition - p-partage de n

On appelle p-partage de n, un p-uplet d’entier naturel
(n1,ng,...np)telque ny +ng+---+n, =n.
Onnote E ,(n) = Card{(n1,ng,...np) eNP | X2 n;=n}.
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Définition - p-partage de n

On appelle p-partage de n, un p-uplet d’entier naturel
(n1,ng,...np)telque ny+ng+---+n, =n.
Onnote E ,(n) = Card{(n1,ng,...np) eNP | X2 n;=n}.

Exemple 3-partage de 5.
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Définition - p-partage de n

On appelle p-partage de n, un p-uplet d’entier naturel
(n1,ng,...np)telque ny+ng+---+n, =n.
Onnote E ,(n) = Card{(n1,ng,...np) eNP | X2 n;=n}.

Exemple 3-partage de 5.

Proposition - Dénombrement des p-partage de n

4.3, Séries génératrices
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Le nombre de p partage de n est E,(n) = (p " )
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Définition - p-partage de n

On appelle p-partage de n, un p-uplet d’entier naturel
(n1,ng,...np)telque ny+ng+---+n, =n.

Onnote E ,(n) = Card{(n1,ng,...np) eNP | X2 n;=n}.

Exemple 3-partage de 5.

Proposition - Dénombrement des p-partage de n
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Exemple 3-partage de 5.



Application au p-partage

Définition - p-partage de n

On appelle p-partage de n, un p-uplet d’entier naturel
(n1,ng,...np)telque ny+ng+---+n, =n.

Onnote E,(n) = Card{(n1,ng,...np) NP | X2 n; =

Exemple 3-partage de 5.

Proposition - Dénombrement des p-partage de n

+n-1
Le nombre de p partage de n est E,(n) = (p " )

Exemple 3-partage de 5.
Démonstration
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Conclusion

Objectifs
= Exercices et élargissement

» Formule de Vandermonde (HP)
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Conclusion

Objectifs
= Exercices et élargissement

» Formule de Vandermonde (HP)
> Coefficient multinomial (HP)

> Série génératrice (HP1)
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Conclusion

Objectifs
= Exercices et élargissement

Pour le prochain cours
» Lecture du cours : chapitre 32 :
> Exercice n°678 & 679

Lecon 87 -
Dénombrement

= Exercices et
élargissement

Groupes symétriques
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