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Paramétrage rationnel de cercle
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Principe

Heuristique. Ensemble quotient

On crée I'ensemble K(X) a 'image de I'ensemble Q.

Z était un anneau intégre mais pas un corps, 'ensemble Q est le
plus petit corps contenant Z. De méme on va créer un corps
contenant K[XT.

Définition - Fractions rationnelles (par classe d’équivalence)

La relation binaire définie sur K[X1 x (K[X 1\ {0}) par
(A1,B1)%(Ag,B2) © A1By = AgB,

est une relation d’équivalence.

On note K(X) I'ensemble des classes d’équivalence, un élément

F de K(X) est écrit sous la forme F' = % (ou F(X) = 288) ou

(A,B) e K[X] x (K[XT\{0}).

On a donc 21 = AZ < A1Bg =A9B;

F s’appelle une fraction rationnelle.
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Proposition - Corps des fractions rationnelles
Muni des lois internes + et x définies par

ﬂ ﬁ _ AlBQ +BlA2 A1 & _ A1A2

o = = - - =]
B, B, BBy B, By BBy

B
(K(X), +, x) est un corps contenant IK[X] (on identifie B a T)'
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Choix d’'un (meilleur ?) représentant

Définition - Représentant irréductible

A
SoitF:EetD:A/\B.OnadoncA:DP et B=DQ@ avec
P
PAQ=1, etalorsF=§.

P
On dit que — est un représentant irréductible de F'.

Lecon 75 - Corps des
fractions K(X) de
'anneau integre
KIX]

= Constr. de K(X)

= DES



Choix d’'un (meilleur ?) représentant

Définition - Représentant irréductible

A
SoitF:EetD:A/\B.OnadoncA:DP et B=DQ@ avec
P
PAQ=1, etalorsF:E.

P
On dit que 6 est un représentant irréductible de F'.

Définition - Degré
Soit F' € K(X). Lélément de Z U {—oc}, deg A —degB, est
indépendant du choix du représentant — de F'. On 'appelle

degré de la fraction rationnelle F', noté degF'.

Il faut démontrer I'indépendance par représentant.
Démonstration
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degF =-c0oF=0
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Proposition - Extension des propriétés sur les degrés

On a les propriétés suivantes :

deg(F'1 + Fo) < max(degFi,degFs)
degF1Fy =degF1+degFy
degF =-c0oF=0

Démonstration



Racines. Poles

Définition - Racines et pbles

P
Soit F' € K(X), 6 un représentant irréductible de F'. Soit a € K.

On dit que a est une racine (ou un zéro) de F' si P(a) =0 (a
racine de P) et que a est un pole de F si @(a) = 0 (a racine de
Q).

La multiplicité d’une racine (resp. d’un pole) de F' est sa
multiplicité en tant que racine de P (resp. de @).
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Définition - Racines et pbles

P
Soit F' € K(X), 6 un représentant irréductible de F'. Soit a € K.

On dit que a est une racine (ou un zéro) de F' si P(a) =0 (a
racine de P) et que a est un pole de F si @(a) = 0 (a racine de
Q).

La multiplicité d’une racine (resp. d’un pole) de F' est sa
multiplicité en tant que racine de P (resp. de @).

Remarque a péle et racine de F' ?
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Racines. Poles

Définition - Racines et pbles

P
Soit F' € K(X), 6 un représentant irréductible de F'. Soit a € K.

On dit que a est une racine (ou un zéro) de F' si P(a) =0 (a
racine de P) et que a est un pole de F si @(a) = 0 (a racine de
Q).

La multiplicité d’une racine (resp. d’un pole) de F' est sa
multiplicité en tant que racine de P (resp. de @).

Remarque a pble et racine de F' ?
X3+X%2+X-3
X2-X

Exemple Racine et pbles de
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Fonction

Définition - Fonction rationnelle

P
Soit F' € K(X), 6 un représentant irréductible de . On note Ar

'ensemble des poles de F' et on définit alors la fonction
rationnelle associée a F' par

F: K\Ap —K
Q(x)

X
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Fonction

Définition - Fonction rationnelle

P
Soit F e K(X), 6 un représentant irréductible de F'. On note Ar

'ensemble des poles de F' et on définit alors la fonction

rationnelle associée a F' par
F: K\Ar —K
P(x)
Q)

X

Remarque Egalité des fonctions
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Dérivation

Définition - Dérivée
. , ) A'B-AB’
Soit F' € K(X). La fraction rationnelle — 5 est
A
indépendante du représentant choisi 3 de F'. On 'appelle

dérivée de la fraction rationnelle F', notée F".
Les propriétés vis a vis de la somme, du produit, ou du produit
par un élément de K sont les propriétés usuelles.
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. , ) A'B-AB’
Soit F' € K(X). La fraction rationnelle — 5 est
A
indépendante du représentant choisi 3 de F'. On 'appelle

dérivée de la fraction rationnelle F', notée F".
Les propriétés vis a vis de la somme, du produit, ou du produit
par un élément de K sont les propriétés usuelles.

Il faut démontrer 'indépendance du résultat en rapport au
représentant.
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. , ) A'B-AB’
Soit F' € K(X). La fraction rationnelle — 5 est
A
indépendante du représentant choisi 3 de F'. On 'appelle

dérivée de la fraction rationnelle F', notée F".
Les propriétés vis a vis de la somme, du produit, ou du produit
par un élément de K sont les propriétés usuelles.

Il faut démontrer 'indépendance du résultat en rapport au
représentant.

Démonstration

Remarque Dérivation et fonction rationnelle
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Savoir-faire. Décomposition en élément simples de = Constr. do K(X)
deuxiéme espece = DES
On peut

> décomposer dans C(X) et regrouper les poles
conjugués : cela marche bien quand la multiplicité est 1;

> procéder par identification ;

» quand il ne reste qu’un ou deux coefficients a calculer, on
utilise des valeurs particulieres : 0,1, -1, +oc0, —00;

> utiliser une éventuelle parité et I'unicité de la décomposition.
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Savoir-faire. Décomposition en élément simples de = Constr. do K(X)
deuxiéme espece = DES
On peut

> décomposer dans C(X) et regrouper les poles
conjugués : cela marche bien quand la multiplicité est 1;

> procéder par identification ;

» quand il ne reste qu’un ou deux coefficients a calculer, on
utilise des valeurs particulieres : 0,1, -1, +oc0, —00;

> utiliser une éventuelle parité et I'unicité de la décomposition.

Exercice
1

Décomposer en éléments simples la fraction F = ————.
p p X2_1)72
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Conclusion

Objectifs
= Construction de K(X)

> Classe d’équivalence de %.

> C’est un corps! (tout élément est inversible)
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Conclusion

Objectifs
= Construction de K(X)

> Classe d’équivalence de %.
> C’est un corps! (tout élément est inversible)

> Elément représentatif : fraction irréductible.
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= Construction de K(X) = DES

> Classe d’équivalence de %.

> C’est un corps! (tout élément est inversible) 2 KX)
> Elément représentatif : fraction irréductible.

> Extension : degré, valuation, racines, péles, dérivée

> Fonctions rationnelles
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Pour la prochaine fois

» Lecture du cours :
Décomposition en éléments simples

» Exercices : N°650 & 652
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