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Partie entiere

Proposition - partie entiére
P
Soit F' = 6 e K(X) avec P A @ = 1. Alors il existe un unique

couple (E,ﬁ) € K[X] x K(X) tel que
F=E+F et degF <0.

E est appelée partie entiere de la fraction F'.
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Partie entiere

Proposition - partie entiére
P
Soit F' = 5 e K(X) avec P A @ = 1. Alors il existe un unique

couple (E,F) e K[X] x K(X) tel que
F=E+F et degF <0.
E est appelée partie entiere de la fraction F'.

Démonstration
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Proposition - partie entiere = DES
P

Soit F' = 6 e K(X) avec P A @ = 1. Alors il existe un unique

couple (E,ﬁ) € K[X] x K(X) tel que

3.1. Partie entiére

F=E+F et degF <0.
E est appelée partie entiere de la fraction F'.
Démonstration

Savoir-faire. Comment obtenir la partie entiére ?

SidegF < 0 alors E =0, sinon on effectue la division euclidienne

R
dePpar@ :P=EQ+R etF:E+§.
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Théoréme - Décomposition en éléments simples sur K oes

P
Soit F' = — € K(X) une fraction irréductible. @ se décompose en
produit de polynémes irréductibles
Q=1Q%..Q, =AI_, Q).
Alors F' s’écrit de maniére unique, E étant la partie entiére,
= p(Py Py P
F_E+Zj:1(Qj + & +oo0t Q’?f)
J

ou Pij € K[X],degPij < deng.
Cette décomposition s’appelle la décomposition en éléments
simples sur K (ou dans K(X)) de la fraction F'.

Py, Po; Py ;
Sin=X—aj,ajen<,(i+ﬁ :

32 Surk

iJ
oeeb —2
. 2 k;
QJ Q] Q]J
partie polaire de F relative (ou associée) au polynéme @ ; (ou

aupblea;siQ;=X—a;).

) s’appelle la



Grosse démonstration

Heuristique. Principe de démonstration

On exploite une formule de Bézout généralisée pour démontrer
I'existence (par récurrence sur p).

Puis avec la décomposition en base @; (qui correspond a la
formule de Taylor si @; = X —a;).
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Cas des pdles simples

Proposition - Poles simples

P
Si a est un pole simple de F' = —, degF < 0, pour trouver la

P P
, on peut utiliser A = & _ P

3@ 0w ol @ est

artie polaire
p p X_

telle que @ = (X —a)Q.
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Cas des pdles simples

Proposition - Poles simples

P
Si a est un pole simple de F' = —, degF < 0, pour trouver la

P(a) P(a) A~
artie polaire , on peut utiliser A = —— = ou @ est
partie polaire g onP @ Q@ ™?

telle que @ = (X —a)Q.

Ce second résultat (avec Q’, facile & obtenir car polyndme) évite
méme la factorisation de .
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Proposition - Poles simples
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Si a est un pole simple de F' = —, degF < 0, pour trouver la

P(a) P(a) A~
artie polaire , on peut utiliser A = —— = ou @ est
P P X P @ Q@ Q

telle que @ = (X —a)Q.

Ce second résultat (avec Q’, facile & obtenir car polyndme) évite
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Savoir-faire (au pluriel!)

Savoir-faire. Obtenir la partie polaire - cas pole simple

Si a est pole simple de F' = %, la partie polaire

_ P(a)
A= Q'(a)

A
X-a

s’obtient :
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Savoir-faire. Obtenir la partie polaire - cas d’un péle multiple o
En isolant la partie polaire de a de multiplicité m, pour

Q=X-a)"@Q,

m Pl
;(X a)k Q

32 Surk

o En multipliant par (X —a)™ et en substituant a a X on trouve
A

e On retranche ensuite (X = a F', on obtient donc aprés
simplification une fraction dont a est pole de multiplicité m — 1 et
on recommence. Cette méthode est en pratique applicable si m
est petit.



Savoir-faire (au pluriel!)

Savoir-faire. Obtenir la partie polaire - cas d’un pble multiple

D’autres possibilités une fois A, obtenu :

e On multiplie par X puis on prend la limite en +oo de la fonction
rationnelle obtenue : cela permet généralement d’obtenir 1.

e Sim =3, on a donc obtenu A,, et A1. Si 'on veut éviter les
soustractions successives, on substitue des valeurs particulieres
simples a X autres que le pole (0,...)
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Exercice o
1

Décomposer en éléments simples la fraction ¥ = ———.
P P X2(X -1
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Sur C, on applique le théoréme « Décomposition en éléments
simples sur K », les facteurs irréductibles sont des polynémes de
degré 1.

= DES

Théoréme - Décomposition en éléments simples sur C

33.5urC

P
Soit F' = 6 € C(X) une fraction irréductible. @ se décompose en

p
produit de polynémes irréductibles @ = 1 H(X - aj)kf.
J=1
Alors F' s’écrit de maniére unique, E étant la partie entiére et
Aij eC,

Agj Ap,j
= E+Z(X a; (X—aj)2+m X - aj)k)
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Théoréme - Lemme de Gauss-Lucas
p P Pk
SIP=A][(X-a;)* alors — = S
i H( a;) alors — J-;X—aj

J=1
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Théoréme - Lemme de Gauss-Lucas

p P Pk
SiP=A]](X-ap® alors — =) ——.
X - aj

J=1 P Jj=1

33.5urC

Démonstration



Application

Théoréme - Lemme de Gauss-Lucas

ﬁ k P’ i kj
SiP=1]||(X-a;)* alors — = .
Jj=1 P SHX-a
Démonstration
Exercice

n-1
Donner la décomposition de dans C[X]

Xn-1
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3. Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles

3.4. Application de la décomposition sur le corps R



Irréductibles de degré 1 ou 2

Sur R, on applique le théoréme « Décomposition en éléments
simples sur [K », les facteurs irréductibles sont des polynémes de
degré 1 ou 2 avec A < 0.
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Sur R, on applique le théoréme « Décomposition en éléments
simples sur [K », les facteurs irréductibles sont des polynémes de
degré 1 ou 2 avec A < 0.

= DES

Théoréme - Décomposition en éléments simples sur R
P
Soit F' = 6 € R(X) irréductible,
pl k/ p” 2 kl/ 3.4.Surk
Q=A[X -ap) [[X*+6;X +y))".
j=1 j=1
Alors F' s’écrit de maniére unique, E étant la partie entiére,
Ay Agj Apj
F=E+Z( L el 2+-~-+—’Jk,)
AX-a X-a)) (X —aj)"
pX/:’( Ble+Clj Bk;ij+Ck;fj )
+ +eeet — |,
1\ X246, X +y; (X2+6,;X +y)li
tous les coefficients A, B, C étant des réels.
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Savoir-faire. Décomposition en élément simples de = DES
deuxieme espéece
On peut
> décomposer dans C(X) et regrouper les poles
conjugués : cela marche bien quand la multiplicité est 1;
> procéder par identification ;

» quand il ne reste qu’un ou deux coefficients a calculer, on
utilise des valeurs particulieres : 0,1, -1, +oc0, —00;

> utiliser une éventuelle parité et I'unicité de la décomposition.
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Savoir-faire. Décomposition en élément simples de = DES
deuxieme espéece
On peut
> décomposer dans C(X) et regrouper les poles
conjugués : cela marche bien quand la multiplicité est 1;
> procéder par identification ;

» quand il ne reste qu’un ou deux coefficients a calculer, on
utilise des valeurs particulieres : 0,1, -1, +oc0, —00;

> utiliser une éventuelle parité et I'unicité de la décomposition.

Exercice
1

Décomposer en éléments simples la fraction F = ————.
p p X2_1)72



Conclusion

Objectifs
= Principe de la décomposition en éléments simples
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Conclusion
Objectifs
= Principe de la décomposition en éléments simples

> Obtenir la partie entiére (quotient de la div. euclidienne).
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Conclusion
Objectifs
= Principe de la décomposition en éléments simples

> Obtenir la partie entiére (quotient de la div. euclidienne).

> Principe de décomposition en éléments simples.

» Cas K = C ou les irréductibles sont les (X — a)
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Objectifs e
= Principe de la décomposition en éléments simples e

> Obtenir la partie entiére (quotient de la div. euclidienne). )

> Principe de décomposition en éléments simples.

» Cas K =C ou les irréductibles sont les (X — a)

> Cas K =R ou les irréductibles sont les (X — a) ou X2 —aX +b,
aveca2-4b<0



Conclusion
Objectifs
= Principe de la décomposition en éléments simples
> Obtenir la partie entiére (quotient de la div. euclidienne).
> Principe de décomposition en éléments simples.
» Cas K =C ou les irréductibles sont les (X — a)
> Cas K =R ot les irréductibles sont les (X — a) ou X? —aX +b,

aveca2-4b<0

De nombreux savoir-faire.
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Conclusion

Objectifs
= Principe de la décomposition en éléments simples

Pour la prochaine fois

> Lecture du cours :
Chapitre 25 : Espace de dimension finie

» Exercices : N° 656

» TD Jeudi:
8h-10h : N°651, 527, 529, 531, 533, 534
10h-12h : N° 653, 528, 529, 530, 535, 548
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