
Leçon 91 -
Déterminants

⇒ Quelques résultats
complémentaires
pour le calcul de
déterminant

1. Problèmes

2. Applications
multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs

3.2. Endomorphisme

3.3. Matrice

3.4. Conséquences pratiques

Leçon 91 - Déterminants

3 avril 2026



Leçon 91 -
Déterminants

⇒ Quelques résultats
complémentaires
pour le calcul de
déterminant

1. Problèmes

2. Applications
multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs

3.2. Endomorphisme

3.3. Matrice

3.4. Conséquences pratiques

⇒ Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
déterminant

1. Problèmes

2. Applications multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs
3.2. Déterminant d’un endomorphisme
3.3. Déterminant d’une matrice
3.4. Conséquences pratiques pour le calcul des déterminants



Leçon 91 -
Déterminants

⇒ Quelques résultats
complémentaires
pour le calcul de
déterminant

1. Problèmes

2. Applications
multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs

3.2. Endomorphisme

3.3. Matrice

3.4. Conséquences pratiques

⇒ Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
déterminant

1. Problèmes

2. Applications multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs
3.2. Déterminant d’un endomorphisme
3.3. Déterminant d’une matrice
3.4. Conséquences pratiques pour le calcul des déterminants



Leçon 91 -
Déterminants

⇒ Quelques résultats
complémentaires
pour le calcul de
déterminant

1. Problèmes

2. Applications
multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs

3.2. Endomorphisme

3.3. Matrice

3.4. Conséquences pratiques

Définition

Définition - Déterminant de n vecteurs

Soient E un Kev de dimension n, E = (e1, . . . , en) une base de E.

Soient X1, . . . , Xn n vecteurs de E, X j =

x1 j
...

xn j


E

.

On appelle déterminant de (X1, . . . , Xn) dans la base E le
scalaire

det
E

(X1, . . . , Xn)= ∑
σ∈Sn

ϵ(σ)xσ(1),1 . . . xσ(n),n.

On note detE (X1, . . . , Xn)=

∣∣∣∣∣∣∣
x11 . . . x1n

...
...

xn1 . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Structure algébrique de An(E)

Théorème - Structure algébrique de An(E)

Soient E un K-e.v. de dimension n, E = (e1, . . . , en) une base de
E.
Alors l’ensemble An(E) des formes n-linéaires alternées est une
droite vectorielle, engendrée par detE .
detE est l’unique forme n-linéaire alternée Φ telle que
Φ(e1, . . . , en)= 1, les autres formes n-linéaires alternées lui sont
proportionnelles.
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Lien avec les bases

Théorème - Changement de base

Soient E un K-e-v. de dimension n, E = (e1, . . . , en) et
E ′ = (e′1, . . . , e′n) des bases de E. Soit (X1, . . . , Xn) ∈ En. Alors
detE ′(X1, . . . , Xn)= detE ′(e1, . . . , en)×detE (X1, . . . , Xn)
c’est-à-dire detE ′ = detE ′(E )×detE
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Lien avec les bases

Théorème - Caractérisation des bases

Soient E un K-e-v. de dimension n, E une base de E,
B = (X1, . . . , Xn) une famille de n vecteurs de E. Alors

B base de E ⇐⇒ det
E

(B) ̸= 0



Leçon 91 -
Déterminants

⇒ Quelques résultats
complémentaires
pour le calcul de
déterminant

1. Problèmes

2. Applications
multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs

3.2. Endomorphisme

3.3. Matrice

3.4. Conséquences pratiques

⇒ Quelques résultats complémentaires pour le calcul de
déterminant

1. Problèmes

2. Applications multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs
3.2. Déterminant d’un endomorphisme
3.3. Déterminant d’une matrice
3.4. Conséquences pratiques pour le calcul des déterminants



Leçon 91 -
Déterminants

⇒ Quelques résultats
complémentaires
pour le calcul de
déterminant

1. Problèmes

2. Applications
multilinéaires

3. Déterminant
3.1. Déterminant de n vecteurs

3.2. Endomorphisme

3.3. Matrice

3.4. Conséquences pratiques

Défintiion

Définition - Déterminant d’un endomorphisme

Soient E un K-ev de dimension n, E = (e1, . . . , en) une base de
E.
Soit u ∈L (E).
Le scalaire detE (u(e1), . . . ,u(en)) est indépendant de E . On le
note det(u) ou det u (déterminant de l’endomorphisme u) et

∀(X1, . . . , Xn) ∈ En,det
E

(u(X1), . . . ,u(Xn))= det(u)×det
E

(X1, . . . , Xn).

Il faut faire une démonstration, bien que ce soit une définition :
l’indépendance selon la base.
Démonstration
On montre que Φu : (X1, . . . Xn) 7→ detE (u(X1), . . .u(Xn)) est
forme n-linéaire alternée.
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Propriétés

Théorème - Déterminant et inverse d’endomorphisme

Soient E un Kev de dimension n, u ∈L (E).
On a u ∈GL(E)⇐⇒ detu ̸= 0

Démonstration

Proposition - Premiers résultats

Soient u,v ∈L (E), λ ∈K où E est un K-e.v. de dimension n.
Alors

Ï det IdE = 1
Ï det(λu)=λn det u
Ï det(u ◦v)= det u×det v

Ï Si u ∈GL(E), alors detu−1 = 1
detu

Démonstration
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Inverse d’un endomorphisme

Attention - Non linéarité (par rapport à l’endomorphisme)

det(u+v) est en général différent de detu+detv.
Contre-exemple à avoir en tête :

det(IdE + IdE)= det(2IdE)= 2n ̸= 1+1 pour n Ê 2.

Remarque Morphisme de groupes
det|GL(E) est un morphisme du groupe GL(E) sur le groupe K∗
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Définition

Définition - Déterminant d’une matrice

Soit A = (ai j)1Éi, jÉn ∈Mn(K).
On note E = (e1, . . . , en) la base canonique de Kn et C1, . . . ,Cn
les vecteurs colonnes de A (éléments de Kn).
On pose alors
det A = detE (C1, . . . ,Cn)=∑

σ∈Sn ϵ(σ)
∏n

i=1 aσ(i)i,

noté det A =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
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Savoir-faire

Truc & Astuce pour le calcul - Cas n = 2 ou n = 3

det
(

a b
c d

)
=

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣= ad−bc.

det

 a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

=
∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3

∣∣∣∣∣∣=
a1,1a2,2a3,3 +a2,1a3,2a1,3 +a3,1a1,2a2,3 −a1,3a2,2a3,1 −
a2,3a3,2a1,1 −a3,3a1,2a2,1.
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Lien avec l’endomorphisme

Théorème - Commutativité de det et de u 7→MB(u)

Soient E un K-e.v. de dimension n, E une base de E, u ∈L (E)
et A =ME (u). Alors detu = det A

Démonstration
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Premières propriétés

Proposition - Premières propriétés

Soient A,B ∈Mn(K), λ ∈K. Alors

• det In = 1

• det(λA)=λn det A

• det(AB)= det A×detB

• A est inversible ssi det A ̸= 0 et alors det(A−1)= 1
det A

• deux matrices semblables ont même déterminant

• det( t A)= det A

Démonstration
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Corollaire

Corollaire - Déterminant en lignes

Si L1, . . . ,Ln désignent les lignes de A, alors det A est le
déterminant des vecteurs lignes de A i.e.
det A = det(tL1, . . . ,t Ln).

Démonstration
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Exercice

Exercice
On note E =R3. Soit a,b, c ∈ E et f ∈L (E). Montrer que :

det( f (a),b, c)+det(a, f (b), c)+det(a,b, f (c))= tr( f )×det(a,b, c)
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Savoir-faire

Savoir-faire. Liste de bonnes habitudes

1. On ne change pas le déterminant d’une matrice en ajoutant
à l’un des vecteurs colonnes (resp. lignes) une combinaison
linéaire des autres vecteurs colonnes (resp.lignes).

2. Le déterminant d’une matrice dépend linéairement de
chacun des vecteurs colonnes (resp. lignes).

3. Si on effectue une permutation σ sur les vecteurs colonnes
(resp. lignes) le déterminant est multipliés par ϵ(σ) (par −1
dans le cas d’un échange de deux colonnes ou deux lignes)

4. Le déterminant d’une matrice diagonale est le produit des
éléments diagonaux.
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Exemples
Exemple Opération sur les colonnes

Exemple Dépendance linéaire
On démontre le résultat concernant les matrices diagonales.
Démonstration
Exercice
Avec les règles précédentes, montrer que∣∣∣∣∣∣
a−b− c 2a 2a

2b b− c−a 2b
2c 2c c−a−b

∣∣∣∣∣∣= (a+b+ c)3.
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On démontre le résultat concernant les matrices diagonales.
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