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Définition - Déterminant de n vecteurs Pourlalcalcallde

déterminant

Soient E un Kev de dimension n, & =(e1,...,e,) une base de E.
xlj
Soient X1,...,X,, nvecteursde E, X; =
Xnj) g
On appelle déterminant de (X1,...,X,) dans la base & le
scalaire

3.1. Déterminant de n vecteurs

det(Xl,...,Xn)Z Z €(0)x0(1)71...x0(n),n.
@ 0€6,
X11 ... Xin
On note deteg(X1,...,X,) =

Tpil  ooo  Bm



Structure algébrique de <7, (E)

Théoréme - Structure algébrique de <, (E)

Soient E' un K-e.v. de dimension n, & = (eq,...,e,) une base de
E.

Alors I'ensemble <7, (E) des formes n-linéaires alternées est une
droite vectorielle, engendrée par dete.

detg est I'unique forme n-linéaire alternée @ telle que
®(eq,...,e,) =1, les autres formes n-linéaires alternées lui sont
proportionnelles.
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Théoréme - Changement de base

Soient E' un K-e-v. de dimension n, & = (eq,...,e,) et

&' =(e,...,e,) des bases de E. Soit (X1,...,X,) € E". Alors
detg(X1,...,X,) =detg(eq,...,e,) xdete(X1,...,X,)
c’est-a-dire detg = detg/ (&) x detg

3.1. Déterminant de n vecteurs
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Théoréme - Caractérisation des bases

Soient E un K-e-v. de dimension n, & une base de E,
B =(X4,...,X,) une famille de n vecteurs de E. Alors

3.1. Déterminant de n vecteurs

B base de £ <— dgt(,%’) #0
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Définition - Déterminant d’un endomorphisme R

déterminant
Soient E un K-ev de dimension n, & =(eq,...,e,) une base de
E.
Soit u € ZL(E).
Le scalaire detg(u(ey),...,u(e,)) est indépendant de &. On le
note det(x) ou det u (déterminant de 'endomorphisme u) et

3.2. Endomorphisme

V(X1,...,Xn) EE",dgt(u(Xl),...,u(Xn)) = det(u)xdéeat(Xl,...,Xn).
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Définition - Déterminant d’'un endomorphisme pour e calcul de

déterminant
Soient E un K-ev de dimension n, & =(eq,...,e,) une base de
E.
Soit u € ZL(E).
Le scalaire detg(u(ey),...,u(e,)) est indépendant de &. On le
note det(x) ou det u (déterminant de 'endomorphisme u) et

3.2. Endomorphisme

V(X1,...,Xn) EE",dégt(u(Xl),...,u(Xn)) = det(u)xdéeat(Xl,...,Xn).

Il faut faire une démonstration, bien que ce soit une définition :
indépendance selon la base.
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Définition - Déterminant d’'un endomorphisme pour e calcul de

déterminant
Soient E un K-ev de dimension n, & =(eq,...,e,) une base de
E.
Soit u € ZL(E).
Le scalaire detg(u(ey),...,u(e,)) est indépendant de &. On le
note det(x) ou det u (déterminant de 'endomorphisme u) et

3.2. Endomorphisme

V(X1,...,Xn) EE",dégt(u(Xl),...,u(Xn)) = det(u)xdéeat(Xl,...,Xn).

Il faut faire une démonstration, bien que ce soit une définition :
indépendance selon la base.

Démonstration

On montre que @, : (X71,...X,) — dete(u(X1),... u(X,)) est
forme n-linéaire alternée.



Propriétés

Théoréme - Déterminant et inverse d’endomorphisme

Soient E un Kev de dimension n, u € L(E).
Onau€eGL(E) < detu #0

Legon 91 -
Déterminants

= Quelques résultats
complémentaires
pour le calcul de
déterminant

Déterminant de
3.2. Endomorphisme
tri



Propriétés

Théoréme - Déterminant et inverse d’endomorphisme

Soient E un Kev de dimension n, u € L(E).
Onau€eGL(E) < detu #0

Démonstration
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Propriétés

Théoréme - Déterminant et inverse d’endomorphisme

Soient £ un [Kev de dimension n, u € L(E).

On a

u€eGL(E) = detu #0

Démonstration

Proposition - Premiers résultats

Soient u,v € L(E), A € K ou E est un K-e.v. de dimension n.

Alors
| 2

>
>

v

detIdg =1
det(Au) =A"det u
det(uov)=det u x det v

Siu € GL(E), alors detu ™1

1
~ detu
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Propriétés

Théoréme - Déterminant et inverse d’endomorphisme

Soient £ un [Kev de dimension n, u € L(E).

Onau€eGL(E) < detu #0

Démonstration

Proposition - Premiers résultats

Soient u,v € L(E), A € K ou E est un K-e.v. de dimension n.

Alors
> detIdg =1
> det(Au)=A1"det u
» det(uov)=detu xdetv

Siu € GL(E), alors detu ™1

v

Démonstration

1
~ detu
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Attention - Non linéarité (par rapport a 'endomorphisme)

det(u + v) est en général différent de detu + detwv.

Contre-exemple a avoir en téte : e —
det(Idg +Idg) =det(2Idg)=2" # 1+ 1 pour n = 2.



Inverse d’'un endomorphisme

Attention - Non linéarité (par rapport a 'endomorphisme)

det(u + v) est en général différent de detu + detwv.
Contre-exemple a avoir en téte :
det(Idg +Idg) =det(2Idg)=2" # 1+ 1 pour n = 2.

Remarque Morphisme de groupes
det|gr(z) est un morphisme du groupe GL(E) sur le groupe K*
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Définition

Définition - Déterminant d’'une matrice
Soit A =(aij)1<i,j<n € Mn(K).

On note & = (ey,...,e,) la base canonique de K™ et Cy, ...

les vecteurs colonnes de A (éléments de K™).
On pose alors
detA = detg(Cl, ceey Cn) = desn 6(0') H?:l AG(i)is
ailr] ... Qip
noté detA =

Anl ... Qpupn

,Cn
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Savoir-faire

Truc & Astuce pour le calcul -Casn=2oun=3

det(‘z 2): ‘c‘ Z —ad - be.
a1 @12 @13 a1 a1z @13
det| ag1 ags2 ag3 |=| az1 ase ag3 |=
@31 asz2 asg3 a3yl asz asgs

a1,1022033+021032013 t02310212023— 0130220371 —
23032011 —033012021-
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Lien avec 'endomorphisme

Théoréme - Commutativité de det et de u — #(u)

Soient E un K-e.v. de dimension n, & une base de E, u € L(E)
et A = Me(u). Alors detu =det A

Legon 91 -
Déterminants

= Quelques résultats
complémentaires
pour le calcul de
déterminant

3.3. Matrice



Lien avec 'endomorphisme

Théoréme - Commutativité de det et de u — #(u)

Soient E un K-e.v. de dimension n, & une base de E, u € L(E)
et A = Me(u). Alors detu =det A

Démonstration
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Premiéres propriétés

Proposition - Premieres propriétés

Soient A,B € 4, (K), A € K. Alors

detl, =1

det(1A) = 1" detA

det(AB) =detA x detB

A estinversible ssi detA #0 et alors det(A™1) =
deux matrices semblables ont méme déterminant
det(‘A)=detA

1
detA
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Premiéres propriétés

Proposition - Premieres propriétés
Soient A,B € 4, (K), A € K. Alors
o detl, =1
det(1A) = 1" det A
det(AB) =detA x detB
A estinversible ssi detA #0 et alors det(A™1) =
deux matrices semblables ont méme déterminant
det(‘A)=detA

Démonstration

1
detA
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Corollaire - Déterminant en lignes

SiL1,...,L, désignent les lignes de A, alors det A est le
déterminant des vecteurs lignes de A i.e.
detA =det(‘L1,...,!L,).

3.3. Matrice



Corollaire

Corollaire - Déterminant en lignes

SiL1,...,L, désignent les lignes de A, alors det A est le
déterminant des vecteurs lignes de A i.e.
detA =det(‘L1,...,!L,).

Démonstration
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Exercice

Exercice
On note E =R3. Soita,b,c € E et f € L(E). Montrer que :

det(f(a),b,c)+det(a, f(b),c)+det(a, b, f(c)) =tr(f)xdet(a,b,c)
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Savoir-faire. Liste de bonnes habitudes déterminant

1. On ne change pas le déterminant d’'une matrice en ajoutant
a I'un des vecteurs colonnes (resp. lignes) une combinaison
linéaire des autres vecteurs colonnes (resp.lignes).

2. Le déterminant d’'une matrice dépend linéairement de
chacun des vecteurs colonnes (resp. lignes).

3.4. Conséquences pratiques

3. Sion effectue une permutation o sur les vecteurs colonnes
(resp. lignes) le déterminant est multipliés par e(o) (par —1
dans le cas d’'un échange de deux colonnes ou deux lignes)

4. Le déterminant d’'une matrice diagonale est le produit des
éléments diagonaux.



Exemples
Exemple Opération sur les colonnes
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Exemples
Exemple Opération sur les colonnes
Exemple Dépendance linéaire
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Exemple Dépendance linéaire complémentaires
On démontre le résultat concernant les matrices diagonales. Getorminant
Démonstration

Exercice

Avec les regles précédentes, montrer que

a-b-c 2a 2a

2b b-c—-a 26 |=(a+b+c).
2¢ 2¢ c—a-b

3.4. Conséquences pratiques
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> Déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure
> Extension : déterminant par blocs

> Formule de développement par rapport a une ligne ou une
colonne :

detA = Za 2D det AN = Zak (—1DF* det AFN
i=1 Jj=1
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>

Déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure
Extension : déterminant par blocs

Formule de développement par rapport a une ligne ou une

colonne :

detA = Z a; p(~1)"* det AT = Z ar j(-1)F* det AFN
i=1 Jj=1

Déterminant comme polynéme de ces coefficients.

Application au déterminant de Vandermonde
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>

>

Déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure
Extension : déterminant par blocs

Formule de développement par rapport a une ligne ou une

colonne :

detA = Z a; p(~1)"* det AT = Z ar j(-1)F* det AFN
i=1 Jj=1

Déterminant comme polynéme de ces coefficients.

Application au déterminant de Vandermonde

Formule théorique d’inversion d’'une matrice avec la comatrice.
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déterminant

>

>

Déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure
Extension : déterminant par blocs

Formule de développement par rapport a une ligne ou une

colonne :

detA = Z a; p(~1)"* det AT = Z ar j(-1)F* det AFN
i=1 Jj=1

Déterminant comme polynéme de ces coefficients.

Application au déterminant de Vandermonde

Formule théorique d’inversion d’'une matrice avec la comatrice.

> Quel lien entre le rg(A) et det ?
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Pour le prochain cours
» Lecture du cours : chapitre 35 : Séries
»> Exercice n°716, 721 & 723

» TD:
jeudi 8h-10h : 707, 718, 714, 726, 733
jeudi 10h-12 : 708, 719, 720, 727, 735
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