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Sommes « classiques »de Riemann de Kurzweil-Henstock
Petit détour pour un savoir-faire classique. = Définition des
intégrales
Théoréme - Méthode des rectangles = Premitres

propriétés par
passage a la limite

Soit f :[a,b] — R intégrable au sens de Riemann.
On rappelle que :

b— n—1 b— n
Ru()=2=2Y fla) et Su(f) = ——2 3 f(xs) oi
n =0 n i3

xi=a+1i
Alors

b
lim R,(f)= lim S,(f)= f F(Hat
n—+oo n—+o0o a

(méthode de calcul approché de f;’ f(t)dt, dite méthode des
rectangles).

1
Si f est C! sur [a, b], la vitesse de convergence est en —.
n
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Sommes « classiques »de Riemann de Kurzweil-Henstock
Petit détour pour un savoir-faire classique. = Définition des
intégrales
Théoréme - Méthode des rectangles = Premires

propriétés par
passage a la limite

Soit f :[a,b] — R intégrable au sens de Riemann.
On rappelle que :

b— n—1 b— n
Ru()=2=2Y fla) et Su(f) = ——2 3 f(xs) oi
n =0 n i3

xi=a+1i
Alors

b
llm Rn(f) = llm Sn(f) :f f(t)dt 3.3. Intégrales d'une fonction
n—-+oo n—-+oo @

(méthode de calcul approché de f;’ f(t)dt, dite méthode des
rectangles).

1
Si f est C! sur [a, b], la vitesse de convergence est en —.
n

Démonstration
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Sommes « classiques » de Riemann. Vitesse de de Kurzwei-Henstock
convergence = Définition des
intégrales
= Premiéres

propriétés par
passage a la limite

Démontrons maintenant I'ordre de grandeur de la vitesse de
convergence lorsque f est de classe 1.
On exploite ici un résultat qui généralise le théoréme des
accroissements finis : théoréme de Taylor-Lagrange :
Si F de 61 n2%([a,b]), 3 ¢ € [a, b] tel que
F(a)=F(b)+(a-b)F(a)+ LR (c).
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Si F de 61 n2%([a,b]), 3 ¢ € [a, b] tel que
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Démonstration
Si f est suffisamment réguliere, on pourrait prolonger ce calcul
pour avoir un DL plus précis. . .
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Sommes « classiques » de Riemann. Vitesse de de Kurzwei-Henstock
convergence = Définition des
intégrales
= Premiéres
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passage a la limite

Démontrons maintenant I'ordre de grandeur de la vitesse de
convergence lorsque f est de classe 1.
On exploite ici un résultat qui généralise le théoréme des
accroissements finis : théoréme de Taylor-Lagrange :

Si F de 61 n2%([a,b]), 3 ¢ € [a, b] tel que

F(a)=F(b)+(a-b)F(a)+ LR (c).

Démonstration
Si f est suffisamment réguliere, on pourrait prolonger ce calcul
pour avoir un DL plus précis. . .
Exemple Cas particulier courant.
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SaVOI r'fal I’e de Kurzweil-Henstock
Savoir-faire. Reconnaitre les sommes de Riemann a pas megaes

constant : limite = Premitres

propriétés par

Si I'on doit chercher la limite pour n — +o0o d’'une somme £ de a,, passacclllis

ab,

dont le terme général dépend de % ET de n, c’est tres

probablement une somme de Riemann a pas constant!

1.
2.

Factoriser par n afin de transformer tous les % en %

Ecrire sur un brouillon la formule de Riemann pour mieux
identifier.

. Le facteur devant % vaut b — a (premier terme reconnu), le

3.3. Intégrales d'une fonction

nombre additionné a %(b —a) vaut a (second terme
reconnu)

4. Déduire la valeur de b. Puis on identifie pour trouver f

5. Factoriser pour faire apparaitre devant la somme

b—a
n
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SaVOI r'fal I’e de Kurzweil-Henstock
Savoir-faire. Reconnaitre les sommes de Riemann a pas megaes
constant : limite = Premieres

propriétés par

Si I'on doit chercher la limite pour n — +o0o d’'une somme £ de a,, pazsagsllaline
a b, dont le terme général dépend de % ET de n, c’est trés
probablement une somme de Riemann a pas constant!

1. Factoriser par n afin de transformer tous les % en %

2. Ecrire sur un brouillon la formule de Riemann pour mieux
identifier.

3. Le facteur devant % vaut b — a (premier terme reconnu), le
nombre additionné a %(b —a) vaut a (second terme
reconnu)

3.3. Intégrales d'une fonction

4. Déduire la valeur de b. Puis on identifie pour trouver f
b—a

5. Factoriser pour faire apparaitre devant la somme ==

On exploite les primitives largement utilisées depuis septembre
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SaVOI r-fall’e de Kurzweil-Henstock

= Définition des
intégrales

Savoir-faire. Reconnaitre les sommes de Riemann a pas
- = Premiéeres
COﬂStant & VlteSSG de Convergence propriétés par

passage a la limite
On a reconnu la formule avec le savoir-faire précédent. Il s’agit de
calculer la vitesse de convergence.
1. Remplacer ¢ = fab f(t)dt par
F(b)-F(a) =X}  Fxp+1) — Flxp)
2. Il s’agit d’évaluer la différence :
Yr=olxrs1 —xp)f (xp) = (F (x4 1) — F(xz))].
3. La formule de Taylor-Lagrange donne I'existence d’un cy, tel 3. négraes unofoncion
que
(a1 — 20 (p) — (Fxpr1) — F(xp)) = 3 (g1 —x)2f (ch)
4. On remplace par leur valeur les xp, :
Ry, —0=52x2zaynd £i(ey) ~ SO(£(b) - f(a))



Exercice

Attention. Il ne s’agit pas de série!!

Bien que cela y ressemble fortement, les suites R, ou S, ne sont
pas les sommes partielles de série.

En effet, dans la cas des séries, le terme général ne dépend que
de k.

Ici il y a bien un mélange des deux variables : n et & (€ [[0,n]]). ..
Il faut prendre le coup d’oeil pour bien différencier ces deux objets
(par ailleurs il ne faut pas non plus confondre série et somme de
Riemann)
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EXG rCICe de Kurzweil-Henstock

= Définition des
intégrales

Attention. Il ne s’agit pas de série!! = Premires

propriétés par

Bien que cela y ressemble fortement, les suites R, ou S, ne sont ~ Peseaiaimie
pas les sommes partielles de série.

En effet, dans la cas des séries, le terme général ne dépend que
de k.

Ici il y a bien un mélange des deux variables : n et & (€ [[0,n]]). ..
Il faut prendre le coup d’oeil pour bien différencier ces deux objets
(par ailleurs il ne faut pas non plus confondre série et somme de
Riemann)

3.3. Intégrales d'une fonction
Exercice
n
Déterminer la limite quand n tend vers +oo de ) | :
pointk
Quelle est la vitesse de convergence ? (Savoir-faire)




Méthode des trapézes

Corollaire - Méthode des trapezes

Soit f :[a,b] — R continue. Alors

Ru(f)+Sn(f) _b-a’"! fla) +flair)

2 n = 2

b
— f F)dt
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Intéegrale de Kurzweil-Henstock : le pas est défini de Kurawel Henstock
par une Jauge = Définition des
intégrales
= Premiéres
20 an , propriétés par
Définition - Intégrale de f passage  lalimite

Soit f une fonction numérique définie sur le segment [a, b].
La fonction f est dite intégrable sur [a,b], au sens de
Kurzweil-Henstock ou KH-intégrable sur [a, b] s'il existe un
nombre réel S tel que
vV e>0,3 6, jauge sur [a,bl tq V 0, € G4,IS(f,0,) =S| <
€
On notera #([a, b]) ’ensemble des fonctions intégrables sur 3. ngrles uno oncton
[a,b].
Le nombre S ci-dessus est appelé l'intégrale de la fonction f sur

[a,b] et est noté f f(x)dx ou. ..
[a,b]



Relation

Evidemment, la jauge ¢ dépend de e fixé a priori. Il faut voir les
relations entre les jauges avec €.
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Relation

Evidemment, la jauge ¢ dépend de e fixé a priori. Il faut voir les
relations entre les jauges avec €.

Relation entre les adaptations

On note Dy (f,e€), 'ensemble des jauges e-adaptée a f.
On notera que si 6 € Dgy(f,e), alors :

> Ve >e 5€DKH(f,€,)

> V6 <6,6 € Dgy(f,e).
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Evidemment, la jauge ¢ dépend de e fixé a priori. Il faut voir les
relations entre les jauges avec €.

Relation entre les adaptations

On note Dy (f,e€), 'ensemble des jauges e-adaptée a f.
On notera que si 6 € Dgy(f,e), alors :

> Ve >e 5€DKH(f,€,)

> V6 <6,6 € Dgy(f,e).

Démonstration

Legon 95 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Définition des
intégrales

= Premiéres

propriétés par
passage a la limite

3.3. Intégrales d'une fonction



Remarques et exemple

Il nous faut donc maintenant préciser ce qu’est I'ensemble
H([a,b]).
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Remarques et exemple

Il nous faut donc maintenant préciser ce qu’est I'ensemble
H([a,b]).
Remarque Existence d’une subdivision d-fine
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Remarques et eXemple de Kurzweil-Henstock

= Définition des
intégrales

= Premiéres

propriétés par
passage a la limite

Il nous faut donc maintenant préciser ce qu’est I'ensemble
SZ([a,b)).

Remarque Existence d’une subdivision d-fine

Exemple Intégrale d’'une fonction nulle sauf en un nombre fini de
points.

3.3. Intégrales d'une fonction



Legon 95 - Intégrale

Remarques et eXemple de Kurzweil-Henstock

= Définition des
intégrales

= Premiéres

propriétés par
passage a la limite

Il nous faut donc maintenant préciser ce qu’est I'ensemble
SZ([a,b)).

Remarque Existence d’une subdivision d-fine

Exemple Intégrale d’'une fonction nulle sauf en un nombre fini de
points.

Exercice

Si le nombre de points (y;) est infini mais dénombrable, montrer

b
gu’on a encore f f()dt=0.
a

3.3. Intégrales d'une fonction
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Unicité de l'intégrale do Kurzwei Honstock

= Définition des
intégrales

= Premiéres
propriétés par
passage a la limite

Proposition - Unicité de l'intégrale

Si f est R-intégrable sur [a, b], alors f est KH-intégrable.
Si f est intégrable, son intégrale est unique (définie de I'une ou
'autre des fagons).

3.3. Intégrales d'une fonction
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Unicité de l'intégrale do Kurzwei Honstock
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Proposition - Unicité de l'intégrale

Si f est R-intégrable sur [a, b], alors f est KH-intégrable.
Si f est intégrable, son intégrale est unique (définie de I'une ou
'autre des fagons).

Démonstration

3.3. Intégrales d'une fonction



Chacun sa jauge!

Lexemple qui suit, montre qu’il n’est pas nécessaire que la
fonction soit bornée pour étre KH-intégrable.
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Chacun sa jauge!

Lexemple qui suit, montre qu’il n’est pas nécessaire que la
fonction soit bornée pour étre KH-intégrable.

1
Exemple x — — sur ]0,1].
p \/E
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Chacun Sa Jauge ' de Kurzweil-Henstock

= Définition des
intégrales

= Premiéres
propriétés par
passage a la limite

Lexemple qui suit, montre qu’il n’est pas nécessaire que la
fonction soit bornée pour étre KH-intégrable.

1
Exemple x — — sur ]0,1].
p \/E

Savoir-faire. A chaque probleme sa jauge!

Vous aurez peu d’exercices ou il faudra montrer a la main, comme

sur I'exemple précédent, la KH-intégrabilité.

Une idée (parmi d’autres) : pour chaque probléme, on crée une 3. négraes uno foncton
jauge qui contient le probléme.

Puis, on prend la jauge minimale



Conclusion

Objectifs
= Quelles sont les fonctions intégrables ?
= Théorémes fondamentaux
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Conclusion
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> Et les fonctions en escalier sont intégrables
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> Et les fonctions en escalier sont intégrables

> Entre deux fonctions intégrables, f est intégrables.
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COﬂC' USIOn de Kurzweil-Henstock

= Définition des
Objectifs intégrales
= Quelles sont les fonctions intégrables ? = Premiéres

propriétés par
passage a la limite

> Et les fonctions en escalier sont intégrables
> Entre deux fonctions intégrables, f est intégrables.

» Donc les fonctions continues par morceaux sont intégrables !
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Concl uslon de Kurzweil-Henstock
. . = Définition des
Objectlfs intégrales
= Quelles sont les fonctions intégrables ? = Premiéres
= Théorémes fondamentaux P ge  alimite

> Version forte ou faible. Lintégration est la réciproque de la
dérivation

> Lien avec une primitive : pour le calcul ou réciproquement, pour
justifier I'existence de la primitive

ha(x)

» Savoir-faire : étudier x — f(@)dt.
hi1(x)
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COﬂC' USIOn de Kurzweil-Henstock

= Définition des
intégrales

= Premiéres

propriétés par
passage a la limite

Obijectifs
= Quelles sont les fonctions intégrables ?
= Théorémes fondamentaux

Pour le prochain cours

» Lecture du cours : chapitre 36 : Intégration
5. Lintégrale comme « outil puissant » de 'analyse.
(fin)
> Exercice : n%675 & 695
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> Intégrale de Riemann :

Ve>0,35eR] telle que V 0, € S5,IS(f,0p) -S| <€
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COﬂC' USIOn de Kurzweil-Henstock
Objectifs
PP . = Définition des
= Définition des intégrales intégrales
= Premiéres

propriétés par
passage a la limite

> Intégrale de Riemann :
Ve>0,35eR] telle que V 0, € S5,IS(f,0p) -S| <€
» Si une fonction est R-intégrable, la méthode des rectangles (pas

constant) converge vers l'intégrale.
On maitrise la vitesse de convergence si f de classe €.
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COﬂC' USIOn de Kurzweil-Henstock
Objectifs
PP . , = Définition des
= Définition des intégrales intégrales
A i . = Premieres
> Intégrale de Riemann : P

passage a la limite

Ve>0,35eR] telle que V 0, € S5,IS(f,0p) -S| <€

» Si une fonction est R-intégrable, la méthode des rectangles (pas
constant) converge vers l'intégrale.
On maitrise la vitesse de convergence si f de classe €.

> Intégrale de Kurzweil-Henstock :
Ve>0,36:[a,bl— R} telle que V 0, € S5,|S(f,05) -S| <€



Legon 95 - Intégrale

COﬂC' USIOn de Kurzweil-Henstock
Objectifs
PP . = Définition des
= Définition des intégrales intégrales
= Premiéres

> Intégrale de Riemann :

Ve>0,35eR] telle que V 0, € S5,IS(f,0p) -S| <€

propriétés par
passage a la limite

» Si une fonction est R-intégrable, la méthode des rectangles (pas
constant) converge vers l'intégrale.
On maitrise la vitesse de convergence si f de classe €.

> Intégrale de Kurzweil-Henstock :

Ve>0,36:[a,bl— R} telle que V 0, € S5,|S(f,05) -S| <€

» A chaque fonction sa jauge d’intégration !
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Objectifs
= Définition des intégrales
= Premiéres propriétés par passage a la limite
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= Premiéres propriétés par passage a la limite

> Passage a la limite sur les sommes de Riemann
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> Passage a la limite sur les sommes de Riemann

> Forme linéaire, positivité, croissance.
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. . = Définition des
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= Définition des |ntégra|es = Premiéres

propriétés par
passage a la limite

= Premiéres propriétés par passage a la limite
> Passage a la limite sur les sommes de Riemann
> Forme linéaire, positivité, croissance.

> Majoration (si |f| intégrable)
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Pour le prochain cours

» Lecture du cours : chapitre 36 : Intégration
4. Espaces et sous-espaces de fonctions intégrables

» Exercice : n°811 & 814

> TD de jeudi :
8h-10h : 802, 805, 812, 819, 815, 817
10h-12h : 803, 806, 813, 820, 816, 818
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