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Legon 97 - Intégrale

Une premiére implication de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Théoréme - Relation de Chasles Chasles et Lemme
Soient f € 9([(1, b], R) etc €]a, b[ = Outil de contdle

Si les restrictions de f a[a,c] et a [c,b] sont intégrables, alors f
est intégrable sur [a,b].

Dans ce cas :
j;a b] [a c] [e, b]

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Une premiére implication de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Théoréme - Relation de Chasles Chasles et Lemme
Soient f € 9([(1, b], R) etc €]a, b[ = Outil de contdle

Si les restrictions de f a[a,c] et a [c,b] sont intégrables, alors f
est intégrable sur [a,b].

Dans ce cas :
f[a b] «lga c] [e, b]

Lidée : faire des extractions de subdivisions et un forgage en c.
Démonstration

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Une premiére implication de Kurzweil Hensiook

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Théoréme - Relation de Chasles Chasles et Lemme
Soient f € 9([(1, b], R) etc €]a, b[ = Outil de contdle

Si les restrictions de f a[a,c] et a [c,b] sont intégrables, alors f
est intégrable sur [a,b].

Dans ce cas :
f[a b] j[l; c] [e, b]

Lidée : faire des extractions de subdivisions et un forgage en c.
Démonstration

Remarque Retour sur la démonstration de la version faible du
théoréme fondamentale

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Une réciproque ? Critére de Cauchy pour l'intégrale  dekuzeiHensiook

Il'y a bien une réciproque, si I'on se concentre sur les segments Gy téerale

(intervalles compacts). = Relation de
Chasles et Lemme

Analyse f € #([a,b]) = f € Z([a’,b'])? G Honstock

= Outil de contole

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Une réciproque ? Critere de Cauchy pour l'intégrale e kuzwei-ensiock

Il'y a bien une réciproque, si I'on se concentre sur les segments Gavehy mégrle

(intervalles compacts).  Felaton de
Chasl L

Analyse f € #([a,b])=> f € #([a’,b'])? S s

= Outil de contole

Proposition - Critére de Cauchy-Suite

Soit (u,) telleque Ve>0,3N |V p,g =N, |lup —ugq4l <e.
Alors (u,,) est convergente (et réciproquement)

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Une réciproque ? Critere de Cauchy pour l'intégrale e kuzwei-ensiock

Il'y a bien une réciproque, si I'on se concentre sur les segments Gavehy mégrle

(intervalles compacts).  Felaton de
Chasl L

Analyse f € #([a,b])=> f € #([a’,b'])? S s

= Outil de contole

Proposition - Critére de Cauchy-Suite

Soit (u,) telleque Ve>0,3N |V p,g =N, |lup —ugq4l <e.
Alors (u,,) est convergente (et réciproquement)

Remarque Démonstration

5.1. Relation de CHASLES



Une réciproque ? Critere de Cauchy pour l'intégrale

Il'y a bien une réciproque, si I'on se concentre sur les segments
(intervalles compacts).
Analyse f € .#([a,b])= f € #([a’,b'])?

Proposition - Critére de Cauchy-Suite

Soit (u,) telleque Ve>0,3N |V p,g =N, |lup —ugq4l <e.
Alors (u,,) est convergente (et réciproquement)

Remarque Démonstration

Proposition - Critére de Cauchy-Intégrale

Soit f :[a,b] — R telle que V € > 0,3 6 : [a,b] — R} tel que
v (Up)la(ap)Zga'ﬁne, |S(f;(0p)l) - S(f,(ap)2)| <E€.

Alors f est intégrable sur [a,b].

La réciproque est vraie.

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.1. Relation de CHASLES



Une réciproque ? Critere de Cauchy pour l'intégrale

Il'y a bien une réciproque, si I'on se concentre sur les segments
(intervalles compacts).
Analyse f € .#([a,b])= f € #([a’,b'])?

Proposition - Critére de Cauchy-Suite

Soit (u,) telleque Ve>0,3N |V p,g =N, |lup —ugq4l <e.
Alors (u,,) est convergente (et réciproquement)

Remarque Démonstration

Proposition - Critére de Cauchy-Intégrale

Soit f :[a,b] — R telle que V € > 0,3 6 : [a,b] — R} tel que
v (Up)l,(Up)2,5-ﬁne, |S(f;(0p)l) - S(f,(ap)2)| <E€.

Alors f est intégrable sur [a,b].

La réciproque est vraie.

Démonstration

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Encad rement de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

Application Théoréme d’encadrement
= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Encad rement de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

Application Théoréme d’encadrement

= Relation de

Appliquons ce résultat a la réciproque du théoreme de Chasles ey
d’Henstock
Proposition - Diminution du segment d’intégration = Outil de contéle

Si f est intégrable sur [a, b], alors pour tout a’, b’ €]a, bl,
fita’ b €St intégrable sur [a',b']

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Encad rement de Kurzweil-Henstock
= Critérve c!e
Application Théoréme d’encadrement CaudipAegel
Appliquons ce résultat & la réciproque du théoréme de Chasles i
d’Henstock
Proposition - Diminution du segment d’'intégration — @R

Si f est intégrable sur [a, b], alors pour tout a’, b’ €]a, bl,
fita’ b €St intégrable sur [a',b']

Démonstration

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Encad rement de Kurzweil-Henstock
= Critére de
Application Théoréme d’encadrement CaudipAegel

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

Proposition - Diminution du segment d’intégration — G EEE

Appliquons ce résultat a la réciproque du théoreme de Chasles

Si f est intégrable sur [a, b], alors pour tout a’, b’ €]a, bl,
fita’,p1] €St intégrable sur [a’,b']

Démonstration

Corollaire - Réciproque de Chasles

Si f est intégrable sur [a,b] et ¢ €]a, bl.
Alors les restrictions de f sont intégrable sur [a,c] et sur [¢, b]

b c b
respectivement etf f(t)dt=f f(t)dt+f f(@®)de

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Encad rement de Kurzweil-Henstock
= Critére de
Application Théoréme d’encadrement CaudipAegel

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

Proposition - Diminution du segment d’intégration — G EEE

Appliquons ce résultat a la réciproque du théoreme de Chasles

Si f est intégrable sur [a, b], alors pour tout a’, b’ €]a, bl,
fita’,p1] €St intégrable sur [a’,b']

Démonstration

Corollaire - Réciproque de Chasles

Si f est intégrable sur [a,b] et ¢ €]a, bl.
Alors les restrictions de f sont intégrable sur [a,c] et sur [¢, b]

b c b
respectivement etf f(t)dt=f f(t)dt+f f(@®)de

5.1. Relation de CHASLES

Démonstration



Généralisation (notation)

Définition - Notations

Soient I un segment, f continue par morceaux sur I, (a,b) € I2.

On pose :

b
sl <, f fode=|
a 1

[a,b

b
sia>b, ff(t)dtz—f f
a [6,a]

b
sia=b, f f@)dt =0.

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Généralisation (notation) de KurzwelHonstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

Proposition - Relation de Chasles = Outil de contdle

Avec ces notations, la relation de Chasles s’écrit, pour tout
(a,b,c) € R3,

fab f(Hdt = fac f(t)dt+fcb f(@)dz.

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Généralisation (notation) de KurzwelHonstock
= Critere de
Cauchy-intégrale
= Relation de

Chasles et Lemme
d’Henstock

Proposition - Relation de Chasles = Outil de contdle

Avec ces notations, la relation de Chasles s’écrit, pour tout
(a,b,c) € R3,

fab f(Hdt = fac f(t)dt+fcb f(@)dz.

Démonstration

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Lemme de Henstock et sous-subdivision de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

Heuristique. Sous-subdivisions

= Relation de
Chasles et Lemme

Soit o = (([x0,x1],£1), ... ([xn—1,%5],,) de [a,b]. On est d Henstock
angené a évaluer = Outil de contole
n Xk
f f@®)dt=S(f,0p) =) f@®)dt — (xp — xp—1)f (tz)
k=1Y%k-1
= Z f(t) — f(t3))dt d’aprés la relation de Chasles (et
Xk-1

integratlon d’une constante).
Lorsque cette différence est comprise entre —e et +¢, est-ce

X
gu’on est assuré que chaque terme f (f(&)—f(¢p))dt est

5.1. Relation de CHASLES

Xr-1
également en valeur absolue plus petite que € ? Et une somme
Xk

quelconque de ces termes : Z (f@&)—f(tp)de?
kedJcN, Y ¥k-1



Legon 97 - Intégrale

SOUS'SUblelSlon de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Rappel Chasles et Lemme
d’Henstock
Définition - Sous-subdivision = Oul de contdle

Soit 0 = (([x0,%11,¢1), ... ([xn—1,%,1, ,) une subdivision
pointée d’'un segment [a, b].

On dit que s, est une sous-subdivision de o, s'il existe I <N,
tel que sp, = (([xp—1,x%],t2), k €1).

Lensemble I est appelé ensemble d’appui de la sous-subdivision
sp apartir de op.

On appelle domaine de s, 'ensemble 2(s,) = U[xk_l,xk].

kel 5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

SOUS'SUblelSlon de Kurzweil-Henstock
= Critere de
Cauchy-intégrale
= Relation de
Rappel Chasles et Lemme

d’Henstock

Définition - Sous-subdivision = Outil de contole

Soit 0 = (([x0,%11,¢1), ... ([xn—1,%,1, ,) une subdivision
pointée d’'un segment [a, b].

On dit que s, est une sous-subdivision de o, s'il existe I <N,
tel que sp, = (([xp—1,x%],t2), k €1).

Lensemble I est appelé ensemble d’appui de la sous-subdivision
sp apartir de op.

On appelle domaine de s, 'ensemble 2(s,) = U[xk_l,xk].

kel 5.1. Relation de CHASLES

Exemple Cas simple



Legon 97 - Intégrale

Lemme de Henstock de Kurzweik-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Z N Chasl t L
Théoréme - Lemme de Henstock T
SOient f € J([a,b]) et €> 0 = Outil de contdle

Soit &, une jauge tel que V o, 8-fine, IS(f,0,) — [ F(Hdt| <e.
Alors pour toute sous-subdivision s, d’une subdivision o, 6-fine
et d’appui I

X,

Y [ (rw - ranae

kel YXk-1

<€

'S(f,sp)— f f(t)dt‘ -
D(sp)

5.1. Relation de CHASLES



Lemme de Henstock

Théoreme - Lemme de Henstock

Soient f € #([a,b]) et € > 0.

Soit &, une jauge tel que V o, 8-fine, IS(f,0,) — [ F(Hdt| <e.
Alors pour toute sous-subdivision s, d’une subdivision o, 6-fine
et d’appui I

X,

Y [ (e - Fana

kel YXk-1

<€

'S(f,sp)— f f(t)dt‘ _
D(sp)

Remarque Une jauge adaptée a f, sur toute la longueur

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Lemme de Henstock de Kurzweik-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Z N Chasl t L
Théoréme - Lemme de Henstock T
SOient f € J([a,b]) et €> 0 = Outil de contdle

Soit &, une jauge tel que V o, 8-fine, IS(f,0,) — [ F(Hdt| <e.
Alors pour toute sous-subdivision s, d’une subdivision o, 6-fine
et d’appui I

X,

Y [ (e - Fana

kel YXk-1

<€

'S(f,sp)— f f(t)dt‘ _
D(sp)

5.1. Relation de CHASLES

Remarque Une jauge adaptée a f, sur toute la longueur
Démonstration




Applications

Application Majoration de la somme des valeurs absolues

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.1. Relation de CHASLES



Legon 97 - Intégrale

Appl |Cat|ons de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

Application Majoration de la somme des valeurs absolues

Exercice
Soit f € #([a,b]). Soit F :xv—»[ f(®)dt.

a
Montrer que F' est continue en tout ¢ € [a, b].

5.1. Relation de CHASLES



= Critére de Cauchy-intégrale
= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock

=Lintégration comme outil pour « contréler »

1. Problémes

2. « Construire »l'intégrale. Préalable

3. Construction de I'intégrale

4. Espaces et sous-espaces des fonctions intégrables

5. Lintégrale comme un « outil puissant » de I'analyse

5.2. « Contréle »par intégration

Lecon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.1. Relation de CHASLES

5.2, « Contrle »par intégration

5.4. Formules de Taylo



Théoreme(s) de la moyenne

Remarque Le théoréme de la mouche.

Lecon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.2, « Contrle »par intégration



Legon 97 - Intégrale

Théoréme(s) de la moyenne de Kurzweik Henstork

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

Remarque Le théoréme de la mouche. . Outi de contole
Proposition - Inégalité de la moyenne

Soit f continue par morceaux sur [a,b]. Alors :

U{ab]fys(b—a)sumﬂ.

[a,b]

5.2, « Contrle »par intégration



Legon 97 - Intégrale

Théoréme(s) de la moyenne de Kurzweik Henstork

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Chasles et Lemme
d’Henstock

Remarque Le théoréme de la mouche. . Outi de contole
Proposition - Inégalité de la moyenne
Soit f continue par morceaux sur [a,b]. Alors :

U{ab]fys(b—a)sumﬂ.

[a,b]

Démonstration

5.2, « Contrle »par intégration



Valeur moyenne
Définition - Valeur moyenne de f

Soit f continue par morceaux sur [a,b].
Alors ﬁf[a,b]f s’appelle la valeur moyenne de f sur [a, b].

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.2, « Contrle »par intégration



Legon 97 - Intégrale

Va|eU|' moyen ne de Kurzweil-Henstock
Définition - Valeur moyenne de f ~ Critere de
Cauchy-intégrale
Soit f continue par morceaux sur [a, b]. = Relation de
Alors ﬁf[a,b]f s’appelle la valeur moyenne de f sur [a,b]. Snasles et Lemme

= Outil de contdle
Exercice
Montrer que si f est continue sur [a, b] alors il existe ¢ € [a, b] tel

aue £(0) = 575 fian -

5.2, « Contrle »par intégration



Legon 97 - Intégrale

Va|eUI’ moyenne de Kurzweil-Henstock
Définition - Valeur moyenne de f ~ Critere de
Cauchy-intégrale
Soit f continue par morceaux sur [a, b]. = Relation de
Alors ﬁf[a,b]f s’appelle la valeur moyenne de f sur [a,b]. Snasles et Lemme

= Outil de contole

Exercice

Montrer que si f est continue sur [a, b] alors il existe ¢ € [a, b] tel
que ()= 55 fiu -

Exercice

Montrer les théorémes suivants :

1. Soit f :[a,b] — R, continue et g : [a,b] — R, positive et

intégrable.
Alors il existe c € [a, b] tel que
ff f(x)g(x)dx = f(c)fab g(x)dx 5.2. « Contréle »par intégration

2. Soit f :[a,b] — R, postive, de classe €7 et décroissante et
g :la,b] — R, continue.
Alors il existe ¢ € [a, b] tel que
[P Fog)dx = f(a) [° gx)dx.



Lecon 97 - Intégrale

Positivité et continuité = e

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme

Proposition - Intégrale d’une fonction positive et continue oHenstock

= Outil de contole

Soit f :[a,b] — R continue, positive.

b
Si f n’est pas la fonction nulle sur [a,b] alorsf f@)dt > 0.

a

5.2, « Contrle »par intégration



Legon 97 - Intégrale

Positivité et continuité = e

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme

Proposition - Intégrale d’une fonction positive et continue oHenstock
= Outil de contole

Soit f :[a,b] — R continue, positive.

b
Si f n’est pas la fonction nulle sur [a,b] alorsf f@)dt > 0.

a

Démonstration

5.2, « Contrle »par intégration



Positivité et continuité

Proposition - Intégrale d’'une fonction positive et continue
Soit f :[a,b] — R continue, positive.

b
Si f n’est pas la fonction nulle sur [a,b] alorsf f@)dt > 0.

a
Démonstration
Exercice
X
Autre démonstration. On note F' : x »—»f f(t)de.
a

Montrer que F est de classe €, croissante. Conclure par
contraposition.

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.2, « Contrle »par intégration



Positivité et continuité
Le théoréme suivant nous sert souvent (en particulier pour
montrer que certaines formes bilinéaires sont définies) :

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.2, « Contrle »par intégration



Positivité et continuité

Corollaire - Intégrale nulle d’une fonction continue, de signe
constant

Soit f continue, de signe constant sur [a, b] telle que
b

f)dt=0.

a
Alors f est nulle sur [a, b].

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.2, « Contrle »par intégration



Legon 97 - Intégrale

Positivité et continuité de Kurzweil-Henstock
Corollaire - Intégrale nulle d’une fonction continue, de SIgNE gy meyale
Constant = Relation de

Chasles et Lemme
Soit f continue, de signe constant sur [a, b] telle que Gl
b = Outil de contdle
f#)dt=0.

a
Alors f est nulle sur [a, b].

Démonstration

5.2, « Contrle »par intégration



Positivité et continuité

Corollaire - Intégrale nulle d’une fonction continue, de signe
constant

Soit f continue, de signe constant sur [a, b] telle que
b

f(t)dt=0.

a
Alors f est nulle sur [a, b].

Démonstration
Attention. Toutes les hypothéses sont importantes

S’il manque l'une des deux hypothéses, le résultat est faux.
» Donner un contre-exemple pour une fonction continue, non
nulle, d’intégrale nulle :
» Donner un contre-exemple pour une fonction continue par
morceaux mais non continue, positive, non nulle, d’intégrale
nulle.

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.2. « Controle »par intégration



= Critére de Cauchy-intégrale
= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock

=Lintégration comme outil pour « contréler »

1. Problémes
2. « Construire »l'intégrale. Préalable

3. Construction de I'intégrale

4. Espaces et sous-espaces des fonctions intégrables

5. Lintégrale comme un « outil puissant » de I'analyse

5.3. Extension aux fonctions a valeurs complexes

Lecon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.1. Relation de CHASLES
2. « Contrble »par intégratio

5.3. Extension aux fonctions &
valeurs complexes

5.4. Formules de Taylo



Legon 97 - Intégrale

Fonctions a valeurs complexes de KurzwelHonstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Chasles et Lemme
d’Henstock

Soit f :[a,b] — C ol [a, b] est un intervalle de R. = Outil de contole
Définition - Continuité par morceaux

On dit que f est continue par morceaux sur [a, b] s'il existe une
subdivision o = (a;)o<i<n de [a,b] telle que Vi € [1,n], fla, ;e
soit continue, f admette des limites dans C a droite ena;_1, a
gauche en a;.

Cela revient a dire que Ref et Imf sont continues par morceaux.

5.3. Extension aux fonctions &
valeurs complexes



Fonctions a valeurs complexes - Définition

On se contente ici de I'intégrabilité pour des fonctions continues
par morceaux. On aurait pu (du ?) étudier l'intégrabilité des
fonctions directement en étudiant celles de sa partie imaginaire et
celle de sa partie réelle.

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.3. Extension aux fonctions &
valeurs complexes



Fonctions a valeurs complexes - Définition

On se contente ici de I'intégrabilité pour des fonctions continues
par morceaux. On aurait pu (du ?) étudier l'intégrabilité des
fonctions directement en étudiant celles de sa partie imaginaire et
celle de sa partie réelle.

Définition - Intégrale complexe

Si f est continue par morceaux sur [a,b], on appelle intégrale de
f sur [a,b] le complexe

f f= Ref+if Imf
[a,b] [a,b] [a,b]

b
et on utilise les mémes conventions pourf f@)dt.
a

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.3. Extension aux fonctions a
s



Legon 97 - Intégrale

Fonctions a valeurs complexes - Propriétés de KurzweiHenstock
= Critere de
Ve \ s Cauchy-intégrale
Théoréme - Propriétés oo e
Chasles et Lemme
On a les propriétés suivantes dHenstock
> f— f;’ f(2)dt est une forme linéaire sur €.#([a,b],C) = Out de contdle

(K =C)
> Chasles : f € €.4(I,C), pour tout (a,b,c) € I3,
JEFwde = [€ Fodt+ [P Fodt.
> fe€MM(a,bl,C)=|f|€ €M (a,b],R) et
’ff f(t)dt‘ < [PIf@ldt
» sommes de Riemann :si f :[a,b] — C est continue alors

_qn-1 _ b
lim =% Zf(a+kb—a):f f(Hde
=0 n a

n—+o0 n =

5.3. Extension aux fonctions a
valeurs es
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Fonctions a valeurs complexes - Propriétés de KurzweiHenstock
= Critere de
Ve \ s Cauchy-intégrale
Théoréme - Propriétés oo e
Chasles et Lemme
On a les propriétés suivantes dHenstock
> f— f;’ f(2)dt est une forme linéaire sur €.#([a,b],C) = Out de contdle

(K =C)
> Chasles : f € €.4(I,C), pour tout (a,b,c) € I3,
JEFwde = [€ Fodt+ [P Fodt.
> fe€MM(a,bl,C)=|f|€ €M (a,b],R) et
’ff f(t)dt‘ < [PIf@ldt
» sommes de Riemann :si f :[a,b] — C est continue alors

_qn-1 _ b
lim =% Zf(a+kb—a):f f(Hde
=0 n a

n—+o0 n =

5.3. Extension aux fonctions a
valeurs es

Démonstration



Lecon 97 - Intégrale

= Critére de Cauchy-intégrale C AT

= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock = Critere de
Cauchy-intégrale

=Lintégration comme outil pour « contréler » = Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

1. Problémes

2. « Construire »l'intégrale. Préalable

3. Construction de I'intégrale

4. Espaces et sous-espaces des fonctions intégrables

5. Lintégrale comme un « outil puissant » de I'analyse

5.1. Relation de CHASLES

valeurs complexes

5.4. Formules de Taylor

5.4. Formules de Taylor



Reste intégral

Remarque Rappels de notation

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.4. Formules de Taylor



Legon 97 - Intégrale

ReSte | ntég I’a| de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Remarque Rappels de notation Chasles et Lemme
d’Henstock
Théoréme - Formule de Taylor avec reste intégral = Outil de contéle
Soient f une application de I dans R (ou C) de classe C™*1,
a,bel. Alors
n (b (b
F(b) = fla)+ z b= gy 4 f O rnsngyay,

Ou de méme R, (b) —f &= f("+1)(t)dt

5.4. Formules de Taylor



Legon 97 - Intégrale

ReSte | ntég I’a| de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Remarque Rappels de notation Chasles et Lemme

d’Henstock

Théoréme - Formule de Taylor avec reste intégral = Outil de contéle

Soient f une application de I dans R (ou C) de classe C™*1,
a,bel. Alors

f(B)=f(a )+Z G-af i)+ f OO cnt1gy gy,

Ou de méme R,,(b) —f &= f("+1)(t)dt

Démonstration

5.4. Formules de Taylor



Legon 97 - Intégrale

Taylo I’- Lag ran ge de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
, N , . Chasles et Lemme
Théoreme - Inégalité de Taylor-Lagrange dHenstock
= Outil de contole

Soient f une application de I dans R (ou C) de classe C™*1,
a,bel. Alors

no(h—a b-a n+1
) -f@-y L= =0

- sup |f"V(@)
k=1

(k)
f @l= (n+1)! tefa,b]

Ou de méme |R,,(b)] < L=l sup, 4 1F™+D(2)1.

Si b < a il faut remplacer [a,b] par [b,a].

5.4. Formules de Taylor
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Taylo I’- Lag ran ge de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme

Théoréme - Inégalité de Taylor-Lagrange dHenstock
= Outil de contole

Soient f une application de I dans R (ou C) de classe C™*1,
a,bel. Alors

no(h—a b-a n+1
) - fa-3y L= =0

7 sup |F" V(@)
k=1

(k)
f e (n+1)! tefa,b]

Ou de méme |R,,(b)] < L=l sup, 4 1F™+D(2)1.

Si b < a il faut remplacer [a,b] par [b,a].

Démonstration

5.4. Formules de Taylor



Taylor-Young

La formule suivante découle des précédente (et avait déja été
rencontrée)

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.4. Formules de Taylor



Legon 97 - Intégrale

Taylo I’-YO U n g de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme

La formule suivante découle des précédente (et avait déja été rrva—
rencontrée) = Outil de contole
Théoreme - Formule de Taylor-Young

Soient I un intervalle de R, f une application de I dans R (ou
dans C), n fois dérivable en a € I. Alors pour tout x € I on a

n

Z i a) ——f®@)+ %e(x) avec glci_r%e(x):O.

Ou de méme R,,(x) = o((x —a)™).

5.4. Formules de Taylor



Legon 97 - Intégrale

EXplOiter ces formules de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme

Savoir-faire. Utilisation des différentes formules dHenstock

= Outil de contole

> Linégalité de Taylor-Lagrange donne un résultat global (sur
tout l'intervalle I) et permet de majorer |R,|.

» La formule de Taylor avec reste intégral donne également un
résultat global, c’est de plus une expression exacte que I'on
utilise lorsque la majoration du reste n’est pas suffisante, par
exemple si on veut en étudier le signe.

» La formule de Taylor-Young donne uniquement un résultat
local, elle sert donc a préciser la fonction f au voisinage de
a.

5.4. Formules de Taylor



Démonstration

Exercice Soit n e N*. Soit f :i cR— R et a € I tels que f soit
n — 1 fois dérivable sur I et admette une dérivée n-ieme en a. On
veut montrer qu’il existe une fonction € : I — R telle que
Vxel, f(x)=
n_ ol p®)(q) 1 50 ¢(x) avec lim,—q e(x) = 0
1. On suppose [ réelle.
On considére e définie par : e(a) = 0 et pour x # a,
ew) = Gy 00 - Zp_y St P (@)
On fixe un réel x # a et A(x) = f(”)(a) +e(x).
Et enfin on considere la fonction ¢ définie sur I par
() = F(6) - £33 G- P @) - S8 Aw).
Calculer ¢®(a), pour tout k <n-2.

2. Montrer que V i <n—1,3 x; €la, x[ tqpP(x;) =0
3. En déduire la limite de A(x) pour x — a, puis celle de e(x).
4. Faire le cas d’une fonction complexe.

Legon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contole

5.4. Formules de Taylor



Conclusion

Objectifs

= Critére de Cauchy-intégrale

= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock
= Lintégration comme outil pour « contréler »

Lecon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contéle
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Objectifs o
= Critére de Cauchy-intégrale . outdo contele

> Critere d'intégrabilité sans connaitre la valeur de I'intégrale ?



. Legon 97 - Intégrale
COﬂC' USIOn de Kurzweil-Henstock
= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme

Objectifs d’Henstock
= Critére de Cauchy-intégrale = Outil de contole

> Critere d'intégrabilité sans connaitre la valeur de I'intégrale ?

» Méme principe que pour les suites de Cauchy !



Conclusion

Objectifs

= Critére de Cauchy-intégrale

= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock
= Lintégration comme outil pour « contréler »

Lecon 97 - Intégrale
de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contéle
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COﬂC' USIOn de Kurzweil-Henstock
Objectifs = Critere de
s . , Cauchy-intégrale
= Critére de Cauchy-intégrale — Felatonde
= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock Chasles et Lemme

d’Henstock

> Sif e #(a,bl), alors pour tout a’, b’ € [a,b], f € £([a’,b']) = Outll de contole




Lecon 97 - Intégrale

COﬂC' USIOn de Kurzweil-Henstock
Objectifs = Critére de
s . , Cauchy-intégrale
= Critére de Cauchy-intégrale — Felatonde
= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock gﬁﬁ:@ii Lemme
> Sif e #(a,bl), alors pour tout a’, b’ € [a,b], f € £([a’,b']) = Outil de contole

c b b
> Puis, pourtoutce[a,b],f f(t)dt+f f(t)dt:f f(@)dz.
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COﬂC'USIOn de Kurzweil-Henstock
Obiectifs = Critére de
s . , Cauchy-intégrale
= Critére de Cauchy-intégrale — Foraton e
= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock gﬁiﬂzfoitkmme
> Sif e #(a,bl), alors pour tout a’, b’ € [a,b], f € £([a’,b']) = Outil de contole

c b b
> Puis, pourtoutce[a,b],f f(t)dt+f f(t)dt:f f()de.

> Intégrabilité : avec le critére de Cauchy-Intégrale (sans connaitre
la valeur de la limite)



Legon 97 - Intégrale

COﬂC'USIOn de Kurzweil-Henstock
Obiectifs = Critére de
s . , Cauchy-intégrale
= Critére de Cauchy-intégrale  Foton e
= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock gﬁiﬂ:fo?kmme
> Sif e #(a,bl), alors pour tout a’, b’ € [a,b], f € £([a’,b']) = Outil de contole

c b b
> Puis, pourtoutce[a,b],f f(t)dt+f f(t)dt:f f()de.

> Intégrabilité : avec le critére de Cauchy-Intégrale (sans connaitre
la valeur de la limite)

> Mieux : lemme d’Henstock dit que la jauge adapté a l'intégrale est
parfaite sur tout 'intervalle [a, b] (pas de compensation de signe)



Conclusion

Objectifs

= Critére de Cauchy-intégrale

= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock
= Lintégration comme outil pour « contréler »
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= Relation de
Chasles et Lemme
d’Henstock

= Outil de contéle
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> Linégalité de la moyenne (Egalité des accroissements finis) et
généralisation
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> Si f =0, continue et fabf =0, alors f =0 sur [a,b] (et
contraposée)
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Concl US|On de Kurzweil-Henstock
- - = Critére de
Ob]ectlfs Cauchy-intégrale
= Critére de Cauchy-intégrale = Relation de
. , Chasles et L
= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock dHonatock
= Lintégration comme outil pour « contréler » = Outil de contole

> Linégalité de la moyenne (Egalité des accroissements finis) et
généralisation

> Si f =0, continue et fabf =0, alors f =0 sur [a,b] (et
contraposée)

> Extension aux fonctions complexes



Lecon 97 - Intégrale

Concl US|On de Kurzweil-Henstock
- - = Critére de
Ob]ectlfs Cauchy-intégrale
= Critére de Cauchy-intégrale = Relation de
. , Chasles et L
= Relation de Chasles et Lemme d’Henstock dHenctock
= Lintégration comme outil pour « contréler » = Outil de contole
>

Linégalité de la moyenne (Egalité des accroissements finis) et
généralisation

Si f =0, continue et fab f =0, alors f =0 sur [a,b] (et
contraposée)

Extension aux fonctions complexes

Formule de Taylor (avec reste intégral)



Lecon 97 - Intégrale

COﬂC' USIOn de Kurzweil-Henstock

= Critere de
Cauchy-intégrale

= Relation de

Chasles et Lemme
d’Henstock

Objectifs = Outil de contole
= Critére de Cauchy-intégrale

= Relation de Chasles et Lemme d’'Henstock

= Lintégration comme outil pour « contréler »

Pour le prochain cours
> Lecture du cours : chapitre 27 : Espaces euclidiens
> Exercice : n°807 & 810



	 Critère de Cauchy-intégrale
	 Relation de Chasles et Lemme d'Henstock
	L'intégration comme outil pour « contrôler » 
	 
	1. Problèmes
	2. « Construire »l'intégrale. Préalable
	3. Construction de l'intégrale
	4. Espaces et sous-espaces des fonctions intégrables
	5. L'intégrale comme un « outil puissant » de l'analyse
	5.1. Relation de Chasles
	5.2. « Contrôle »par intégration
	5.3. Extension aux fonctions à valeurs complexes
	5.4. Formules de Taylor

	 

