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Legon 98 - Séries

Pr0b|émeS numériques
Probléme Convergence décimale = Definitions
Up+1=Uup+107"d, avecd, €{0,1,...9} :oz::értrgires

1. Problemes

Probléme Etudier une suite définie par récurrence
Un+1 =VplUp +Wp

. Un+1 _ Wn
Ap+1 = n =Qapn + n .
[1ve [1oe
k=1 k=1
n-1

Etdonca, = )_ (ap+1—ag)...
k=1
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Probléme Convergence décimale 11 Problemes
Up+1=Uup+107"d, avec d, €{0,1,...9}

Probléme Etudier une suite définie par récurrence
Un+1 =VplUp tWp

Probléme Reconnaissance de la convergence
Probléme Comparaison série/intégrale et transformation d’Abel

n
Que devient l'intégration par partie : Z up(Wpe1—vp)?
k=1
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Legon 98 - Séries

Sénes numériques

= Définitions

= Premiéres
propriétés

Définition - Séries

Soit (un)n=n, Une suite de nombres réels ou complexes. .
n
Onpose S, = Y u.
k:no

On appelle série de terme général u, la suite (S;),>n,-

Onnote Y} u, (ou Y u,)lasériedet.g.u,,alaplace de (S,).
nzn

Le nombre S;, s’appelle la somme partielle d’ordre n ou n-ieme
somme partielle.



Séries

Définition - Séries

Soit (un)n=n, Une suite de nombres réels ou complexes.
n

Onpose S, = Y u.

k:no
On appelle série de terme général u, la suite (S;),>n,-

Onnote Y} u, (ou Y u,)lasériedet.g.u,,alaplace de (S,).
nzn

Le nombre S;, s’appelle la somme partielle d’ordre n ou n-ieme
somme partielle.

Remarque Une série est une suite. . .

Legon 98 - Séries
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= Premiéres
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2.1. Définitions



Legon 98 - Séries

Sénes numériques

= Définitions

= Premiéres
propriétés

Définition - Séries
Soit (un)n=n, Une suite de nombres réels ou complexes.

n
Onpose S, = Y u.
k:no
On appelle série de terme général u, la suite (S;),>n,-

Onnote Y} u, (ou Y u,)lasériedet.g.u,,alaplace de (S,).
nzn

Le nombre S;, s’appelle la somme partielle d’ordre n ou n-ieme
somme partielle.

2.1. Définitions

Remarque Une série est une suite. . .
Trés couramment, ng =0 ou ng = 1.



Convergence

Définition - Convergence, limite

o La série ) u, est dite convergente si (S,,) est convergente.
Dans le cas contraire on dit que ) u, est divergente.

n
* Si la série est convergente, S= lim S, = lim ) uy
n—+oo n—+oo
k=n0
+00

est appelée somme de la série et est notée Y u,.
n=ny
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2.1. Définitions



Legon 98 - Séries

Convergence numériques
= Définitions
Définition - Convergence, limite ot
o La série ) u, est dite convergente si (S,,) est convergente.
Dans le cas contraire on dit que ) u, est divergente. e
n
» Si la série est convergente, S = n1—1>I-PooSn = nl_lgloo Z up
k=n0

+00
est appelée somme de la série et est notée Y u,.

n=ny

Attention. Ecriture (1)

Que signifie chacune des trois notations suivantes :

+00 N
LY upoud un 2.) up 3.) un
n=0 n=0

n=0



Legon 98 - Séries

Restes numériques
S| (Sn) i S = Définitions
Définition - Suite des restes S

+00
R,=S-S8,= Z uy, est appelé reste d’ordre n de la série.
k=n+1 2.1. Définitions

On a donc nécessairement 11131 R, =0.
n—+oo



Restes

Définition - Suite des restes

+00

R,=8-8,= Z uy, est appelé reste d’ordre n de la série.

k=n+1
On a donc nécessairement 11131 R, =0.
n—+oo

Attention. Ecriture (2)

o) n-1 +00
Pour dire ) up— Y u, nous écrirons R, ou ) ug.
=0 £=0 k=n

Cette derniére écriture semble naturelle, et pourtant elle ne peut

exister que si la série converge (pourquoi ?).
D’ailleurs si I'on veut calculer le reste R,, d’'une série

convergente, nous devons nécessairement connaitre la limite de

o0
la série ) .
k=0

Legon 98 - Séries
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Critére de Cauchy

Le reste n’existe que si on a montré que la limite existe. ..
On peut arranger le coup en exploitant le critére de Cauchy.
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Critére de Cauchy

Le reste n’existe que si on a montré que la limite existe. ..
On peut arranger le coup en exploitant le critére de Cauchy.

Critere de Cauchy pour les séries

On peut exploiter les équivalences :
(S,,) converge si et seulement si (S,,) vérifie le critere de Cauchy.
ssiVe>0,INeNtqVp>qg=N,|S,-S,l<e.

P
ssiVe>0,INeNtqV p>g=N,| ) unl<e.
n=q

Legon 98 - Séries
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2.1. Définitions



« De méme nature »

Définition - Série de méme nature

Deux séries sont dites de méme nature si elles sont toutes deux
convergentes ou toutes deux divergentes.
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« De méme nature »

Définition - Série de méme nature

Deux séries sont dites de méme nature si elles sont toutes deux
convergentes ou toutes deux divergentes.

Exemple La convergence est indépendante des premiers termes

Legon 98 - Séries
numériques

= Définitions

= Premiéres
propriétés

2.1. Définitions
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Condition nécessaire de convergence

Proposition - Condition nécessaire pour la convergence

Si la série de terme général u, converge alors liIP u,=0
n—+oo
(la réciproque est fausse!).

Si le terme général ne tend pas vers 0, on dit que la série diverge
grossiérement.

Legon 98 - Séries
numériques

= Définitions

= Premiéres
propriétés

2.2, Propriétés



Condition nécessaire de convergence

Proposition - Condition nécessaire pour la convergence

Si la série de terme général u, converge alors n1—1>IPooun =0

(la réciproque est fausse!).
Si le terme général ne tend pas vers 0, on dit que la série diverge
grossiérement.

Démonstration

Legon 98 - Séries
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2.2, Propriétés



Condition nécessaire de convergence

Proposition - Condition nécessaire pour la convergence

Si la série de terme général u, converge alors n1—1>IPooun =0

(la réciproque est fausse!).
Si le terme général ne tend pas vers 0, on dit que la série diverge
grossiérement.

Démonstration
Attention. GROSSE ERREUR

La réciproque est absolument fausse. Comment s’exprime-t-elle ?
Lexercice suivant donne I'exemple d’'une série divergente mais
dont le terme général tend néanmoins vers 0.

C’est un exemple a connaitre par coeur et a mobiliser rapidement
en cas de doute.

Legon 98 - Séries
numériques

= Définitions

= Premiéres
propriétés

2.2, Propriétés



Legon 98 - Séries

Sérle harmonlque numériques
= Définitions
= Premiéres
propriétés
Exercice

2.2, Propriétés

o1
Onnotepourn=1,H, = Z 7 la somme partielle de la série
k=1

harmonique.
1. Quelle est la limite de (1) ?
2. Montrer que pourtoutn €N, Hon_1=2n+1

3. Conclure que la série diverge.



= Définitions

= Premiéres propriétés

1. Problémes

2. Généralités

2.3.Telescopage
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Legon 98 - Séries

|ntégrat|0n numériques
= Définitions
Heuristique. Processus d’intégration = Premiéres

ropriétés
Lorsque I'on souhaite étudier les variations d’'une fonction, on -
calcul le signe de la dérivée de f.
Lorsque I'on souhaite étudier les variations d’une suite, on calcul
le signe de la suite (v,,) définie par v, ;= up+1—Up.
Si I'on considére qu’il y a d’'une certaine fagcon une équivalence
entre la dérivation d’'une fonction et la dérivation (1) — (v,)
d’une suite, on peut se demander a quoi correspond la processus
inverse de la dérivation, c’est-a-dire l'intégration pour les suites.
Autrement écrit si (v,,) est obtenue en posant pour tout entier n,
Un = Up+1— Up, COMment faire pour obtenir (u,,) si seule la suite
(vy) est connue ?

2.3 Telescopage

n n
Ceesttrés simple :un, = ) vp+uo|= D (Wks1—ur)+uo
k=0 k=0



Legon 98 - Séries

EXG rCICe numériques
= Définitions
Exercice = Premiéres

propriétés

Considérons la suite (z,) définie par récurrence par :

1 n
upg=1 VneN un+1:§un+2

2.3 Telescopage

(Cas plus générale que les suites arithmético-géométriques).
Cette suite est-elle convergente, quelle est sa limite, peut-on
I'exprimer explicitement ? Pour répondre, considérons v, = 3" u,.

1.
2.

Exprimer v, 41 en fonction de v,,.

En utilisant la méthode du télescopage, montrer que v, peut
s’exprimer comme une somme.

En déduire une expression de u,,, ainsi qu'un équivalent de

(up).



Exercice

Analyse Limportant ici
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Lien suite-série

Proposition - Lien suite-série

La série Z(un+1 —uy) et la suite (u,) sont de méme nature.
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Lien suite-série

Proposition - Lien suite-série

La série Z(un+1 —uy,) et la suite (z,) sont de méme nature.

Exercice

Dans les cas suivants, déterminer la nature de la série Z U et,
lorsqu’il y a convergence, calculer la somme de la série.

_ 1\ _q.

i =(141) -1

2.

. Up

up=vn-vn-1;
u,=—+—--L
n \/m \/ﬁ’
— 1 -
T nn+1)’
unzln(1+%).

Legon 98 - Séries
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Cas des séries géométriques

Proposition - Séries géométriques

Soit g € C. La série de terme général g”, Y q", appelée série
géométrique de raison g, converge si et seulement |g| < 1. On a
alors

Legon 98 - Séries
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Cas des séries géométriques

Proposition - Séries géométriques

Soit g € C. La série de terme général g”, Y q", appelée série
géométrique de raison g, converge si et seulement |g| < 1. On a
alors

Démonstration

Legon 98 - Séries
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2.3 Telescopage
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Legon 98 - Séries

Llnéal’lté numériques
= Définitions
ne z . , . = Premiéres
Proposition - Opérations sur les séries propriétés

Soient deux séries Y u, et Y v, et A un réel non nul. Alors :
Y u,et) Au, sont de méme nature

+o0o +o00
eten cas de convergence Y (Aup)=21 Y u,. 24 Opsators st do s
n=ng n=ng convergentes

e Si Y u, et v, convergent alors Y (u, +v,) converge

+00 +00 +00
et Y (up+vy)= Y up+ X vy
n=no n=no n=no
e Sil'une des deux séries )} u, et Y v, converge et 'autre

diverge alors Y (u, +v,) diverge.
¢ Si) u, et) v, divergent, on ne peut rien conclure quant a la
nature de Y (u, +vy).



Legon 98 - Séries

Llnéal’lté numériques
= Définitions
ne z . , . = Premiéres
Proposition - Opérations sur les séries propriétés

Soient deux séries Y u, et Y v, et A un réel non nul. Alors :
Y u,et) Au, sont de méme nature

+o0o +o00
eten cas de convergence Y (Aup)=21 Y u,. 24 Opsators st do s
n=ng n=ng convergentes

e Si Y u, et v, convergent alors Y (u, +v,) converge

+00 +00 +00
et Y (up+vy)= Y up+ X vy
n=no n=no n=no
e Sil'une des deux séries )} u, et Y v, converge et 'autre

diverge alors Y (u, +v,) diverge.
¢ Si) u, et) v, divergent, on ne peut rien conclure quant a la
nature de Y (u, +vy).

Démonstration



Séries a valeurs dans C

Proposition - Séries complexes

Soit }_ u;, une série a termes complexes.
Alors ) u, converge si et seulement si les séries ) Reu,, et

Y Imu, convergent
+00o

+00 +00
etonaalors: ) u,=) Reu,+i) Imu,.
n=0 n=0 n=0
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Séries a valeurs dans C

Proposition - Séries complexes

Soit }_ u;, une série a termes complexes.
Alors ) u, converge si et seulement si les séries ) Reu,, et
Y Imu, convergent

+00 +00 +00
etonaalors: ) u,=) Reu,+i) Imu,.
n=0 n=0 n=0

Démonstration
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On a souvent u, = (—1)"v, avec, pour tout n e N, v, > 0.

Dans ce cas la, la somme partielle S;,, augmente, diminue,

augmente, diminue. . ..

On peut espérer que cette suite de somme partielle converge,

parce que ces suites extraites paires et impaires sont adjacentes. PB oA

séries de signe alterné



Legon 98 - Séries

Définition et exemple numériques
= Définitions
Heuristique. Convergence par « adjacence » = Premidres

propriétés

On a souvent u, = (—1)"v,, avec, pour tout n € N, v, > 0.

Dans ce cas |a, la somme partielle S; augmente, diminue,

augmente, diminue. . ..

On peut espérer que cette suite de somme partielle converge,

parce que ces suites extraites paires et impaires sont adjacentes. 25, Un cas ciassiue s
séries de signe alterné

Définition - Série alternée

On dit que la série }.(-1)"u,, est alternée si

> pourtoutneN, u, >0 ce quifait que la série est de
signe alterné

> |a suite () est décroissante.

> lim(u,)=0



Définition et exemple

Exemple Série harmonique alternée

Legon 98 - Séries
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25, Un cas classique : les
séries de signe alterné
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Exemple Série harmonique alternée

Informatique. Visualiser la convergence

25, Un cas classique : les

séries de signe alterné
Programme informatique simple



Définition et exemple

Exemple Série harmonique alternée

Informatique. Visualiser la convergence

Programme informatique simple

Legon 98 - Séries
numériques

= Définitions

= Premiéres
propriétés

Ce qui donne les représentations graphiques suivantes :

0. -0,

25, Un cas classique : les
séries de signe alterné

.,
aa,
~0.50| —oeest  TTEmaag
"Trmaag,
0.5 -0.690]
~0.60| ~0.692
~0.65 ~0.694]
0.70| ~0.696
wemmmmzE=ET
~0.75 ~0.698| samummte
PEL
~0.80| ~0.7000y ®
o 0.
20 20 60 e 100 120 a0 80 20 100 110 120 T30



Critere de Leibniz

Proposition - Critére de Leibniz

Soit (1) décroissante, positive, de limite nulle.

On consideére la série ) (—1)"u,.
n=0

Alors la série Z (—=1)"u, (de signe alternés) est convergente.

n=0
Par ailleurs, on a l'inégalité de contréle (trés importante) :

+00 n—1
> Dfup| = | Y (D Fup -S| <up
k=n k=0

+00
ot S = ¥ (-1)*uy est la limite (somme) de la série.
k=0

Legon 98 - Séries
numériques
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= Premiéres
propriétés

25, Un cas classique : les
séries de signe alterné



Critere de Leibniz

Démonstration

Legon 98 - Séries
numériques
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= Premiéres
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25, Un cas classique : les
séries de signe alterné



Legon 98 - Séries

Critere de Leibniz (Application) numériques

= Définitions

= Premiéres

propriétés
Exercice
. -_— k Yo .
Montrer que la série Y p>1 (% converge (série harmonique
alternée).
. . . 2.5. Un cas classique : les.
Jusqu’a quelle valeur de n est-il suffisant de faire le calcul pour SR s

avoir une approximation de la limite de cette série 2 1072 prés
(on peut penser a la rédaction d’'un programme informatique
d’approximation) ?



Conclusion

Objectifs
= Définitions
= Premiéres propriétés
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Conclusion

Objectifs
= Définitions

> Définition de série et série convergente.
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Conclusion

Objectifs
= Définitions
> Définition de série et série convergente.

» Définition du reste d’'une série convergente.
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Conclusion

Objectifs
= Définitions
> Définition de série et série convergente.

» Définition du reste d’'une série convergente.

» Série qui ont le méme comportement

Legon 98 - Séries
numériques

= Définitions

= Premiéres
propriétés



Conclusion

Objectifs
= Définitions
= Premiéres propriétés
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> La divergence grossiére ou, nécessairement, u, — 0.
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COﬂC'USIOn numériques
ObjeCtifs = Définitions
= Définitions

= Premiéres

= Premiéres propriétés propriétés
> La divergence grossiére ou, nécessairement, u, — 0.

> Premiere méthode d’étude : le télescopage
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ObjeCtifs = Définitions
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= Premiéres propriétés FREALES
> La divergence grossiére ou, nécessairement, u, — 0.
> Premiere méthode d’étude : le télescopage

> Stabilité de la convergence par combinaison linéaire.



Legon 98 - Séries

COﬂC'USIOn numériques
ObjeCtifs = Définitions
= Définitions

= Premiéres

= Premiéres propriétés propriétés
> La divergence grossiére ou, nécessairement, u, — 0.

> Premiere méthode d’étude : le télescopage

v

Stabilité de la convergence par combinaison linéaire.

v

Critére de Leibniz pour les séries de signe alterné



Conclusion

Objectifs
= Définitions
= Premiéres propriétés

Pour le prochain cours

» Lecture du cours : chapitre 38 : Séries numériques
3. Série a termes positifs

> Exercice : n°830, 840

> TD de jeudi :
8h-10h : n°827 (impairs), 828 (pairs), 831, 834, 837
10h-12h : n°827 (pairs), 828 (impairs), 833, 835, 838
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= Premiéres
propriétés
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