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Définition et exemple numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de

Heuristique. Convergence par « adjacence » poifs

On a souvent u,, = (—1)"v,, avec, pour tout n € N, v,, > 0. o

Dans ce cas la, la somme partielle S,, augmente, diminue, E—
d’'une série

augmente, diminue. . ..
On peut espérer que cette suite de somme partielle converge,
parce que ces suites extraites paires et impaires sont adjacentes.

2.5. Un cas classique : les
séries de signe alterné.

Définition - Série alternée
On dit que la série }.(-1)"u,, est alternée si

> pourtoutneN, u, >0 ce quifait que la série est de
signe alterné

> |a suite () est décroissante.

> lim(u,)=0
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Définition et exemple

Exemple Série harmonique alternée

Informatique. Visualiser la convergence

Programme informatique simple

Ce qui donne les représentations graphiques suivantes :
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Legon 99 - Séries

Cr|tére de LelanZ numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence

Proposition - Critére de Leibniz absolue
q 7 g ang A =>M I'étud
Soit (1) décroissante, positive, de limite nulle. Tursslis
On consideére la série ) (—1)"u,.
n=0
Alors la série Z (—=1)"u, (de signe alternés) est convergente.
n=0 25. Un cas classique : les

Par ailleurs, on a l'inégalité de contréle (trés importante) : s

+00 n—-1

Y DFur| = | Y (D up -S| <un

k=n k=0

+00
ot S = ¥ (-1)*uy est la limite (somme) de la série.
k=0



Critere de Leibniz

Démonstration
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Critére de Leibniz (Application)

Exercice

Montrer que la série Y p>1 # converge (série harmonique
alternée).

Jusqu’a quelle valeur de n est-il suffisant de faire le calcul pour
avoir une approximation de la limite de cette série 2 1072 prés
(on peut penser a la rédaction d’'un programme informatique
d’approximation) ?
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= Séries a termes positifs. Critére de Riemann
= Convergence absolue

= Mener I'étude d’'une série

1. Problémes
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3. Séries a termes positifs
3.1. Majoration des sommes partielles

4. Plan d’étude d’une série et série de référence
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Motivations

Heuristique. Motivations

Il'y a plusieurs raisons qui motivent I'étude des séries positives.
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Legon 99 - Séries

MOtlvatlonS numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de

Heuristique. Motivations Riemann
. . . . y 2 o 9ng = Convergence
Il'y a plusieurs raisons qui motivent I'étude des séries positives. Al

1. La premiere est guainsi on peut utiliser facilement le T ener Iétude
théoréme de convergence monotone (des suites), puisque la
suite des sommes partielles et dans ce cas une suite
croissante.

2. La seconde est que les séries absolument convergentes
(donc a termes positives) donne une condition suffisante
pour I'étude de la convergence des séries.

3. Et méme si on se place dans R+ (on accepte des limite
égale a l'infini), on peut affirmer que toute série a termes
positifs est convergente. C’est ce qu’on fait dans la définition
de l'intégrale de Lebesgue. ..



Théoreme de convergence dominée

Théoreme - Condition simple de convergence

Soit )" u, une série a termes positifs.
(I suffit en fait que u, = 0 a partir d’un certain rang.)
Y u, converge si et seulement si la suite (S, ) des sommes
partielles est majorée (c’est-a-dire s’il existe M tel que
vn,S,<M).
Dans le cas contraireona lim S, = +oo.
n—+oo
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Théoreme de convergence dominée

Théoreme - Condition simple de convergence

Soit )" u, une série a termes positifs.
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Criteres de convergence (sans connaitre S)

Théoreme - Inégalités

On suppose qu’a partir d’un certain rang 0 < u, <v,. Alors :

(> v, converge = Y u, converge )
et

> u, diverge = Y v, diverge ).
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Criteres de convergence (sans connaitre S)

Théoreme - Inégalités

On suppose qu’a partir d’un certain rang 0 < u, <v,. Alors :

(> v, converge = Y u, converge )
et
> u, diverge = Y v, diverge ).

Démonstration
Proposition - Majoration par négligeabilité

On suppose qu’a partir d’un certain rang, 0 < u, <v,
et que u, = O(v,).
Alors
(> v, converge = Y u, converge )
et
> u, diverge = Y v, diverge ).
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Criteres de convergence (sans connaitre S)

Théoréme - Equivalents

Siu, = U et u, = 0 a partir d’'un certain rang,
n—+oo
alors Y u, et ) v, sont de méme nature.

Legon 99 - Séries
numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence
absolue

= Mener I'étude
d'une série

3.2. Comparaison des séries &
termes positits



Criteres de convergence (sans connaitre S)

Théoréme - Equivalents

Siu, = U et u, = 0 a partir d’'un certain rang,
n—+oo
alors Y u, et ) v, sont de méme nature.

Démonstration

Legon 99 - Séries
numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence
absolue

= Mener I'étude
d'une série

3.2. Comparaison des séries &
termes positits



Legon 99 - Séries

MIeUX ' numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence
absolue

= Mener I'étude
Exercice d'une série
Soient ) u, et )} v, deux séries a termes positifs telles que

Un ~ Uy,. Montrer que
> Si ces séries convergent, les restes sont équivalents,

> Si ces séries divergent, les sommes partielles sont
équivalents,

3.2. Comparaison des séries &
termes positits
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= Convergence absolue
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1. Problémes

2. Généralités

3. Séries a termes positifs

3.3. Exploitation des séries de Riemann

4. Plan d’étude d’une série et série de référence
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Théorie

Proposition - Séries de Riemann

. . 1 .
Soit @ € R. La série de terme général — converge si et
n
seulement si a > 1.
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d'une série

. " .1 .
Soit @ € R. La série de terme général — converge si et
n
seulement si a > 1.
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Théorle numériques
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Proposition - Séries de Riemann oener
une série

. " ., 1 .
Soit @ € R. La série de terme général — converge si et
n
seulement si a > 1.

Démonstration

Exercice

En exploitant I'exercice précédent, donner des équivalents des
sommes partielles ou restes des séries de Riemann.

3.3. Exploitation des séries de
Riemann



Legon 99 - Séries

Exploitation des séries de Riemann numeriques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence
absolue

= Mener I'étude
d'une série

Exercice
Etudier la nature de la série de terme général

Up :nln(1+%)—cos\/iﬁ.

3.3. Exploitation des séries de
Riemann
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Le corollaire suivant est plutdt a considérer comme un o oonvergence
savoir-faire. = Mener Iétude
d'une série

Savoir-faire - Méthode du « n%u,, »

Soit )" u, une série a termes positifs.
> S'il existe a > 1 réel tel que ngglwn“un =0, alors Y u,
converge.
> S'il existe a < 1 réel tel que ngrpwn“un = 400, alors Y u,
diverge.

3.3. Exploitation des séries de
Riemann
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= Convergence

Le corollaire suivant est plutot a considérer comme un il
savoir-faire. = Mener I'étude

d'une série
Savoir-faire - Méthode du « n%u,, »
Soit )" u, une série a termes positifs.
> S'il existe a > 1 réel tel que ngglwn“un =0, alors Y u,
converge.
> S'il existe a < 1 réel tel que ngrpwn“un = 400, alors Y u,
diverge.

3.3. Exploitation des séries de
Riemann

Démonstration



= Séries a termes positifs. Critére de Riemann
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Définition - Série absolument convergente dune série

La série Y u, (v, € Rou u, € C) est dite absolument
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Une série absolument convergente est convergente.
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Legon 99 - Séries

Contre-exemple Pumériquss
= Séries a termes
Attention. La réciproque est fausse posiifs. Crere do
On exploite le contre-exemple classique suivant : n§1 % = Convergence
> Y u, est convergente. = Mener létude

Pour n € N*,

-1 1 -1
2n+l 2n+2 4n246n+2
-a,>0, —a, ~ ﬁ et ¥ 1 converge.

Donc Y a, également.
Enfin, notons que

Ap =U2p+1 T U2R+2 =

121 N n )
< ( _ 1) <
Z a n = Z n = Z a n 3.4. Séries absolument
n=1 n=1 n=1 -

Donc par encadrement, la série )" u, converge.
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d'une série

Attention. La réciproque est fausse

. . . —_ n
On exploite le contre-exemple classique suivant : ). %
n=1

> > u, nest pas absolument convergente, cela signifierait que
la série harmonique converge.

3.4. Séries absolument
convergentes



Legon 99 - Séries

Le critére de convergence absolue numeriques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence
absolue

Définition - Série absolument convergente = Mener l‘étude

d'une série

La série Y u, (u, € Rou u, € C) est dite absolument
convergente si la série ) |u,| est convergente.
Théoréme - Implication

Une série absolument convergente est convergente.

Démonstration

3.4. Séries absolument
convergentes



= Séries a termes positifs. Critére de Riemann
= Convergence absolue

= Mener I'étude d’'une série

1. Problémes

2. Généralités

3. Séries a termes positifs

4. Plan d’étude d’une série et série de référence
4.1. Plan d’étude
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Plan

Legon 99 - Séries
numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence

nature de la suite

terme général

méthode d’étude de la série

(up) diverge

Y up diverge

limp—+ooun #0

Y up diverge

errer 'étude

limpy— yooun =0

unp réel, Vn,un =0

on essaie de comparer avec une série de référence
ou on essaie de « voir »un téléescopage

ou on essaie de majorer les sommes partielles

ou on compare avec une intégrale

d'une-série

unp réel, Vn,upn <0

on étudie la série de t.g. —un

up =(=D"vp
si (up) \\ (ou /") (nécessairement (vy) — 0)

On applique le critére de LEIBNIZ

up réel mais pas de signe constant

on étudie Y. lup | avec lupn|>0:
siY luplcvalors Y up cv
si Y. |un| div : voir au cas par cas

up complexe

on étudie Y |up | avec lup|=0:
siY luplcvalors Y up cv

si X |un| div : au cas par cas en étudiant Y Reup, et ¥ Imuy,

Le tableau sera complété encore I'année prochaine : semi-convergence : convergence de la série et non convergence
absolue, critére de d’Alembert. . .

4.1. Plan d'étude



Comparaison série-intégrale

Lemme - Comparaison directe

Soient ng € N et f continue par morceaux, décroissante sur
[ng, +ool. Alors

n

n+l
Vn=ng+1, f f(t)dtsf(n)sf f@)de
n =1

n
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positifs. Critére de
Riemann

= Convergence
absolue

= Mener I'étude
d'une série

4.2. Comparaison
série-intégrale



Comparaison série-intégrale

Lemme - Comparaison directe

Soient ng € N et f continue par morceaux, décroissante sur
[ng, +ool. Alors

n+1 n
Vn=ng+1, f f(t)dtsf(n)sf f(@)d¢
n n—1

Proposition - Méme comportement série-intégrale

Soient ng € N et f continue par morceaux, positive, décroissante

sur [ng, +ool.

Alors Z f(n) converge si et seulement si I'application
nzng

X
x -—»[ f(t)dt admet une limite finie quand x tend vers +oo.
ng
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Comparaison série-intégrale

Lemme - Comparaison directe

Soient ng € N et f continue par morceaux, décroissante sur
[ng, +ool. Alors

n+1 n
Vn=ng+1, f f(t)dtsf(n)sf f(@)d¢
n n—1

Proposition - Méme comportement série-intégrale

Soient ng € N et f continue par morceaux, positive, décroissante

sur [ng, +ool.

Alors Z f(n) converge si et seulement si I'application
nzng

X
x -—»f f(t)dt admet une limite finie quand x tend vers +oo.
ng

Démonstration
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série-intégrale



Legon 99 - Séries

Utilisation de la comparaison série-intégrale numériaues

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence

Savoir-faire. Comment exploiter la comparaison absolue
série-intégrale T e
une série

Si f est monotone a partir d’'un certain rang X, alors pour tout
=|X|+1,0na (cas décroissant) : V n = N,

N+1
f Fdt< Y F)< f F@o)dt..

+1 k=n+1
Puis, par méthodes supplémentaires sur les calculs intégrales :

IPP, changement de variable, utilisation de primitive. .., on peut

transférer par encadrement les informations sur la série Z f (k).
k=N

4.2. Comparaison
série-intégrale



= Séries a termes positifs. Critére de Riemann
= Convergence absolue

= Mener I'étude d’'une série

1. Problémes

2. Généralités

3. Séries a termes positifs

4. Plan d’étude d’une série et série de référence
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Série de référence

Truc & Astuce pour le calcul - Série de référence

e Série de Riemann

: 1 . :
La série de terme général —, converge si et seulement si a > 1.
n

e Série géométrique

La série de terme général x™ est convergente si et seulement si
lx] < 1.

e Série du binbme négatif

Soit 7 € N. Si x| < 1, la série L=, (¥)*~ converge;

+00 (k) her
(1—ry+1°
k:r,r_ - - x)
e Série exponentielle
+00 ,.10
x" x X
Pour tout x complexe, la série Z 7 converge; Z —=e".

n=0 1

Legon 99 - Séries
numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence
absolue

= Mener |'étude
d'une série
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Exercices

Exercice
Soit x €] -1, 1].
On note pour tout 7 € N, pour tout p €N, aj, = (¥ ")xP. On
. . e m n
s’intéresse a la série T p;oap.
1. Montrer que la série T" est convergente.

2. Rappeler la formule du triangle de Pascal.

N
3. Simplifier (téléscopage) (1—x) ) a}, en déduire :
p=0

+00 +00 1
n __ n—
1-x) E ap = E ap
p=0 p=0

4. Exprimer T, en déduire pour tout n € N la valeur de
+o0o +n +o00o +n
Z p xp — Z p

p:O p p:O n

xP

Legon 99 - Séries
numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

= Convergence
absolue

= Mener |'étude
d'une série
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Legon 99 - Séries

EXGrCICeS numériques
Exercice
I i Séries a tt
Soient les deux suites (S,) et (S},) telles que posifs, Crito do
n 1 1 n 1 Riemann
\4 nEI\I* - S, = — et S, — + —. = Convergence
n= ! ! !
=0 k n-n. k=0 k absolue
1. Montrer que (Sn) et (S))) sont adjacentes. 5 Mener fétude
Nous admettons qu’elles convergent vers e (voir derniére

question).

2. Ecrire un programme en Python utilisant les suites (S,) et
(S}, pour calculer une approximation de e a 1076

3. Soitx > 0. Soient p,neNavecp<n

P lx(l—%)x-nx(l—}%l)xk

3.1 Montrer que (1+%) Zk;) k

x*

p
3.2 En faisant tendre n vers l'infini, en déduire que e* = Z E
k=0 *
Dok
3.3 En déduire que la suite Z k_ est convergente.

P
3.4

3 . 5 4.3. Séries de référence



Legon 99 - Séries

EXGrCICeS numériques
Exercice
R . It = Séries a termes
Soient les deux suites (S,) et (S},) telles que positfs. Criere de
n o1 1 no1 Riemann
VnEN* :Sn: Z_etS, = —+ —. = Convergence
k=0 k! n n- n! k=0 k! absolue

= Mener |'étude
d'une série

1. Montrer que (S},) et (S},) sont adjacentes.
Nous admettons qu’elles convergent vers e (voir derniére
question).

2. Ecrire un programme en Python utilisant les suites (S,,) et
(S!) pour calculer une approximation de e a 1076
3. Soit x > 0. Soient p,n e N avec p < n.
3.1
3.2
3.3

3.4 Par ailleurs, montrer que
1X(1_l)x...x(1_ﬂ) k
X n
1+5) <%, Y X
+00 xk

3.5 Endéduirequee* =) —.
ko k!

4.3. Séries de référence



Legon 99 - Séries

SaVOI r'fal I’e numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de
Riemann

Savoir-faire. Calcul exact avec des séries exponentielles

= Convergence
absolue

Considérons un polyndme P de degré d (pas trop élevé).
+00 = Men([erll'étude
On cherche a calculer la valeurde S = ), %x" oux€R. dune série

n=0
La famille (1,X,X(X - 1),...X(X —1)---(X —d)) est
échelonnée, composée de d + 1 polynomes : elle forme une base
de Kq4[X1.
d
Il existe ag,a1,...aq telsque P = Y apNp ou
k=0
Np=X---(X-Fk).

d
Alors par linéarité : S = ) ay,
k=0

+00 N
> %x”) mais Ny (n) et n!

n=0
se simplifient. ..

4.3. Séries de référence



Application

Exercice

Calculer S =

+too gn n22n

n=0

n!

Legon 99 - Séries
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Conclusion

Objectifs
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann
= Convergence absolue
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Lecon 99 - Séries

COﬂC' USIOn numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de

- . Ri
Obijectifs emant
o \ e o . = Convergence
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann absolue

= Mener I'étude
d'une série

> CNS de convergence : étre bornée.

2.5. Un cas classique : les

séries de signe alterné




Legon 99 - Séries

COﬂC' USIOn numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de

. . Ri
Obijectifs emant
o \ ") 0 . = Convergence
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann absolue
> CNS de convergence : étre bornée. ener 1etude

> Si0<u,<v, alors } v, converge = Y u, converge.



Legon 99 - Séries

COﬂC' USIOn numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de

Objectifs Riemann
Ari 2 oY TN . C
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann o ergence

absolue

R , Mener I'étud
> CNS de convergence : étre bornée. iy 2;;:‘” °

> Si0<u,<v, alors } v, converge = Y u, converge.

> Si0O<u,etu, ~v, alors }_u, converge = Y v, converge.



Legon 99 - Séries

COﬂC' USIOn numériques

= Séries a termes
positifs. Critére de

- . Ri
Objectifs emann

o . g o . = Convergence
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann absolue

= Mener I'étude

> CNS de convergence : étre bornée. dlune série

> Si0<u,<v, alors } v, converge = Y u, converge.
> Si0O<u,etu, ~v, alors }_u, converge = Y v, converge.

» En particulier si v, = la ..La série } v, converge alors ssi a > 1.
n



Conclusion

Objectifs
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann
= Convergence absolue
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Conclusion

Objectifs
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann
= Convergence absolue

> Zun converge absolument si }_ |u,| converge

Lecon 99 - Séries
numériques

= Séries a termes
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Riemann

= Convergence
absolue
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2.5. Un cas classique : les

signe alterné




Legon 99 - Séries

COﬂC'USIOn numériques
= Séries a termes
A . positifs. Critére de
Oblec“fs Riemann
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann = Convergence

absolue

= Convergence absolue

= Mener I'étude
> Y u, converge absolument si ¥ |u,| converge CRDELID

> 3 u, converge absolument = ) u, converge




Conclusion

Objectifs
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann
= Convergence absolue

> Zun converge absolument si }_ |u,| converge
> 3 u, converge absolument = ) u, converge

> La réciproque est fausse
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Conclusion

Objectifs
= Séries a termes positifs. Critere de Riemann
= Convergence absolue

>

>

v

Zun converge absolument si }_ |u,| converge

Z u, converge absolument = Z u, converge

La réciproque est fausse

(Culture : ¥ ¢ : N — N bijective, Y upm)= ) un ssiilya

convergence absolue)

neN

neN
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Conclusion

Objectifs
= Séries a termes positifs. Critére de Riemann
= Convergence absolue

Pour le prochain cours
» Lecture du cours : chapitre 39 : Sommabilité
> Exercice : n°836, 839
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