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Famille (positive) sommable

Soit I un ensemble non vide et P f (I), l’ensemble des parties
finies de I.

Définition - Famille de réels positifs sommable

Une famille (αi)i∈I de réels positifs ou nuls est dite sommable, si

∃ M ∈R+,∀ J ∈P f (I),
∑
i∈J

αi É M

Si tel est le cas, on définit et on note la somme de la famille
(αi)i∈I par :

SI (α) := ∑
i∈I
αi = sup

J∈P f (I)

∑
j∈J

αi

Si la famille n’est pas sommable, alors on pose
∑
i∈I
αi =+∞ (ce

qui est bien la valeur de la borne supérieure. . .)

Remarque Rappel
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Premier cas particulier : les séries

Proposition - Cas I =N. Les séries positifs

La suite (un)n∈N est sommable si et seulement si la série (de
termes positifs)

∑
nÊ0

un converge. En cas de sommabilité :

SN(u)=
+∞∑
n=0

un.

Démonstration
Remarque Notation
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Applications avec I =N2

Savoir-faire. Sous ensembles finis de N2

Se concentrer sur [[0, N]]× [[0,P]] car les familles sont à termes
positifs.

Exercice

Montrer la sommabilité de la famille
(

1
p2q2

)
(p,q)∈(N∗)2



Leçon 100 !!! -
Sommabilité

⇒ Définition

⇒ Etudier et calculer

1. Problème

2. Somme de famille
de réels positifs

2.1. Définition

2.2. Cas I =N
2.3. Cas I =N2

2.4. Comparaisons

2.5. Sommation par suite
croissante d’ensembles

2.6. Sommation par paquets et
théorème de Fubini

2.7. Enoncé dans R+ = [0,+∞]

Applications avec I =N2

Savoir-faire. Sous ensembles finis de N2

Se concentrer sur [[0, N]]× [[0,P]] car les familles sont à termes
positifs.

Exercice

Montrer la sommabilité de la famille
(

1
p2q2

)
(p,q)∈(N∗)2



Leçon 100 !!! -
Sommabilité

⇒ Définition

⇒ Etudier et calculer

1. Problème

2. Somme de famille
de réels positifs

2.1. Définition

2.2. Cas I =N
2.3. Cas I =N2

2.4. Comparaisons

2.5. Sommation par suite
croissante d’ensembles

2.6. Sommation par paquets et
théorème de Fubini

2.7. Enoncé dans R+ = [0,+∞]

Exemple de famille non sommable

Savoir-faire. Montrer qu’une famille n’est pas sommable

Si l’on trouve une suite (Jn)n∈N de sous-ensembles finis de I tel
que Sn := ∑

i∈Jn

ui n’est pas majorée, alors nécessairement la

suite n’est pas sommable.

Exercice

On cherche à étudier la sommabilité de
(

1
p2 + q2

)
(p,q)∈(N∗)2

1. Par une comparaison série-intégrale, montrer que

Q∑
q=1

1
p2 + q2 Ê 1

p

(
arctan

Q+1
p

−arctan
1
p

)

2. Montrer alors que la suite

(
n∑

p=1

2p−1∑
q=1

1
p2 + q2

)
n

n’est pas

majorée. Conclure
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Comparaison des ensembles

Proposition - Comparaison des ensembles

Soit (αi)i∈I ∈RI+, une famille de réels positifs.
Supposons que (αi)i∈I est une famille sommable
Soit I ′ ⊂ I.
Alors (αi)i∈I ′ est une famille sommable et

∑
i∈I ′

αi É
∑
i∈I
αi.

Démonstration
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Comparaison des termes

Proposition Comparaison de termes

Soit (αi)i∈I ∈RI+, une famille de réels positifs.
Soit (βi)i∈I ∈RI+, une autre famille de réels positifs tels que :
∀ i ∈ I, (0É)βi Éαi.
• Si (αi)i∈I est une famille sommable, alors (βi)i∈I est une
famille sommable.
Et

∑
i∈I
βi É

∑
i∈I
αi.

• Si (βi)i∈I n’est pas une famille est sommable, alors (αi)i∈I
n’est pas une famille est sommable (contraposée).
Et

∑
i∈I
βi =

∑
i∈I
αi =+∞.

Démonstration
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théorème de Fubini

2.7. Enoncé dans R+ = [0,+∞]

Condition nécessaire pour I

Théorème - I est au plus dénombrable

Si (αi)i∈I est une famille de réels positifs sommable, alors
I ′ = {i ∈ I | αi > 0} est au plus dénombrable.

Remarque Rappels
Démonstration
Remarque Intégration d’une fonction
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