Lecon 106 - Espaces
vectoriels euclidiens

= Exploiter le p.s.
pour étudier les
hyperplans

= Adjoint d'un
endomorphisme

Lecon 106 - Espaces vectoriels euclidiens

27 mai 2026



= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

= Adjoint d’'un endomorphisme

1. Problemes

2. Définitions et regles de calcul

3. Orthogonalité

4. Cas de la dimension finie : espaces euclidiens
5. Projections orthogonales

6. Hyperplans vectoriels et affines d’'un espace euclidien
6.1. Lemme de Riesz
6.2. Espace affine euclidien
6.3.Transposition
6.4. Crochet de dualité

Lecon 106 - Espaces
vectoriels euclidiens

= Exploiter le p.s.
pour étudier les
hyperplans

= Adjoint d'un
endomorphisme

6.1. Lemme de Riesz




= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans

= Adjoint d’'un endomorphisme

1. Probléemes

2. Définitions et regles de calcul

3. Orthogonalité

4. Cas de la dimension finie : espaces euclidiens
5. Projections orthogonales

6. Hyperplans vectoriels et affines d’'un espace euclidien
6.1. Lemme de Riesz

Lecon 106 - Espaces
vectoriels euclidiens

= Exploiter le p.s.
pour étudier les
hyperplans

= Adjoint d'un
endomorphisme

6.1. Lemme de Riesz

e affine euclidien




Caractérisation des formes linéaires

Proposition - Caractérisation des formes linéaires

Soient E un espace euclidien et ¢ € E* = L(E,R).
Alors il existe un unique a € E tel que Vx € E, ¢p(x) = (a|x).
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Soient E un espace euclidien et ¢ € E* = L(E,R).
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Proposition - Caractérisation des formes linéaires = Adjoint dun

endomorphisme

Soient E un espace euclidien et ¢ € E* = L(E,R).
Alors il existe un unique a € E tel que Vx € E, p(x) = (a|x).

Démonstration

Heuristique - Principe de construction

Ici,on a:
0. Un espace ambiant, euclidien
6.1. Lemme de Riesz

1. une forme linéaire f e E*
2. Alors il existe a € E tel que f : x — {(a|x)



Lecon 106 - Espaces

Appl |Cat|on vectoriels euclidiens

= Exploiter le p.s.
pour étudier les
hyperplans
= Adjoint d'un
endomorphisme
Corollaire - Equation de H et vecteur normal
Soient 28 une b.o.n de E euclidien et H un hyperplan de E.
n
Alors il existe (a1,...,a,) € R" tel que Z a;x; = 0 soit 'équation
i=1
de H dans 28 et dans ce cas a € E de coordonnées (ai,...,an)
dans 28 est un vecteur normal 8 H, H = Vect(a)™.

6.1. Lemme de Riesz
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Soient 28 une b.o.n de E euclidien et H un hyperplan de E.
Alors il existe (a1,...,a,) € R" tel que i a;x; =0 soit 'équation
de H dans Z etdanscecasa € E delc:c;ordonnées (a1,...,an)
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Proposition - Vecteur normal & un hyperplan affine LRepans
= Adjoint d'un

Soit Z =(Q,eq,...,e,) un repére affine orthonormal de I'espace Eiconoibiisne
E de dimension n (i.e. que B =(ey,...,e,) est une b.o.n de E).

Soit A un hyperlpan affine de E.

On appelle vecteur normal a /2, tout vecteur normal a la direction

H de #, c’est-a-dire a € E tel que H = Vect(a)".

Si a a pour coordonnées (a1,...,a,) dans &, alors A possede

une équation dans Z du type i a;x; =h.

i=1

n
Réciproquement : Y a;x; = h avec (ay,...,a,) #(0,...,0), est
i=1

6.2. Espace affine euclidien
I'équation d’un hyperlpan affine de vecteur normal a de
coordonnées (a1,...,a,) dans 4.
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Lignes de niveaux

Exemple Dans R? et R®
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Corollaire - Ligne de niveau : hyperplan

Dans E euclidien, les lignes de niveau de I'application

M — H)/IT[ (c’est-a-dire les ensembles

E,={MecE |m-7i = k}) sont des hyperplans affines de
vecteur normal 7.
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Proposition - Distance a un hyperplan affine

Soit /£ un hyperplan affine de E euclidien, défini par un point A
et un vecteur normal unitaire 72. Alors, pour M point de E, on a

d(M, 7) =AM -7 |.

6.2. Espace affine euclidien
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Distance a un hyperplan (cas n =2 ou n = 3)

Corollaire - Distance a une droite du plan

Soit @ d’équation ax + by + ¢ = 0 dans un r.o.n du plan euclidien
R2 et M(xpr, ypr) un point. Alors
+byy +
d(M, )= M_

VaZ i 02
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= Exploiter le p.s.

Corollaire - Distance a une droite du plan pour étudier les

hyperplans
Soit 2 d’équation ax + by + ¢ = 0 dans un r.o.n du plan euclidien = Adjoint d'un

R2 et M(xpr, ypr) un point. Alors endomorphisme
axpy +byy +
d(M,2) = | CM T oyM el

VaZ+ b2

Corollaire - Distance a un plan de I'espace

Soit &2 d’équation ax + by + cz + d = 0 dans un repére
orthonormé de I'espace euclidien R? et M (xar, yar, zar) un point.

Alors
|axM + byM I CZM + d| 6.2. Espace affine euclidien

Va2 + b2 +c2?

d(M,2?) =
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Distance a un hyperplan (cas n =2 ou n = 3) veclorils euclciens

= Exploiter le p.s.

Corollaire - Distance a une droite du plan pour étudier les

hyperplans
Soit 2 d'équation ax + by + ¢ = 0 dans un r.o.n du plan euclidien = agointun
R2 et M(xM,yM) un point_ Alors endomorphisme
axpy +byy +c
d(M,2) = | CM T oyM el

VaZ i 02

Corollaire - Distance a un plan de I'espace

Soit &2 d’équation ax + by + cz + d = 0 dans un repére
orthonormé de I'espace euclidien R? et M (xar, yar, zar) un point.
Alors

|axM + byM I CZM + d| 6.2. Espace affine euclidien

d(M,2P) =
VaZ+ 21

Démonstration
Exercice Reprendre le calcul de la distance de a =(2,2,0) a
F =vect((1,1,2),(1,-1,1)).
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Interprétation matricielle

Analyse - Interprétation matricielle.
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Analyse - Interprétation matricielle.

Remarque S'il n’y a pas de base orthonormée

6.3.Transposition
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Forme bilinéaire non dégénérée

On élargit la notion de produit scalaire.
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On élargit la notion de produit scalaire. endomorphisme
Définition - Forme bilinéaire non dégénérée

Soient E, F' deux espaces vectoriels.

On dit que la forme bilinéaire B : E x F — R est non dégénérée si
(VxeE,B(x,y)=0)=>y=0
(VyeF,B(x,y)=0=>x=0

6.4. Crochet de dualité
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= Exploiter le p.s.
pour étudier les
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On élargit la notion de produit scalaire. endomorphisme
Définition - Forme bilinéaire non dégénérée

Soient E, F' deux espaces vectoriels.

On dit que la forme bilinéaire B : E x F — R est non dégénérée si
(VxeE,B(x,y)=0)=>y=0
(VyeF,B(x,y)=0=>x=0

Exercice
Montrer que tout produit scalaire définie sur E st une forme
bilinéaire non dégénérée. A G oa g
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Définition - Crochet de dualité

Soit E un Rev. de dimension finie.
On appelle crochet de dualité de E la forme bilinéaire non
dégénérée :

B:E* xE —R,(¢,x) — ¢(x)

6.4. Crochet de dualité
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Définition - Crochet de dualité
Soit E un Rev. de dimension finie.
On appelle crochet de dualité de E la forme bilinéaire non
dégénérée :
B:E* xE —R,(¢,x) — ¢(x)

Exercice
Montrer qu’il s’agit bien d’une forme bilinéaire non dégénérée.

6.4. Crochet de dualité
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Heuristique - Principe de construction/d’application

Ici,ona:
0. Un espace ambiant, de dimension finie (a priori non
euclidien)
1. une isomorphisme (canonique) ® de E* sur E.
2. On définit alors B, crochet de dualité : B(f,x) = f(x).

En fait B(f,x) = (O(f), x).

6.4. Crochet de dualité
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Définition - Orthogonal dual endomorphisme
Soit E un espace vectoriel et A un sous-espace de E.
Onnote A’ ={pe E* |V x€ A,B(¢p,x) = ¢p(x) = 0}.
Soit C un sous-espace de E*.
Onnote C'={x€E |V f € C,B(f,x) = f(x) = 0}.

6.4. Crochet de dualité
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Définition - Orthogonal dual e —
Soit E un espace vectoriel et A un sous-espace de E.
Onnote A’ ={pe E* |V x€ A,B(¢p,x) = ¢p(x) = 0}.
Soit C un sous-espace de E*.
Onnote C'={x€E |V f € C,B(f,x) = f(x) = 0}.

Application. Mécanique quantique

6.4. Crochet de dualité
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Définition - Orthogonal dual

Soit E un espace vectoriel et A un sous-espace de E.
Onnote A’ ={pe E* |V x€ A,B(¢p,x) = ¢p(x) = 0}.
Soit C un sous-espace de E*.
Onnote C'={x€E |V f € C,B(f,x) = f(x) = 0}.

Application. Mécanique quantique

Exercice On suppose que E est de dimension n. Soit (e1,...ep)
une base de A complétée en (e1,...ep,ep11,...€5) Une base de
E.

Donner une caractéristique de A° avec les applications er.

En déduire dim A°,

6.4. Crochet de dualité
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> Distance a hyperplan. ..
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(u(x),a) = (x,b).
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Objectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans
= Adjoint d’'un endomorphisme

> Dans le cas euclidien: u*:a— b telque V x € E,
(u(x),a) = (x,b).

> Alors Mp(u*)= M;
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= Exploiter le p.s.
pour étudier les

. . hyperplans
Objectifs = Adjoint d'un
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans e —

= Adjoint d’'un endomorphisme

> Dans le cas euclidien: u*:a— b telque V x € E,
(u(x),a) = (x,b).

> Alors Mp(u*)= M;

» Si E non euclidien, on agit sur les forme linéaire (...)!
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Obijectifs
= Exploiter le produit scalaire pour étudier les hyperplans
= Adjoint d’'un endomorphisme

Pour le prochain cours
» Lecture du cours : chapitre 35 : Probabilité sur un univers fini
> Exercice n° 586
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