Chapitre

Utilisation de la dérivation

Résumé -

Ce chapitre se présente comme un large résumé du cours de premiere S avec ajouts

de fonctions usuelles (vues en terminale ou en MPSI). On reprend tous les résultats

en admettant la notion fine de limite, ils nous serviront d’'outils pour des études

plus poussés par la suite ou bien pour leur application dans d'autres domaines

scientifiques. Le but est donc de raffiner notre technique (calculs). . ..

1l ne faut pas oublier que la notion de fonctions est une notion fine des mathé-

matiques modernes, elle a mis plusieurs siecle a émerger : Leibniz, puis Euler, puis

Cantor et Weierstrass. .. pour arriver jusqu'a nous. Et encore, le joyau n'est pas en-

core définitivement ciselé (distributions de Schwartz...). Sur internet :
— OptimalSup-Spé - Cours Fonctions usuelles. https ://lwww.youtube.com/watch 2v=xTbtre9dgmQ
— Micmaths - Merveilleux logarithmes - https :/lwww.youtube.com/watch 2v=rWfl7Pw8YVE
— El]Jj - Différences équations/fonctions (pas de questions stupides#01)
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Utilisation de la dérivation

1. Problemes

? Probléme 30 - Optimisation par FERMAT. Raisonnement pré-
dérivatoire

Reprenons 'exemple de Fermat qui cherche a trouver la position E sur
un segment [AC] de maniére a ce que AE x EC soit maximum.

Notons a = AE et b= EC.On adonc a+ b = d(= AC) fixé. On cherche la
valeur maximal de AE x EC = a(d — a) = ad — a®.

La méthode de Fermat consiste donc a ajouter une valeur e a AE, on a
alors une nouvelle valeur qui vaut : (a+e)d — (a + e =ad-a*+eld-
2a) — é%.

Ajouter une valeur e a AE consiste donc a faire évaluer AE x EC d’'une
valeur ad — a® + e(d —2a) — €* — ad + a® = e(d — 2a) + €.

Fermat dit qu'il faut « adégaler » les deux valeurs cela donne e(d —2a) +
e? = 0. On peut simplifier par e # 0.

On trouve donc d —2a+e =0, et il prend e = 0 et donc a = %. E est au
milieur de [AC]. Qu’en pensez-vous?

? Probléme 31 - Optimisation

On passe notre vie a optimiser nos actions, nos décisions (la plus effi-
cace, la moins longue...).

Comment assurément trouver une stratégie qui permet a tous les coups
d’optimiser (au moins localement) nos décisions.

Si elle se mesure sous la forme Résultat(Action), on doit trouver :
Résultat(Action+d)<Résultat(Action) et Résultat(Action-§)<Résultat(Action)
également...

? Probleme 32 - Dérivation : concept local ou global ?

A priori 'optimisation précédente de la fonction Résultat donne des va-
leurs différentes selon la valeur Action ou1 I'on se place. Ainsi, la notion
de dérivation est un concept local.

Et donc, dans un second temps, une fois que pour tout x, f’(x) est bien
défini, on peut seulement réunir toutes ces valeurs en une seule fonction
f-

D’ou vient le miracle que dans la pratique, on peut directement agir de
f a f’ (de fonction a fonction) ?

? Probleme 33 - Dérivations de fonctions usuelles et des opé-
rations
Et ainsi, en particulier, quelles sont les transformations de dérivation
pour les fonctions usuelles ? Et également, que deviennent les opérations
classiques (+, x,0) pour la dérivation?

? Probléme 34 - Se concentrer sur un probléme
D’une certaine fagon, regarder la dérivation de f en xo, c’est faire I'ap-
proximation affine (donc relativement simple) mais juste des valeurs
f (%) pour x proche de xjp.
Ces valeurs approchées peuvent se concentrer autour de 0. Et si 'on se
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trouve autour d’'un cas de limite problématique du type : :—8, ne peut-
on pas exploiter les approximations affines (et donc les dérivées) pour
obtenir une bonne évaluation de cette forme indéterminée?

? Probléme 35 - Etude de fonctions complexes

Comment étudier des fonctions a valeurs dans C : f : R — C (comme
0 — ei%)?

Nous les avons définies lors du chapitre précédent; comment les dériver
maintenant?

Mieux : comment étudier des fonctions de la variables complexes ? Peut-
on les dériver, comment cela s’adapte?

2. Deérivation

2.1. Approche historique

Remarque - Connaissance a priori

L

a dérivation est une limite, il faudrait donc commencer par définir propre- | £x 1961, Abrafiam Robinson crée une nouvelle logique
ment (=formellement) la définition delalimite (d'une suite ou d'une fonction | mathématique en s'appuyant sur les nombres hyperréels.
en un point). Or on suit (pour commencer 'année) le parcours historique des | Edward Nelson, en 1977, renouvelle ['analyse non stan-
mathématiques, cette définition n’a été formalisée qu’au XIXeme siécle (Bol- | datd (IST) en donnant un nouveau sens aux infinitési-
zano, Cauchy, Weierstrass), apres les théorémes fondamentaux de Newton, | mauxet définit un nouveau calcul...

Pour aller plus loin - Analyse non standard

Leibniz (fin du XVIIeme siécle), Euler (XVIIIeme siecle). .. Nous nous conten-

terons de savoir que :

— toute suite de réels, croissante et majorée, converge (dans R)

— si les limites existent bien et que les calculs sont possibles, alors la
limite d'une somme, respectivement d’'un produit, respectivement
d’'une composition est la somme des limites, respectivement le pro-
duit des limites, respectivement la composition des limites.

<*Heuristique - Infinitésimaux

#& Représentation - Nombre dérivée

Le calcul différentiel et le calcul intégral ont été finalisés indépendamment et associés par
Leibniz (1684) et Newton (1671, publié en 1736).

Leurs raisonnement repose sur une notion floue d’infinitésimaux (ou de fluente), notion
non convaincante a I'époque.

Johan Bernoulli (1692) popularise aupres de toute sa dynastie, du marquis de L'Hospital
et surtout d’Euler, la découvert de Leibniz (« une énigme plutét qu'un explication ») et
pense que des explications trop abondantes au sujet de I'infiniment petit pourrait troubler
I'entendement de ceux qui ne sont pas « accoutumés a de longues explications ».

En fait, il manque la notion claire de limite, dont d’Alembert (1754) s’approche le plus. La
bonne notion de limite est définie par Bolzano (1817), Cauchy (1823) ou Weierstrass (1861)
et donnent ainsi une définition bien formalisée et solide mathématiquement (permettant
de démontrer des résultats), abandonnant la notion d’Infinitésimaux.

Ce chapitre s’appuie sur des mathématiques du XVIIL. Nous ferons les démonstrations apres

1L s'agit d’'une notion « dynamique » (limite). I( faut le
voir comme un film, en plusieurs temps X — Xq :

159 M

avoir défini la notion de limite.

Remarque - Cours de physique ‘
En physique, en MPSI, le cours est proche des idées de Leibniz et Newton, et c'est trés bien »“ e ——ed

ainsi.

La notation a—f est celle de Leibniz. La notation X est due @ Newton !
X

o) = f(z)
! [T
!

C'est Lagrange, aprés un détour par Euler, qui impose la notation f. 0 v s :

Remarque - Limite

On va faire comme si on connaissait la notion de limite, application linéaire imAf+g= 1

Alim f+1limg)...

1
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2.2. Dérivabilité

(Déﬁnition - Nombre dérivée )

Soient I un intervalle de R, f une fonction définie sur I et xo un point de I.

[ estdérivable en xj sila fonction x — m;:—f;)u“), définie sur I — {xp}, admet
une limite finie en xg.

On a alors

f'(x0) = lim F) =~ fx0) _ lim fxo+h) = f(xo)

X=X X —Xg h—0 h

f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de 1.

f'(x) s’appelle le nombre dérivé en x et la fonction qui a x € I associe f’(x)
\s’appelle la (fonction) dérivée de f.

J

2.3. Approximation linéaire

On donne parfois une définition équivalente de la dérivation de f en xy.

Son avantage : elle cache la question de la limite dans 'hypothése de conti-
nuité de € en xp. .

de f enxg.

Pour aller plus loin - Continuité = limite

Nous verrons que la notion de continuité de f en un Proposition - Définition de Weierstrass
point X est équivalente a la notion d existence de limite

Soit f définie sur un intervalle I. Soit xo € I
f est dérivable en x; si et seulement si

il existe A € R, € continue en x avec €(xp) = 0 tels que

f(x) = f(x0) + (x — x0) (A +€(x))

On a alors A = f'(xg)

Démonstration

-4 Application - Pour quelques fonctions usuelles (connaissant les dérivées
en0

Pour aller plus loin - Linéarisation

tion : transformer un probléme paramétré par une fonc-
tion plus ou moins compliquée en un autre probléme [i-
néaire. Pour cela on remplace f par une droite, la plus
proche ¢ est-d-dire la dérivée de f (en un Xq bien choisi).
C'est en particulier [a méthode de Newton que nous re-

__| werrons en informatigue. ILs'agit de resoudre f(x) =0

Autre idée essentielle pour [exploitation de la dériva-

(- . A
Définition - Equation de la tangente
Soit f définie sur I, dérivable en xq € I.
La droite d’équation

¥ = f(xo) + f (x0) (x — xq)

s’appelle la tangente a la courbe représentative de f en M (xo, f(xp))
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A\ J

*g"Truc & Astuce pour le calcul - A propos de la tangente
On notera:

— qu’il s’agit bien de I'équation d'une droite (y = ax + b)
— qu’elle passe bien par le point M : f(xp) + f'(x0) (x0 — X0) = f (xo).
— que sa pente vaut f'(xp).

2.4. Regles de dérivation

Les résultats suivants seront démontrées plus tard dans I'année (linéarité de
la limite). Ils ont été énoncés pour la premiere fois par LEIBNIZ en 1684. Le
but pour le moment est de se former pour le calcul!

Proposition - Résultats
Soient u et v dérivable en xg
— u+v,uv, u”, exp u sont dérivables en x;
— si, en outre, u ne s’annule pas sur un intervalle contenant xj et est

. 1 .
dérivable en xg alors —,In|u| sont dérivables en xg;
u
— si, en outre, v ne s'annule pas sur un intervalle contenant x, et est
L. u L.
dérivable en xg alors — est dérivable en xp;
v

— si, en outre, a € R* et si u est strictement positive sur un intervalle
contenant xy, alors u® est dérivable en x,
Si uo¢ est définie, si ¢ est dérivable en xj et u dérivable en ¢ (xp) alors uo¢
est dérivable en xj et (1o @)’ (x0) = ¢’ (x0) x 1 ((xp)).

Résumé :

Proposition - Résumé des formules usuelles de dérivation

fonction f de la forme fonction dérivée f’
u+v u' +v
uv uv+ur
Uiy...Up Uy Up...Up+ U UyU3 ... Uy + -+ UjUp... Up Uy,
u"ounelN* nu u™ 1
1 —
u ,uz .
u uv—uv
v v?
uop ¢ xuop=uopxq
Upo---oluy (u’louzo...oun)x(u’zougo...oun)x...xu%
expu u' xexpu
T
u
In|u| —
]
u*otta e R* au' u®"

Ces formules sont vraies, sous réserve, évidente, de dérivabilité des fonctions
qui interviennent.

Exercice

Avec les résultats admis en début de chapitre, démontrer la formule de dérivation de u x v.

Nous reprendrons toutes ces démonstrations par la suite.

2.5. Dérivation de fonctions usuelles

Fonctions exponentielles et logarithmes
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Pour aller plus loin - Toutes les fonctions
sont dérivables ?

La fonction X — X COS % est continue sur R, mais pas
dérivable en 0.

Mais pire, il existe des fonctions partout continues et
nulle part dérivable. La construction est subtile. Par
exemple :

1o sin(10" 7 x)

x— ) o

n=1

/~Savoir faire - Encadrement pour le calcul de limite
Pour obtenir des résultats sur les limites (indéterminées), la meilleure
stratégie est ’encadrement :
si a(x) < b(x) < c(x) et que a et c admettent la méme limite en x; égale a
l,
alors b admet également une limite en xy, égale a ¢.

L Analyse - Exponentielle (naturelle) en 0

Proposition - Dérivation des fonctions exponentielles

exp est dérivable sur R et pour tout x € R, exp’(x) = exp(x).
Poura>0eta#1.Si f:x— a*, alors f est dérivable sur R et pour tout
x€eR, f'(x)=Ilnax a”.

/“Savoir faire - Transférer un probléme exponentiel «en a », vers «en 0 »
Si on étudie exp au voisinage de a, donc des points de la forme a+ h avec
h proche de 0,
on exploite exp(a+ h) = exp a x exp(h).
Donc on factorise (a 'extérieur) par expa et on se concentre sur une
étude en ¢, € proche de 0

On appliquera souvent cette méthode dans le calcul de développement li-
mité.

Démonstration

Par addition et composition (démontrée plus loin)

Proposition - Fonction trigonométrique hyperbolique
Les fonctions ch, sh et th sont dérivables sur R et

vV xeR, ch/(x) = shx, sh’(x) =chx et th’(x) =1 -th?(x) =

ch?x
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Démonstration

-0 xe
@Remarque € ¢

— —1\X . . —
On peut noter que e™* = (e™1)", c'est une fonction exponentielle de base e™".
Done de dérivée :In(e™!) x (e71)* = —e™*.

L2 Analyse - Logarithme (naturel) en 1

Proposition - Dérivation des fonctions logarithmes

1
In est dérivable sur R, et pour tout x € R, In'(x) = —.

=

Si g: x— Iny(x), alors g est dérivable sur R et pour tout x € R, g'(x) =
1

(Ina) x x

/“Savoir faire - Transférer un probléme logarithme «en a», vers «en 1»
Si on étudie In au voisinage de a, donc des points de la forme a + h avec
h proche de 0,

on factorise (al'intérieur) para:a+h=a(l+ %) et exploite In(a+h) =
Ina+1In(1+ %).
Et on se concentre sur une étude en 1 +¢, € proche de 0

On appliquera souvent cette méthode dans le calcul de développement li-
mité.

Démonstration

Fonctions puissances
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Proposition - Fonctions puissances

La fonction puissance x — x® est dérivable sur son ensemble de définition
(privé de 0, si besoin : @ — 1 < 0 alors que a > 0), de dérivée : x — ax®~!.

Démonstration

Par sommation, on retrouve ce qu’on a déja démontré :

Proposition - Fonctions polynomiales
Les fonctions polynomiales sont dérivables sur R et précisément, si f :

n n n

x— Y ax*, onapourtout x € R, f'(x) = Y karx* ' = ¥ kapx*! =
k=0 k=0 k=1

n-1

> (k+ Dags x*.

k=0

On notera qu'il s’agit encore d'un polyndme, de degré deg f — 1.

Lensemble de définition des fonctions puissances entiéres étant IR en entier,

les résultats précédents ne sont pas suffisants. Il faut refaire une démonstra-
tion.

Il serait tout de méme étonnant de trouver des résultats différents. ..

Fonctions circulaires

Proposition - Fonction trigonométrique

sin, cos et tan sont dérivables sur leur ensemble de définition. Précisé-
ment :

Vx € R, sin'(x) = cosx, YV x € R, cos’(x) = —sinx.

et pour tout
x€ R\ {5 +km, ke Z}, tan'(x) = 1 +tan® x =

cos?x’

On applique une méthode déja connue.

Démonstration
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3. Quelques utilisations de la dérivation

Les résultats sur les dérivées des fonctions réciproques arcsin. .. seront vus
loin lorsqu’on étudiera la dérivation de fonctions réciproques.

2.6. Dérivées seconde, troisieme...

p

Définition - Dérivables

Soient I un intervalle et f une fonction définie sur I.
On dit que f est deux fois dérivable sur I si f est dérivable sur I etsi f’ est

elle-méme dérivable sur I, on note f” la dérivée seconde de f (c’est-a-dire
la dérivée de f7).

Si f” est encore dérivable sur I, on dit que f est trois fois dérivable sur I et
Lon note f" = f& = (f") sa dérivée troisieme, et ainsi de suite.

J/

N
Définition - Fonction de classe €*

On dit que f est de classe €' ou contintiment dérivable si elle est dérivable

et que f’ est continue, de classe €2 ou 2 fois contintiment dérivable si elle
est deux fois dérivable et que f"” est continue...

J

Comme les dérivées des fonctions usuelles vues plus haut sont de la forme
de fonctions usuelles, par récurrence :

Proposition - Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles vues précédemment sont de classe € sur leur
ensemble de définition (sauf les fonctions puissances x — x* qui peuvent
perdre le 0 dans I'ensemble a la dérivée n-iemesin > a...).

3. Quelques utilisations de la dérivation

3.1. Variations

En utilisant les théorémes suivants (qui seront démontrés ultérieurement),
on peut étudier les variations d'une fonction que 'on résume systématique-

ment dans un tableau de variations, complété par les limites aux bornes (et
non par des phrases!)

Théoréme - Monotonie et fonction dérivée

Soient I un intervalle de R et f une fonction dérivable sur I. Alors :
f est constante sur I si et seulementsi Vx € I, f'(x) =0;

f est croissante sur [ si et seulement si Vx € I, f'(x) = 0;

f est décroissante sur I si et seulementsi Vx € I, f/(x) <O0.

Si f' >0 (resp. f’ < 0) sauf en un nombre fini de points de I, alors f est
strictement croissante (resp. décroissante) sur I.
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M Attention - Intervalle!
Il est indispensable que I soit un intervalle. On peut en effet trouver f
définie sur D, dérivable sur D et vérifiant Vx € D, f'(x) < 0 mais qui n’est
pas décroissante sur D.

Exercice
Donner un tel contre-exemple

3.2. Bijections et réciproques

Théoréme - Dérivation de la bijection réciproque

Soient I, J deux intervalles de R et f : I — J bijective de I sur J. On suppose
que f est dérivable en xg € I.

Alors f~! est dérivable en f (xo) si et seulement si f'(x,) # 0

eton a alors

1/ 1
U G0 = Fs

ou encore, avec yo = f(xg),

' o) =

1
frof~v

Remarque - Se souvenir
On peut retrouver la formule en dérivant [égalité f~' o f =1d, en effet :

(f—lof)’:flx (f—l)/of:(ld)l:(x’_) 1)

mais attention d ne pas oublier [a condition de dérivabilité de f~' !

1
Sifl)#0:(fH(fx) = e siy=fx) et f'(x)=f(fF L) #0:

—1y/ _ 1
W= Frgy

Proposition - Fonctions trigonométriques réciproques
Les fonctions arcsin et arccos sont de classe €*° sur ] —1,1],

1 —
avec V x €] —1,1[, arcsin’(x) = ——— et arccos’ (x) = —.
V1—x2 V1-—x2

La fonction arctan est de classe €° sur R,

avecV x € R, arctan’(x) =

1+ x2

Démonstration
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Corollaire -
Sif:1—Rest:
— continue strictement monotone sur l'intervalle I,
— dérivable sur I et
— Vxel, f'(x) #0
alors f est bijective de I sur J = f(I), donc f‘1 : J — I existe (et est
bijective).

1
Mieux: f~! est dérivable sur J et (f_l)/ =

f’of‘l'

Graphiquement : €1 est la symétrique de € par rapport a I'axe y = x.

/“Savoir faire - Etudier si f est un ¢! -difféomorphisme
On consideére f, de classe ¢! sur un intervalle 1.

1. On coupe I, en réunion d’intervalles I, I»,... I, sur lesquels f est
strictement monotone
(A noter que cela n'est pas toujours possible.... Donnez des
contre-exemple).
Cela conduit a étudier le signe strictement non nul de f’. Les
frontiéres sont en dans {x | f'(x) = 0}.

2. Sur chaque intervalle I, on note Ji = {y = f(x),x € I} et donc
fi= f||1]kk : Iy — Ji est bijective.

3. Puis, on considere J; = {y = f(x),x € I | f'(x) # 0} < Ji.
(Souvent les problémes sont sur les bords des Ji, lié a la jonction
de Iy et I, ou I;_;, mais cela n'est pas nécessaire).
Alors fk‘1 : Jx — I est de classe € sur ];c et pour tout y € ];C :

1
Uty U

Y= =

Gardons en mémoire que graphiquement : €-1 estla symétrique de €
par rapport al'axe y = x.

Les cas problématique correspond a une pente nulle pour 6y et donc
infinie pour €-1...

Exercice

La fonction sh réalise une bijection de IR sur R. La bijection réciproque est notée argsh
(argument sinus hyperbolique).

La fonction ch réalise une bijection de [0, +ool sur [1, +ool. La bijection réciproque est notée
argch (argument cosinus hyperbolique).

La fonction th réalise une bijection de IR sur ] -1, 1[. La bijection réciproque est notée argth
(argument tangente hyperbolique).

1. Dérivées.

(a) Montrer que les fonctions argsh, argch, argth sont dérivables respectivement
sur R, 11, +ool et ] - 1,11.
1

! —
(b) Montrer que (argsh)’(x) = = sur R
! _ 1
(c) Montrer que (argch)’(x) = Wewmst sur |1, +oo|

@Pour aller plus loin - Création de fonctions
Dans un autre sens, on peut considérer :
1. f strictement monotone et continue de I surJ.

2. Donc f admet une fonction réciproque =1 de
Jsurl.

3. Notons ®, une primitive de 1.

Que peut-on dire de @ ?

Montrer que la plupart des fonctions transcendantes
rencontrées dans ce cours peuvent étre obtenus de la
sorte. ..
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(d) Montrer que (argth)’(x) = 1_1x2 sur]—1,1[

2. Expressions logarithmiques.
(@) Montrerque VxeRR, argshx=In(x+VxZ+1)

(b) Montrer que Vx €]1,+oo[, argchx=In(x+Vx2-1)

(c) Montrer que Vx€]—1,1[, argthx= %lnﬁ—)’g

3.3. Inégalités

/~Savoir faire - Obtenir une inégalité
Pour démontrer une inégalité, une méthode est d’étudier la fonction

formée par la différence des deux membres, d’établir son tableau de
variations pour obtenir son signe.

Exercice

Montrer les inégalités :
2
X
VxeRR, 1—? <cosx<1;

3
X .
Vxe]RJ',x—Essmxsx;

3
- X .
VxeR ,x—zzsmxzx.

/~Savoir faire - Obtenir un maximum (avec une dérivée)
Pour obtenir un extremum de f (dérivable deux fois) sur I, on résout
f'(x) =o0.
On note x la solution de cette équation (donc f'(xp) = 0).
— si f"(xp) >0, alors f présente un minimum (local) en x.
— si f"(xp) <0, alors f présente un maximum (local) en xy.
— si f"(xg) =0, alors on ne peut rien dire.

Remarque - Convexité
On rappelle que si pour tout x € I, "' (x) = 0, on dit que f est convexe surI.

3.4. Calculs de limites (lever les indéterminations)

On peut calculer certaines limites en reconnaissant le taux de variations
d’une fonction dérivable connue.
Exercice

Rappeler les valeurs des limites suivantes :

. sinx . tanx . cosx-—1
lim —; lim lim ——.
x—0 x x—0 x x—0 X
En déduire
. cosx—1
lim >
x—0 x

Proposition - Régle de LHospital (1696)
Soient f et g deux fonctions définies sur I, dérivables en x € I.
!
On suppose que f(xg) = g(xp) =0 et que ? admet une limite en x.
f(x) f'(%)

Alors lim —— = lim
X— X0 g(x) xX— X0 g’(x)
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On fait la démonstration dans le cas ol g’(xp) # 0. Sinon, on exploitera
I'inégalité des accroissements finis (dans un chapitre prochain).

Démonstration

[\ Attention - Pas d’abus Pour aller plus loin - Généralisation en +oco

Laregle ne s'applique qu’en cas d’indetermination. Il existe une généralisation de la régle de £ 'Hopital avec

une indétermination du type X,

dm i 3L 6T 1 1 e oo 1

—4 = 11m m-—-—= i 1i =i = i li
3 me Silimg | fl=limg, gl = +oo et silimg,

= ¢, alors

oo~

hmagze

/~Savoir faire - Lever une indétermination par la régle de L'Hospital
1. D’abord on vérifie bien qu’on peut appliquer la regle de L'Hospital :

n
f= 7 avec n(x)):;Oet d(x)):;o

2.0n calcule 7' (x), n"(x) ... n®(x)... jusque a ce que n'® (x) /- 0

X—a
Et de méme d'(x), d"(x) ... d"" (x)...jusqu’a ce que d¥) (x) /— 0.
X—a
3.0n note m = min{k € IN | n'® (x) /=0 ou d® (x) /—0}.
. . n® X o D
Et on connait donc hgln Pk et par la regle de L'Hospital : ll}ln JED ala

méme valeur. n
4. Et on remonte ainsi a lim i dont
a

on sait seulement maintenant qu’elle existe et qu’elle a cette méme va-
leur.

Exercice

. cos2x—1
Calculer lim ——-.
' x—0 x3+5x2 ) ) ) ]
Evidemment, on exploitera les résultats non encore démontrés sur les fonctions usuelles

3.5. Approximation polynomiale (développement limité)

<*Heuristique - Approximation polynomiale LOCALE

Nos fonctions usuelles ne sont pas des polynomes, on ne cherche par a remplacer une
fonction usuelle par une fonction polynomiale sur un intervalle de IR contenant une
infinité de points.

Mais on peut faire des comparaison au voisinage d'un point.

La définition de Weierstrass de la dérivabilité de ¢ en xo avec pour valeur A(= ¢ (xg))
exprime :

FAeR,Je: I — R continue en xg avec e(xg) = 0|V x € I, p(x) = p(xp)+A(x—x0)+(x—x0)€(x)
On va donc chercher une fonction polynomiale f de degré n tel que

o) =f(x)+ (xfxo)"e(x) avec €(x) xjx'o 0

On commence par étudier les cas xy = 0.

AP - Cours de maths MPSI 3 (Fermat - 2026/2027)



140

Utilisation de la dérivation

Proposition - Développement polynomiale en 0
Soit n e IN*.

On considere ¢ de classe €™ sur I, contenant 0.

n (k) 0
Onnote T:x— ) (p—()xk.Alors
=0 Kk

lim 2P = TW _,
x—0 xn

Autrement écrit : il existe € : I — R tel que e(x) — Oet(x) = T(x)+x"e(x)
x—

On commence par un lemme (qui sera enrichit dans la suite du cours)

Lemme - Dérivation monéme
Notons m: x — x°.

Alors pour tout k€ IN, mgk) (0)=0sik#set mgs) (0) = sl.

Commencons par démontrer le lemme

Démonstration

Démonstration
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#" Exemple - DLde x — (1+ )% (a ¢ IN)

Exercice
Quelle formule obtient-on pour @ = —17?

Exercice

1. Donner une équation différentielle simple vérifiée par exp
En déduire le DL (0) de exp.
En déduire le DL, (0) de ch et sh

Exprimer, pour tout n € IN, la dérivée n-ieme de x — e'*.

o ~ 0 Db

En déduire le DL, (0) de cos et sin

Remarque - Développement limité

L'exercice qui suit, prépare d la théorie des DL (second semestre). On a un stock de DL
connue (fonction usuelle), puis on combine le résultat avec des calculs polynomiaux
Exercice

x x* 2 i x* 2
On rappelle que e* =1+ x+ =5 + 0(x“) au voisinage de 0 et cos(x) =1—- %5 +0(x“) au
voisinage de 0.
Donner le DLy au voisinage de 0 de x — cos(x)e* et de x — cos(e* — 1)

4, Dérivation de fonctions réelles a valeurs com-
plexes

4.1. Fonctions a valeurs complexes

Aparté. Lexponentielle complexe

Définition - Exponentielle complexe
Soit z € C. On définit I'exponentielle complexe de z par
expz = % = eRe(z)eiIm(z)'

Son module est e¢? et un argument est Im(z).

Proposition - Elargissement
On retrouve les propriétés classiques de I'exponentielle :
— Lexponentielle complexe coincide bien avec I’exponentielle sur R
pour les réels ou avec I'exponentielle des imaginaires purs.

z+2

! -
— Pour (z,Z) € C%, 0ona : e?*? = e%e? et — =e%.
e
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Démonstration

Exercice
1. Résoudre e* =1.

. Résoudre e =1—iv/3.

2

3. Résoudre plus généralement e = zg

4. Déterminer I'image d’une droite d’équation x = a par I'application exp : C — C*.
5

. Déterminer image d’une droite d’équation y = b par I'application exp : C — C*.

Proposition - Résolution d’équation

— Pour (z,7') € C?, expz = exp z’ si et seulement si z— 2z’ € 2inZ.
— Tout complexe zy # 0 peut s’écrire sous la forme exp z.

Démonstration

Fonctions d’une variable réelle, a valeurs complexes

I désigne un intervalle de R.

(Déﬁnition - Découpage d’'une fonction a valeurs dans C )
Soient fi: I — Ret fo: I — R. On pose: Vxel, f(x) = filx)+ifo(x).

f:I— C estune fonction définie sur I a valeurs dans C (si I n’est pas pré-
cisé au départ, son domaine de définition est I'intersection de ceux de fi et

f2).

On définit les fonctions Re(f) (partie réelle de f) et Im(f) (partie imagi-
naire de f) a valeurs dans R par

Re(f)=fi: I —R Im(fil=fr: I —-1R
x —Re(f(x) x = Im(f(x)

\On dit que f est continue sur [ si fj et f> sont continues sur I.
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b Analyse - Justifions que sa base est bien e’

4.2. Dérivation d’'une fonctions d’une variable réelle, a va-

leurs complexes

I désigne un intervalle de R.

-
Définition - Dérivation d'une fonction a valeurs dans C
Soit f: R — C, une fonction a valeurs complexes.

Soient fi:I—Retfo:I—Rtellesque Vxe I, f(x)=fi(x)+ifo(x).

dérivables, respectivement de classe € Lsur 1.
Si f est dérivable sur I, on définit sa dérivée par :

vxel, f'(x)=fi)+ifyx).

\de classe ¢! de I dans C).

On dit que f est dérivable, respectivement de classe €' sur I si f; et f> sont

On note € (I,C) (resp. €' (I,C)) I'ensemble des fonctions continues (resp.

J/
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Remarque - Commutativité de la dérivation complexe et de la partie
réelle ou imaginaire

Si [ a valeurs complexes est dérivable on a donc (Re(f))' = Re(f’) et Im(f)) =
Im(f").

Proposition - Constance et dérivation

Soit f: I — C dérivable sur I. Alors f est constante sur I si et seulement si
f' estnulle sur 1.

Pour la démonstration, on admet ces résultats pour des fonctions de R dans
R.

Démonstration

4.3. Propriétés

[ Attention - Croissance sur C?
Parler de croissance (ou de décroissance) d’une fonction a valeurs dans
C n’a pas de sens.

Proposition - Opérations
Soient f et g deux fonctions dérivables sur I a valeurs dans C et a € C.
Alors f+ g, fg et a f sont dérivables sur I et

vxel, (f+@@=f(x)+g®
f'x) =1 x)gx)+f(xgx
(af)/ = af’

1
Si g ne s’annule pas, alors g et g sont dérivables sur I et

1y -g'(x)
Vxel, (g) (x) = g(x)2
fy ff0gx) - fx)g'(x
(_) C= g(x)?

Exercice
Faire les démonstration.
Il suffit d’exploiter la commutativité entre dérivation et partie réelle ou imaginaire.

4.4. Composition avec I'exponentielle complexe

Théoréme - Dérivée de 'exponentielle complexe
Soit ¢p: I — C dérivable sur I. Alors

v: I —C

x — ef®
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estdérivablesur Iet: Vxel, v'(x)=¢ (x)e?™

Démonstration

M Attention - i joue un rdle comparable a celle d'un nombre réel
< On fera bien attention 4 ne pas oublier le i dans la dérivation!

Exercice

. P . i 2
Calculer la dérivée f : x — (arcsin(x))e?** ¥

-4 Application - Fonction polaire

5. Bilan

Synthese

~+ Au voisinage d'un point, on peut regarder comment la fonction évo-
lue : c’est la valeur de la dérivée en ce point qui nous I'indique. On
associe alors (si possible) f une nouvelle fonction : celle qui donne la
valeur de dérivée en tout point. MIRACLE. Le passage f — f’ se décrit
tres bien en terme d’algorithme (sans avoir a passer par le nombre dé-
rivée). Il faut donc apprendre des tas de regles de calculs (a démontrer,
par ailleurs. . ).

~+ Ainsi plusieurs fonctions de référence sont a connaitre : exponen-
tielle(s) et logarithme(s) en toute base; les fonctions puissances; les
fonctions circulaires (sin, arccos...) et hyperboliques directes. On doit
savoir comment comparer ces fonctions lorsqu’elles sont en compéti-
tion au voisinage de point problématique.

~+ Le théoreme de la bijection est un résultat important. Il faut le
connaitre, méme si pour I'heure la démonstration nous échappe sans
une définition précise de la continuité (et donc de R).
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~» En retour, la fonction dérivée permet de mieux comprendre locale-

ment la fonction. On peut alors étudier des variations, faire de I'op-
timisation (locale) ou lever des indéterminations (pour du calcul de
limite).

~> Les fonctions complexes de la variables réelles s’étudient de la méme

facon (méme si la représentation est plus complexe). En fait, ce qui
compte, c’est la nature de la variable « de départ ».

Savoir-faire et Truc & Astuce du chapitre

Truc & Astuce pour le calcul - A propos de la tangente

Savoir-faire - Encadrement pour le calcul de limite

Savoir-faire - Transférer un probléme exponentiel de « en a» vers « en
0».

Savoir-faire - Transférer un probleme logarithme «en a» vers «en 1 ».
Savoir-faire - Transférer un probléme trigonométrique «en a» vers «en
0».

Savoir-faire - Etudier si f est un ¢'-difféomorphisme

Savoir-faire - Obtenir une inégalité

Savoir-faire - Obtenir un maximum (dérivation)

Savoir-faire - Lever une indétermination par la regle de L'Hospital
Savoir-faire - Etude des branches infinies (et définition)

Retour sur les problemes

30.

31.

32.

33.
34.
35.

On a une fonction A(ag + e) qui donne I'aire en fonction de ag + e. Elle
est optimale en ag lorsque A(ap —€) < A(ap) et A(ap +¢€) < A(ap) avec
€>0.

Le calcul A(ag + e) donne exactement A(ag) + eA’(ag) +.... On trouve,
avec la méthode de Fermat : A’(ag) = 0, ce qui donne bien I'optimal de
A.

1l faut nécessairement que Résultat’ (Action) = 0, ce qui conduit a une
équation donc la valeur recherchée Actiong est solution. Malheureu-
sement, la condition bien que nécessaire n’est pas suffisante.

C’est un vrai miracle que cela soit aussi simple (et que le tableau ne
soit pas plus compliqué...).

A moins que cela soit 'inverse : c’est parce que y' = y se rencontre
partout que I'exponentielle est si importante. ..

Cours

C’est le but de la formule de L'Hospital.

On vient de terminer ce chapitre en répondant a cette question.
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